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Aufgabe 1.

Sei H ein Hilbertraum, L ⊆ H ein Unterraum und f ∈ L′. Beweisen Sie mit Hilfe des Rieszschen

Darstellungssatz, dass genau eine Fortsetzung F ′ auf H mit ‖F‖H′ = ‖f‖L′ existiert. (4 Punkte)

Aufgabe 2.

Sei `∞ der Raum aller beschränkten reellwertigen Folgen. Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Hahn�

Banach, dass ein lineares Funktional F : `∞ → R mit folgenden Eigenschaften existiert.

lim inf
n→∞

xn 6 F (x) 6 lim sup
n→∞

xn ∀x = (xn)n∈N ∈ `∞,

F ((x1, x2, x3, ...)) = F ((x2, x3, x4, ...)) ∀x = (xn)n∈N ∈ `∞.

(4 Punkte)

Hinweis: Zeigen Sie, dass durch p(x) := lim supn→∞
1
n(x1 + ... + xn) für x = (xn)n∈N ∈ `∞ ein

sublineares Funktional auf `∞ de�niert wird. Betrachten Sie dann den linearen Unterraum A := {x =
(xn)n∈N ∈ `∞ | limn→∞ xn existiert} und wenden Sie den Satz von Hahn�Banach auf das lineare

Funktional f : A→ R, x 7→ limn→∞
1
n(x1 + ...+ xn) an.

Aufgabe 3.

Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach für lineare Funktionale, dass die Abbildung T : `1 →
(`∞)′, T (x)(y) =

∑∞
n=1 xnyn für x = (xn)n∈N und y = (yn)n∈N isometrisch, aber nicht surjektiv ist.

(4 Punkte)

Hinweis: Betrachen Sie auf dem Teilraum c der konvergenten Folgen das lineare Funktional f(x) =
limn→∞ xn und setzen Sie f fort zu einem stetigen linearen Funktional F auf `∞. Zeigen Sie, dass

F /∈ T (`1).

Aufgabe 4.

Sei X ein linearer, normierter Raum und x, y ∈ X mit x 6= y. Beweisen Sie, dass ein Funktional

f ∈ X ′ existiert, welches
f(x) 6= f(y)

erfüllt. (4 Punkte)
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