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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, die Zahl der Kreise in Koeffizientenkoéchern aufrich-
tiger Darstellungen darstellungsgerichteter Algebren zu untersuchen.

Die hier betrachteten Algebren sind immer assoziative, zusammenhéngen-
de, endlichdimensionale Basis-Algebren iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K. Moduln sind immer endlich erzeugt.

Um zu charakterisieren, mit welchen Algebren wir uns beschéftigen wol-
len, sind zunéchst einige Definitionen nétig. Eine Algebra A heifit aufrichtig,
falls es einen unzerlegbaren aufrichtigen A-Modul M gibt, d.h. einen unzer-
legbaren Modul M, in dessen Kompositionsreihen die Isomorphieklasse jedes
einfachen A-Moduls reprisentiert ist. Aquivalent dazu ist, dass der Dimensi-
onsvektor dim M von M nur positive Eintréige enthélt. A heifit darstellungs-
endlich, falls es nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegharer Moduln
iiber A gibt. Die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher Moduln bezeichnen
wir mit n(A). Die Algebra heifit darstellungsgerichtet, falls A darstellungs-
endlich ist und der Auslander-Reiten-Kocher von A keine orientierten Kreise
enthélt.

In [B] hat Bongartz 24 Familien von Algebren angegeben und bewiesen,
dass darin alle aufrichtigen darstellungsgerichteten Algebren mit n(A) > 72
enthalten sind. Die Abschitzung wurde von Ringel in [R1], 6.3 auf n(A) > 14
optimiert. Eine aufrichtige darstellungsgerichtete Algebra heifit regulér, wenn
sie zu einer der 24 Familien gehort, die restlichen aufrichtigen darstellungsge-
richteten Algebren bezeichnen wir als Ausnahmealgebren. Diese wurden von
Driixler in [Dr] klassifiziert. Rogat und Tesche haben in [RT] eine graphi-
sche Aufbereitung der Klassifizierung der Ausnahmealgebren vorgenommen,
indem sie eine Liste der Gabriel-Kocher aller aufrichtigen, darstellungsgerich-
teten Algebren mit n(A) < 14 aufgestellt haben. Zusétzlich haben sie zu jeder
Algebra den Dimensionsvektor eines aufrichtigen Moduls maximaler Dimen-
sion angegeben. Ausgehend von dieser Liste betrachten wir in dieser Arbeit
eine deutlich kiirzere Zusammenstellung von Kochern mit Dimensionsvekto-
ren, die wir im Folgenden Bielefeldliste nennen. Sie wurde unter Anleitung
von Claus Michael Ringel als Gemeinschaftsarbeit mit Alexandra Bartsch,
Bjorn Hoffmann, Stefan Hoppner und Martina Schulz aufgestellt, indem ge-
wisse kombinatorische Kiirzungsregeln auf die Rogat-Tesche-Liste angewandt
wurden. Die genaue Konstruktion behandeln wir in Abschnitt 3. Ziel dieses
Vorgehens ist, zunéichst Aussagen iiber die Algebren der iiberschaubareren
Bielefeldliste zu beweisen, um spéter gegebenenfalls zu iiberpriifen, inwieweit
sich diese auf die Elemente der Rogat-Tesche-Liste {ibertragen lassen.

Zu einer Algebra A betrachten wir den Gabriel-Kécher @ = (Qo, @1, S, t).
Wie iiblich bezeichnet dabei @)y die Menge der Ecken, ); die Menge der
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1 EINLEITUNG

Pfeile, und fiir einen Pfeil & € Q1,0 : i — j sei s(a) = ¢ der Ursprung
und t(a) = j das Ziel des Pfeils. In der Wegealgebra K@) des Kochers gibt es
ein zuléssiges Ideal I, das von endlich vielen Relationen erzeugt wird, sodass
A= KQ/I gilt, siehe z.B. [ASS], I1.3, Theorem 3.7. Die Begriffe Weg, Pfad,
(Null-, Kommutativitéits-) Relation und zuléssiges Ideal verwenden wir in
den Definitionen aus [ASS], I1.2. Auch fir Pfade und Relationen benutzen
wir die Abbildungen s und ¢, um Ursprung und Ziel zu bezeichnen. Zusétzlich
sei fiir eine Relation p = Zzl Ajw; mit Pfaden w; durch @, die Menge aller
von den Pfaden der Relation durchlaufenen Ecken und Pfeile definiert.

Ein Koécher mit Relationen (@, 1) heiit darstellungsendlich beziehungs-
weise darstellungsgerichtet wenn die Algebra K@ /I die entsprechende Eigen-
schaft besitzt. Fiir (Q,I) definieren wir Darstellungen V' = (V;, V4,)ic0o.ac0
wie in [ASS], III.1. Die Kategorie mod A der endlich erzeugten A-Moduln
ist dquivalent zur Kategorie rep(Q, I) der endlichdimensionalen Darstellun-
gen iiber (Q,I), siehe [ASS], III.1, Theorem 1.6. Daher bezeichnen wir fiir
einen Modul M die entsprechende Darstellung iiber (@, I) ebenfalls mit
M = (M;, M,,). Weiterhin sei m; := dim M; fiir alle i € Q.

Zu einer Darstellung betrachten wir Koeffizientenkocher, wie sie von Rin-
gel in [R2] eingefiithrt wurden. Die folgenden Definitionen stammen aus dieser
Arbeit. Fiir eine gegebene Darstellung M = (M;, M,,) heiBt eine Teilmenge
A der disjunkten Vereinigung der K-Vektorrdume M; Basis von M, falls
fir alle ¢ € @)y die Menge %B; := % N M, eine Basis des Vektorraums M;
ist. Nach Wahl einer Basis 4 konnen wir jeder linearen Abbildung M, ei-
nes Pfeils o : i« — j eindeutig eine Darstellungsmatrix M, » zuordnen. Es
gilt My s € M(m; x m;, K). Wir indizieren die Zeilen der Matrix {iber %,
die Spalten iiber %;. Ist also b € %, und U/ € %;, so sei M, 5(b, V') der
entsprechende Matrixeintrag. Diese Eintrdge konnen durch die Gleichungen
M, (b) = Zb,e% M, (b, b" )V fiir alle b € #; bestimmt werden. Der Koeffizi-
entenkocher T'(M, %) einer Darstellung M beziiglich einer Basis 4 ist durch
folgende Daten gegeben:

1. Die Menge der Ecken ist Z.

2. Fur b e M;,b' € M; gibt es genau dann einen Pfeil («,0,0") : b — ¥,
wenn es einen Pfeil av: i — j in @ gibt, fiir den M, »(b,b") # 0 gilt.

Die Menge der Ecken und Pfeile eines Weges der Liange > 3 nennen wir
Kreis, falls jede Ecke Ursprung oder Ziel von genau zwei Pfeilen des Weges
ist. Die Anzahl der Ecken eines Koeffizientenkochers ist offenbar durch den
Dimensionsvektor eindeutig festgelegt. Um einen méglichst einfachen Koeffi-
zientenkocher zu erhalten, kann man also lediglich versuchen, durch eine ge-
eignete Basiswahl die Anzahl der Pfeile zu minimieren. Insbesondere ist man
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bestrebt, Kreise zu vermeiden. Diesem Bemiihen entspricht auf der Ebene der
Darstellungen die Suche nach méglichst diinn besetzten Darstellungmatrizen
der linearen Abbildungen, das heifit nach Matrizen, die moéglichst wenige von
Null verschiedene Eintrége besitzen.

In Abschnitt 2 werden wir zundchst den Zusammenhang zwischen Kom-
mutativititsrelationen und Kreisen in Koeffizientenkochern untersuchen und
Yoymin{m; | j € Q, NQo} als eine untere Schranke fiir die Anzahl der
Kreise etablieren. Hierbei sei r die Zahl der erzeugenden Kommutativitéts-
relationen.

Im Anschluss daran wird in Abschnitt 3 ndher darauf eingegangen, wie
die Bielefeldliste konstruiert wurde und welche Eigenschaften die in ihr ent-
haltenen Kocher gemeinsam haben.

Im Hauptteil der Arbeit (Abschnitt 4, Anhang) soll dann fiir moglichst
viele darstellungsgerichtete Algebren die Existenz von Koeffizientenkdchern
mit genau Y ;_, min{m; | j € Q,, N Qo} Kreisen nachgewiesen werden. Man
kann also in diesen Féllen alle Kreise vermeiden, deren Existenz nicht geméafl
den Ergebnissen aus Abschnitt 2 durch Kommutativitétsrelationen bedingt
wird. Dazu wird zu jedem Eintrag der Bielefeldliste eine Orientierung gew&ahlt
und ein Koeffizientenkocher angegeben, der eine unzerlegbare Darstellung mit
dem gegebenen Dimensionsvektor definiert.

Ich danke Claus Michael Ringel fiir die Betreuung dieser Diplomarbeit
und die Einfithrung in die Forschungsarbeit im Bereich der Darstellungs-
theorie. Ich danke Nils Mahrt fiir viele hilfreiche Gespréache wéhrend der
Erstellung dieser Arbeit. Desweiteren mochte ich meinen Eltern, Elfi und
Heinrich Rosnau, fiir die Unterstiitzung wéihrend meines Studiums danken.



2 EXISTENZ INDUZIERTER KREISE

2 Existenz induzierter Kreise

In diesem Abschnitt berechnen wir eine untere Schranke fiir die Anzahl so-
genannter induzierter Kreise in Koeffizientenkéchern unzerlegbarer Darstel-
lungen darstellungsgerichteter Algebren.

Definition 2.1. Seiw = (ag | @, ..., a, | a.) ein nichttrivialer Pfad in einem
Kécher @ von ag nach a, mit Pfeilen «; : ;-1 — a;. Sei M = (M;, M,,) eine
Darstellung von @. Die lineare Abbildung M,, := M,, o...o M,, bezeichnen
wir als Auswertung von M entlang des Pfades w.

Dem trivialen Pfad ¢, = (a || @) ordnen wir die Identitét M., := idy, zu.

Lemma 2.2. Seien w und M wie in Definition 2.1 gegeben. Sei % eine Basis
von M und by € Be,. Dann ist

M, (by) = > (HM%%(bj_l, bj))br.

(b1,..,br)EBay X... X Bay. j=1
Beweis. Wir verwenden Induktion nach der Pfadlange r. Der Fall »r = 1 folgt
aus der Definition des Koeflizientenkochers. Sei nun » > 1. Wir erhalten

M, (bo)
= M, oM, ,o...0M,(b)

r—1
= M,, Z (r[lMaw%(bj—lﬁj)) br—1
j=

(b1 ..... br_l)E@alx...X%uT_l

— Z (ﬁMaj,%(bj—hbj)) Ma, (br—1)

(bl ----- br71)6@a1 X---X%a,‘,1

r—1
- Z <HMaj7=%(bj—17bj>> Z Mar,ﬂ(br—lubr)br
J=1

(b1 ..... brfl)E.“Zal X...X«%U/T71 brev%’ar
T
_ E HMaj,%(bj_l,bj) b.
(01,...,br)EBay X ... X Ba, \ J=1

]

Lemma 2.3. Sei (Q,I) ein Kocher mit Relationen und KQ/I eine dar-
stellungsgerichtete Algebra. Sei M = (M;, M,,) eine unzerlegbare Darstellung
von (Q,I). Sei w = (ap | a1,...,, | a,) ein Pfad in Q mit w ¢ I. Dann ist
My, : My, — M, ein Monomorphismus oder ein Epimorphismus.
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Einen Beweis dieses Lemmas findet man in [R1], 2.4, S.77.

Definition 2.4. Sei ¢ ein Kreis eines Kéchers @ mit Pfeilmenge {aq, ..., a.}.
Ein Kreis ¢ in einem Koeflizientenkocher I'(M, %) einer Darstellung M von
@ heifit von ¢ induziert, falls die Pfeilmenge des Kreises ¢ sich schreiben
lisst als {(ou,s1,t1), ..., (o, 5p, 1)}, wobei s; € HBya,) und t; € Bya, fiir
1=1,...,r gilt.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Zusammenhang einer
Kommutativitatsrelation und der von ihr bedingten Kreise in einem Koeffi-
zientenkocher herausarbeiten.

Lemma 2.5. Sei (Q,I) ein darstellungsgerichteter Kocher mit Relationen
und M = (M;, M,,) eine unzerlegbare aufrichtige Darstellung von (Q,I). Sei-
enw ¢ I undu ¢ I zwei Pfade in Q) von x nach y derart, dass p :=w—u € [
eine Kommutativititsrelation und @, ein Kreis ist. Fiir jede Wahl einer Ba-
sis B besitzt der zugehorige Koeffizientenkicher T'(M, B) von M mindestens
min{m; | i € Q, N Qo} von Q, induzierte Kreise.

Beweis. Seien w = (x = ap | oqy...,, | y = a,) und u = (x = ¢ |
Yis--5s | y = ¢s) mit Pleilen «; : a;_1 — a; und ~; : ¢;_1 — ¢;. Ohne Ein-
schrinkung werde die minimale Dimension an der Ecke ¢; angenommen, es
sei also min{m; | i € Q,NQo} = M., =: n. Definiere u; := (x | v1,...,7; | ¢;)
und uy = (¢j | Vj+1,---57s | ¢5). Es gilt ug,us ¢ I, da sonst u € I folgen
wiirde. Lemma 2.3 und die Minimalitét von m,., = dim M,; implizieren, dass
M,,, Epimorphismus und M,, Monomorphismus ist. Das bedeutet insbeson-
dere Ker(M,, o M,,) = Ker M, und insgesamt

dim Ker M,, = dimKer M,
= dimKer(M,, o M,,)
= dimKer M,,
= dim M, — dim M,

= my;—n.

Fiir jede Basis Z gibt es also mindestens n Basisvektoren vy, ..., v, € %, mit
vy, 0, & Ker M, = Ker M,,. Fiir einen solchen Vektor b, € {vy,...,v,}
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2 EXISTENZ INDUZIERTER KREISE

gilt nach Lemma 2.2

> ( > (HMaj,,@(bj_l,bg))br
(b1,esbr_1) L \j=t1

brEBa, —1)€EPBay X.. X Ba, _

- > (HMajﬁ(bj_l,bj)>br

(b1,...,br)EPBay X ... X Bay 7j=1
= Mw(b:c)
= MU(bﬂc)

S
= § j 1, ) ds
(d1,..,ds)EBey X .. X Bey \ J=1
- ( (H ] 1’ )>>ds’
ds€Bey (d1,.yds—1)EPBey X.. X Bey

wenn wir by := dy := b, setzen. Da %, = %B., = %, eine Basis von M,
ist, sind die Koeffizienten vor den b, beziehungsweise d, eindeutig bestimmt.
Wegen b, ¢ Ker M, kénnen wir ein b, = b, = ds € %, mit

0 # > (]i[Maj bj1, ))

(b1,.,br—1)EBay X... X Bua,._4

— Z (H M, »(d;_1, dj))

(dl ..... dsfl)E%CIX...X«%csil

finden. Insbesondere gibt es daher (by,...,b,_1) € Boy X ... X B, _,
(dy,...,ds—1) € Bey X ... X B._, so, dass

HMocj,%a)j—la %O%H j 1, )
j=1

gilt. Die Definition des Koeffizientenkdchers impliziert nun die Existenz von
Pfaden

(bx | (041, b, 51), (042, by, 52) cee (a’m by_1, by) | by)

und

und

(bl’ | (,}/17 bx’v dl)v (/727 d1> d2) ceey (787 d8—1> by) | by)v

deren Pfeile und Ecken zusammen einen von @), induzierten Kreis in I'(M, %)
bilden. Da die Wahl von b, € {vy,...,v,} eine Ecke des Kreises bestimmt
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und v; # b, keine Ecke desselben induzierten Kreises sein kann, gibt es
mindestens n paarweise verschiedene Kreise. O]

Die Voraussetzungen an die Kommutativitdtsrelation in Lemma 2.5 legen
nahe, folgende Mengen von erzeugenden Relationen zu betrachten.

Definition 2.6. Sei [ ein zuléssiges Ideal in der Wegealgebra K() eines
Kochers Q). Seien o4, ..., 0, € I Kommutativitits- und o4,...,0s € I Null-

relationen. Wir bezeichnen g, ..., 0,,01,...,0s als Standarderzeuger von I,
falls gilt:
1. Die Relationen erzeugen das Ideal, also I = (01,...,0r,01,...,0%).

2. Die Menge der Relationen ist minimal mit dieser Eigenschaft, das heif3t

(01, 0is---0r,01,...,05) 1 #(01,...,0r,01,...,04,...05) fiir alle
1<i<rund1<j <s.

3. Ist p€{o1,...,0-} und p = wy — wy fiir zwei Pfade w; und wy, so folgt
W1, W9 ¢ 1.

4. Q,, ist ein Kreis fiir alle 1 <17 <.

Bemerkung 2.7. Sowohl in der Liste der reguldren aufrichtigen darstel-
lungsgerichteten Algebren von Bongartz als auch in der Rogat-Tesche-Liste
der Ausnahmealgebren sind die Relationen stets durch Standarderzeuger an-
gegeben.

Mit Definition 2.6 und Lemma 2.5 erhélt man nun den folgenden Satz.

Satz 2.8. Sei (Q,I) ein darstellungsgerichteter Kicher mit Relationen. Sei-
EN 01,y 0,01, ...,05 Standarderzeuger von I und M eine unzerlegbare auf-
richtige Darstellung von (Q,1). Jeder Koeffizientenkicher I'(M, ) enthilt
mindestens >, min{m; | j € Q,, N Qo} induzierte Kreise.

Beweis. Jede Kommutativitédtsrelation p; unter den Standarderzeugern in-
duziert nach Lemma 2.5 mindestens min{m; | j € @, N Qo} paarweise
verschiedene Kreise in I'(M, 2). Fiir zwei verschiedene Kommutativitétsre-
lationen g; # g; unterscheiden sich die Kreise @, und @), in mindestens
einem Pfeil, nach Definition 2.4 gilt dies also auch fiir zwei von @,, und Q,,
induzierte Kreise im Koeffizientenkocher. O

In dem folgenden Beispiel wird deutlich, wie die Basiswahl sowohl die
Zahl der induzierten Kreise als auch die Zahl der nicht induzierten Kreise im
Koeffizientenkocher beeinflusst.
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2 EXISTENZ INDUZIERTER KREISE

Beispiel 2.9. Uber dem Kocher mit Relationen (Kécher 31.1 aus der Biele-
feldliste 5.1)

@]
AN

(Q,]): o»o»o\«o«o
B \\T’Y
o

O <=—
o

N
!

betrachten wir die unzerlegbare Darstellung

K
10 [100]
o i
M K K2 K3 00 K2 K
ot [i] 1o
] 9]
K2=——K

Wie immer sind die I erzeugenden Relationen durch gestrichelte Linien an-
gegeben. Es ist also I = (p,d(), mit p := «af — 9. Die linearen Trans-
formationen der Darstellung M sind durch ihre Darstellungsmatrizen fiir
die Standardbasen der Vektorrdume K™ gegeben. Diese Basisvektoren bil-
den zusammen auch eine Basis Z der Darstellung, beziiglich derer M den
Koeffizientenkocher

I'(M, ) : e o o

besitzt. Senkrechte unorientierte Linien verbinden hier die Basisvektoren ei-
nes Vektorraumes der Darstellung M. Die eingezeichneten Pfeile sind die
Pfeile des Koeffizientenkochers. Die Basiswahl ist bestmoglich fiir eine geringe
Anzahl von Kreisen, da T'(M, #) lediglich einen von p induzierten Kreis und
keine nicht induzierten Kreise enthélt. Die Existenz eines von p induzierten
Kreises ist wegen min{m; | j € Q,NQo} = min{dim K, dim K2 dim K3} =1
nach Satz 2.8 notwendig.
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Sei e1, €9, e3 die Standardbasis des K3. Wir betrachten nun dieselbe Dar-
stellung M, dndern aber die Basis in K2, indem wir es durch e + e3 ersetzen.
Die entsprechend modifizierte Basis der Darstellung bezeichnen wir mit %’.
Dadurch erhalten wir die Darstellungsmatrizen

K
10 [100]
DR B
M K K? K3 00 K? K
01 {1—1} 0
{—11[1)} 01 H
K?~—K
[o]
sowie den Koeffizientenkocher
[ ]

(

D(M,#'): e o T

\<\/

1 k/ B2 ’(71

O<——-—-0©0

Er enthilt zwei von p induzierte Kreise, a1 3107, 'y, * und ay 8205 'y, ist also
nicht optimal beziiglich der Vermeidung induzierter Kreise. Daneben gibt es
vier nicht induzierte Kreise, 3167 *62/35 ", 1036, "e5*, €1638; 1416, *e; ' und
£10305 Loyt

Die Kreise eines Koeffizientenkochers lassen sich in induzierte und nicht
induzierte unterteilen. Bei den induzierten Kreisen unterscheiden wir weiter-
hin diejenigen, die von Kreisen der Form @), fiir eine erzeugende Kommuta-
tivitédtsrelation p induziert werden, von denjenigen, bei denen dies nicht der
Fall ist.

Definition 2.10. Fiir einen Koeffizientenkocher I' = I'(M, A) setzen wir

co(I') = #{c Kreis in I' | ¢ ist nicht induziert.}
c(T) = #{cinduzierter Kreisin ' | Ji € {1,...,r} :c=Q,,}
co(T) = #{cinduzierter Kreisin T'| #i € {1,...,r}:c=Q,}.
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2 EXISTENZ INDUZIERTER KREISE

Damit ergibt sich die Gleichung
#{c| cist Kreis in T'} = ¢(T") + ¢1(T") + eo(T).

Aus dem Beweis zu Satz 2.8 folgt, dass Y., min{m; | j € Q,, N Qo} sogar
eine untere Schranke fiir ¢, (I'(M, %)) ist. Um moglichst einfache Koeffizien-
tenkocher zu erhalten, versucht man, nicht induzierte Kreise zu vermeiden
und die Zahl der induzierten Kreise auf die in Satz 2.8 angegebene unte-
re Grenze zu beschrinken. Wir werden jedoch spéter sehen, dass dies nicht
immer moglich ist, da sich induzierte Kreise, die nicht zu erzeugenden Kom-
mutativitdtsrelationen gehoren, im Allgemeinen nicht vermeiden lassen (siehe
Bemerkung 4.7).

Es scheint aber fiir unzerlegbare Darstellungen von darstellungsgerichte-
ten Kochern mit Relationen stets einen Koeffizientenkocher zu geben, der
a(D(M, %)) =>_ min{m; | j € Q,, N Qo} erfiillt.

Weiterhin vermuten wir, dass die Zahl Y, min{m; | j € Q,, N Qo} un-
abhéngig von der Menge der Standarderzeuger ist, also nur von dem Ké&cher
mit Relationen (@, I) und dem gegebenen Dimensionsvektor m abhéngt.
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3 Konstruktion und Eigenschaften der Biele-
feldliste

In diesem Abschnitt wird erldutert, nach welchen Regeln die Bielefeldliste
ausgehend von der Rogat-Tesche-Liste aufgestellt wurde. Anschliefend wer-
den einige Figenschaften der Bielefeldliste gesammelt.

In [RT] geben Rogat und Tesche die Kécher mit Relationen aller aufrichti-
gen darstellungsgerichteten Algebren mit n(A) < 13 an. Sie fassen dabei alle
Algebren, deren Gabriel-Kocher denselben zugrundeliegenden Graphen besit-
zen, zusammen, indem sie die Orientierung der Pfeile weglassen. Eine Menge
von Standarderzeugern des Ideals der Relationen geben sie durch gestrichel-
te Linien an. Weiterhin beschriften sie die Ecken des Graphen einer solchen
Algebrenmenge mit den Eintrégen des Dimensionsvektors dim M = (m;);cq,
eines maximal unzerlegbaren aufrichtigen Moduls eines Repréisentanten. (Al-
gebren mit demselben zugrundeliegenden Graphen besitzen maximal unzer-
legbare aufrichtige Moduln mit demselben Dimensionsvektor, da dieser einer
maximalen positiven Wurzel der quadratischen Form des Kéchers entspricht,
welche unabhingig von der gewihlten Orientierung ist.)

Auch in dieser Arbeit verwenden wir Kanten statt Pfeile, wenn die Ori-
entierung frei gew#hlt werden kann. Bei dieser Wahl ist jedoch immer so zu
verfahren, dass die gegebenen Relationen erfiillt werden kénnen.

3.1 Kiirzungsregeln

Sei (Q,I = (01,...,0r,01,...,05)) ein darstellungsgerichteter Kocher mit
Relationen und m = (m;);cq, ein Dimensionsvektor einer aufrichtigen Dar-
stellung. Insbesondere gibt es dann keine Schlaufen, also Pfeile mit demselben
Ursprung und Ziel, sowie hochstens einen Pfeil zwischen zwei fixierten Ecken
in Q. Wir betrachten die folgenden Kiirzungsregeln:

1. Zusammenziehen von Isomorphismen

Seien i,5 € )y Ecken derselben Dimension, und es gebe eine Kante, aber
keine erzeugende Relation zwischen ¢ und j. Wir setzen also die Existenz
eines a € @ mit {s(a),t(e)} = {4,j} und das Nichtvorhandensein eines
p€{o1,.. 00 01,...,0s} mit {s(p),t(p)} = {i,j} sowie m; = m; voraus.
In dieser Situation identifizieren wir die beiden Ecken ¢ und j vermoge der

Abbildung
Fj: (@, 1),m) — ((Q’,I’),m’),
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3 KONSTRUKTION UND EIGENSCHAFTEN DER BIELEFELDLISTE

die durch
Q6 = Qo \{j}
Qy = {F1Be,b+#a}
B i — k, falls s(B) = 5,t(6) =k
J

B = B k=i, falls s(8) = k, t(3) = j
B =3, falls j ¢ {s(3),t(3)}

I' = (o},..., 0, 01,--,00)

0 = {i(TlT2 —w), falls ¢; = +(nam — w) firi=1,...,r
0i, sonst

U; _ {7172, falls 0; = mam fir j=1,...,s
0j, sonst

m' = (M)ieq,

definiert wird. Hierbei sind die 7; beliebige, moglicherweise auch stationére
Pfade. Graphisch lédsst sich die Abbildung folgendermafien darstellen:

m; ————mj m;
\ / —

Dabei steht fiir den restlichen Ké6cher. Die Verbindungslinie einer Ecke
zum Restkocher kann fiir eine, mehrere oder auch keine Kante stehen. Da in
einem darstellungsgerichteten Kécher alle Kreise aus mindestens vier Kanten
bestehen, kann es jedoch nicht vorkommen, dass eine Ecke des Restkochers
durch Kanten mit ¢ und j zugleich verbunden ist. Auch @)’ besitzt daher keine
parallelen Kanten.

Es kann aber in der obigen Definition der Fall eintreten, dass eine erzeu-
gende Kommutativitétsrelation ¢; einen Pfad 775 der Lénge eins enthilt,
also keine Relation im eigentlichen Sinne mehr ist. Insbesondere ist I’ dann
kein zuléssiges Ideal. Fiir diesen Fall benotigen wir die untenstehende zweite
Zuordnung.

Fiir die entstehenden Nullrelationen o’ tritt dieses Problem nicht auf,
denn nach der Definition von Relationen haben alle Pfade in I mindestens
die Lénge zwei. Ein Pfeil a zwischen zwei Ecken derselben Dimension bedingt
nach Lemma 2.3 also stets einen Isomorphismus M, in der Darstellung M.
Hat nun die Komposition 77 die Lange eins, so ist einer der Pfade stationér,
der andere besteht aus einem Pfeil. Sei etwa 775 = 71. Fiir die urspriingli-
che Nullrelation erhalten wir damit o; = 7« sowie 0 = M, = M, o M,,.

16



3.1 Kiirzungsregeln

Da M, ein Isomorphismus ist und keine Vektorrdume der Dimension Null
auftreten, gilt M, = 0. Diese Abbildung muss jedoch nach Lemma 2.3 Mo-
nomorphismus oder Epimorphismus sein. Dieses ergibt einen Widerspruch zu
der Tatsache, dass M aufrichtig ist.

Dem Entfernen von « entspricht gewissermafien in rep(Q, ) die Ein-
schrinkung auf die volle Unterkategorie der Darstellungen, die fiir M, die
Identitédt als Isomorphismus besitzen.

2. Eliminierung uneigentlicher Relationen

Die folgende Abbildung definieren wir auf der Menge der Bilder der ers-
ten Abbildung, insbesondere sind die Voraussetzungen gerade nicht erfiillt,
wenn wir einen darstellungsgerichteten Kocher betrachten. Seien 7,5 € Qg
Ecken, die sowohl durch eine Kante « als auch eine (uneigentliche) erzeugen-
de Kommutativitdtsrelation, die « als Pfad enthélt, verbunden sind. Es gibt
also a € Q1 mit {s(«a),t(a)} ={i,7} und p € {01,...,0-, } mit p = +(a—v)
fiir einen Pfad v mit {s(v),t(v)} = {i,7}. In diesem Fall lassen wir Kante
und Relation weg. Wir wenden hier dementsprechend die Abbildung

Gij: ((@.1),m) — (@', I'),m)

an, definiert durch

Q6 = Qo
Q= i\ {a}
I' == (¢},...,0.,00,...,00)
+(mvm —w), falls g, = £(mamn —w ,
Q; = { (1 2 ) ¢ (1 2 ) fiirZ:l,...,T
0;, sonst
falls o; =
ol = TiVTy, WS 05 = AT firj=1,...,s
0, sonst

Als zugehoriges Schaubild erhalten wir
mi\\% m; m; m;
\_ ’ / H \ /
-

Zur Motivation dieser Zuordnung bemerken wir noch, dass die in der zu-
gehorigen linearen Abbildung M, gespeicherte Information auf Grund der
Relation schon vollstindig in der Auswertung des Pfades v enthalten ist.
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3 KONSTRUKTION UND EIGENSCHAFTEN DER BIELEFELDLISTE

3. Normierung freier Arme

Die folgende Familie von Zuordnungen geben wir lediglich durch ihre Schau-
bilder an, da die auftretenden Dimensionen durch konkrete Zahlen gegeben
sind. In einigen Féllen handelt es sich nicht um Abbildungen, da einem Ob-
jekt der Rogat-Tesche-Liste mehrere der Bielefeldliste zugeordnet werden.
Dies begriindet sich in einer Abhéngigkeit der gewiinschten Zuordnung von
der noch nicht gewéhlten Orientierung. Wir verdeutlichen dies anschlieSend
an einem Beispiel.

1. 1
|
-] | — D
|
1
2 2
4\| —  (RD—4—3—2
1 (R)—4—2—1
3 P
*4\' — (R)—4—3—2—1
|
1
4, 21
5\| —  (BD—5—4—3—2
2 (R)—5—3—2—1
5 P
5\1 — (R)—5—4—3—2,
1 (R)—5—4—3—1,
(R)—5—4—2—1,
(R)—5—3—2—1
6. 2
CR)—6_ | —  (RD—6—4—2
|
2
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3.1 Kiirzungsregeln

—1
8 /4—2—1
|
()6 | —
N
1
9 /4—3—2
|
(F)—6 | —
N

(R)—6—5—4—3—2,
(R)—6—5—4—3—1,
(R)—6—5—3—2—1,
(R)—6—4—3—2—1

(R)—6—5—4—3—2,
(R)—6—5—4—2—1,
(R)—6—4—3—2—1

(R)—6—5—4—3—2,
(R)—6—5—4—3—1,
(R)—6—5—4—2—1,
(R)—6—5—3—2—1,
(R)—6—4—3—2—1

Diese Zuordnungen sind dadurch motiviert, dass man alle in den linken Dar-
stellungen kodierten Informationen durch eine Kette von ineinander enthalte-
nen Untervektorrdumen des Vektorraums mit maximaler Dimension darstel-
len mochte. Die dazu nétigen Dimensionen der Untervektorrdume héngen
von der links gewéhlten Orientierung ab. Wir betrachten als Beispiel alle
moglichen Orientierungen bei der vierten Zuordnung.

Beispiel 3.1. Zunéchst seien Ecken und Kanten wie folgt benannt:

c—d
|
|
b

Mit diesen Definitionen ist m = (mq, my, me, mg) = (5,2,2,1) der Dimensi-

onsvektor des betrachteten Teilkochers.
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3 KONSTRUKTION UND EIGENSCHAFTEN DER BIELEFELDLISTE

Wiéhlen wir die Orientierung

i

g ¢=—d
D7 |
o~
so gilt Im(By) € Im 8 C Kera C M,. Die erste und dritte Inklusion gelten
offensichtlich, die zweite folgt aus der Nullrelation. Da nach Lemma 2.3 3 und

~ Monomorphismen sind und « ein Epimorphismus ist, folgt dim Im(37) = 1,
dimIm 3 = 2 und dim Ker a = 3, was zu dem Teilkécher

(R)—5=<3<2<1

fithrt. Fiir die Bielefeldliste vergessen wir nun die Orientierung wieder.
Andern wir die Richtung von ~ zu

4

1
(RD)—al_
Ny
so ergibt sich f(Kervy) C Imf C Kera C M, mit dim f(Kervy) = 1, da v
Epimorphismus ist, also dim Ker v = 1 gilt und  Monomorphismus ist. Wir

erhalten daher denselben Teilkécher wie bei der ersten Orientierung.

Die Wahl von

4

(R)—a

A

c
|
|
|
|
b
fithrt zu der Inklusionskette Im o C Ker 8 C B~ (Im~) C M, und analog zu
den obigen Uberlegungen zu dem Teilkocher

—5—4=3<2
Invertieren wir schliefSlich wieder ~

o4

i
()|
\llj

20



3.2 Anwendung der Kiirzungsregeln

ergibt dies Im o C Ker 3 C 37! (Kerv) C M,, und wegen dim 3! (Kerv) = 4
resultiert daraus derselbe Teilkdcher wie fiir die vorherige Orientierung.

Beide auftretenden Dimensionsvektoren zusammen ergeben dann das Bild
der Zuordnung in der Bielefeldliste. Dass dieses Vorgehen sinnvoll ist, kann
man auch daran sehen, dass die urspriingliche Darstellung aus derjenigen des
Kochers

(D —a=b=c=d

zuriickgewonnen werden kann. Fiir die Inklusionskette M, D M, D M, D M,
mit Dimensionsvektor (my, my, me, mq) = (5,3,2,1) etwa liefert

M. <—>OM,
w
o
Ma/Mb

mit den kanonischen Inklusionen und Projektionen als Abbildungen eine Dar-
stellung fiir die zuerst gewéhlte Orientierung.

Die anderen Zuordnungen ergeben sich analog zu diesem Beispiel, indem
man jeweils fiir alle moglichen Orientierungen die Dimensionen der entspre-
chenden Inklusionsketten berechnet.

Definition 3.2. Eine Ecke eines Kochers heifit Verzweigungspunkt, wenn sie
durch Kanten mit mindestens drei anderen Ecken verbunden ist. Sie heift
Endpunkt, falls sie mit genau einer anderen Ecke verbunden ist. Ein Arm
ist ein Teilkocher der Form A,,, bestehend aus den Ecken und Kanten eines
Weges, welcher in einem Verzweigungspunkt beginnt, in einem Endpunkt
endet und keine weiteren Verzweigungspunkte enthélt. Die Lange des Arms
ist die Lange des Weges. Einen Arm bezeichnen wir als frei, falls seine Pfeile
zu keiner Relation gehoren.

Der einer Inklusionskette entsprechende Teilkdcher ist nach dieser Defi-
nition also stets ein freier Arm.

3.2 Anwendung der Kiirzungsregeln

Zur Konstruktion der Bielefeldliste wenden wir auf jedes Objekt der Rogat-
Tesche-Liste eine Hintereinanderschaltung der Kiirzungsregeln an. Die Hin-
tereinanderschaltung soll dabei in der Weise maximal sein, dass auf das Er-
gebnis keine Zuordnung mehr anwendbar ist. Das Verfahren bricht ab, da
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3 KONSTRUKTION UND EIGENSCHAFTEN DER BIELEFELDLISTE

ein Kocher in dieser Arbeit nur endlich viele Ecken, Kanten und erzeugende
Relationen besitzt und jede Zuordnung keine dieser Mengen vergréfert und
mindestens eine verkleinert. Wir vermuten, dass das Ergebnis unabhéngig
von der Auswahl der konkreten Komposition von Zuordnungen ist, die Biele-
feldliste also durch die Kiirzungsregeln und die Rogat-Tesche-Liste eindeutig
bestimmt ist.

Wir erldutern das Verfahren nun noch abschlieffend an einem Beispiel.

Beispiel 3.3. Wir starten mit dem Koécher mit Relationen

b/
AN \g/
RN

a
I
I
|
C

/N
“—- - -0

h  und Dimensionsvektor 2
|
|
|

(4

der in [RT] die Nummer (5,2,1) 673 hat. Durch Anwendung von F,; und Fy,
erhdlt man

NN

/I>d/l mit /|/\/4‘1/|

\u/) ] \|//I\\|

c | 7 2 N |
\ N1/
f 1

\
d mit

AN
/

o————-

a h
|
|
|
1

fi

Die zweite und dritte Zuordnung zur Normierung freier Arme liefern schlief3-
lich das Dynkindiagramm E; mit den Wurzeln

2 2
\ \
1—2—3—4—3—2 und 1—2—3—4—2—1

Dieser Kocher triagt in der Bielefeldliste die Nummer 40.
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3.3 Eigenschaften der Bielefeldliste

3.3 Eigenschaften der Bielefeldliste

Die Bielefeldliste als Menge der Bilder der Rogat-Tesche-Liste unter den
oben erlauterten Hintereinanderschaltungen von Kiirzungsregeln enthélt 125
Ko6cher mit jeweils einem, zwei, vier oder fiinf Dimensionsvektoren. Die erste
Ziffer der Numerierung gibt den maximalen Eintrag des Dimensionsvektors
an. Wir halten im Folgenden einige Eigenschaften fest.

Bemerkung 3.4.

1.

Die Kocher enthalten maximal neun Ecken, das heifit fiir die Wegeal-
gebren A gilt n(A) <9.

. Die erblichen Koécher in der Bielefeldliste sind Aq, Dy, Eg, E; und Eg.

. Das Ideal der Relationen wird wie bei den reguldren und Ausnahmeal-

gebren durch Standarderzeuger angegeben.

. Die Wahl einer Orientierung eines Pfeils; der zu einer Relation gehort,

bestimmt schon die Orientierung aller Pfeile, die zu einer beliebigen
Relation gehdren. Die Menge dieser Pfeile und ihrer Ursprungs- und
Zielecken nennen wir auch Relationskomplex. Bei den Kochern der Bie-
lefeldliste bildet der Relationskomplex also insbesondere einen zusam-
menhéngenden Teilkocher.

Jeder Kocher besitzt maximal drei freie Arme, von denen hochstens
zwei, im nicht erblichen Fall sogar hochstens einer eine Lénge > 1
hat. In der Rogat-Tesche-Liste gibt es hingegen sowohl Koécher mit vier
freien Armen, z.B. (7,2,1) 1:

1—1—1--—----- 1—1—1
2—3—2
2
1
. Die zyklomatische Zahl cyc(Q) :=| Q1 | — | Qo | +1 eines Kochers

Q@ der Bielefeldliste ist maximal zwei. Dieses Maximum wird lediglich
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3 KONSTRUKTION UND EIGENSCHAFTEN DER BIELEFELDLISTE

zweimal angenommen, bei den K6chern 33.1 und 48.1. Die Anzahl der
Kreise in diesen Kochern ist jeweils drei. Bei allen anderen Kochern
entspricht die zyklomatische Zahl trivialerweise der Anzahl der Kreise.
In der Rogat-Tesche-Liste treten Kocher mit deutlich mehr Kreisen auf.
Die maximale zyklomatische Zahl ist dort vier, die gréfite Zahl von
Kreisen in einem Ko6cher ist 14. Beide Maxima werden zum Beispiel in
(3,2,2) 18 angenommen:

In beiden Listen ist die zyklomatische Zahl zugleich die Anzahl der
Kommutativitatsrelationen in der gegebenen Menge von Standarder-
zeugern. In der Rogat-Tesche-Liste gibt es hochstens zwei Kommuta-
tivitdtsrelationen oder eine Nullrelation, die zwei gegebene Ecken als
Ursprung und Ziel besitzen, wohingegen in der Bielefeldliste hochstens
eine Relation zwischen zwei Ecken auftritt.

7. Auf die Kécher 50.9, 51.9.1, 51.9.2, 52.9, 53.9, 54.9, 55.9 und 56.9 kann
noch die erste Zuordnung zur Normierung freier Arme angewandt wer-
den. Diese Kocher sind also eigentlich aus der Liste zu entfernen, da
die Hintereinanderschaltung von Kiirzungsregeln bei ihrer Konstrukti-
on nicht maximal ist. Wendet man die Zuordnung an, so wird 50.9 zu
50.7,51.9.1 zu 51.7.1, 51.9.2 zu 51.7.2, 52.9 zu 52.7, etc., das eigentliche
Ergebnis des Kiirzungsverfahrens ist also schon in der Bielefeldliste ent-
halten. Wir verzichten auf das Entfernen dieser Kocher, da sich dann
diejenigen Kocher, deren maximaler Eintrag eines zugehorigen Dimen-
sionsvektors fiinf ist, wie folgt strukturieren lassen:

(a) Wir haben zunéchst die Kocher 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58
mit jeweils vier Dimensionsvektoren, die sich jedoch nur auf dem
stets vorhandenen freien Arm der Lénge drei unterscheiden:

(R)—5—4—3—2,
(R)—5—4—3—1,
(R)—5—4—2—1,
(R)—5—3—2—1.
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3.3 Eigenschaften der Bielefeldliste

(b)

Die Ko6cher 50.1, 51.1.1, 51.1.2, 52.1, 53.1, 54.1, 55.1, 56.1 erhal-
ten wir, indem wir den freien Arm um eine Kante verldngern,
seine neue Endecke durch eine Nullrelation mit einer Ecke des
Restkochers verbinden, deren Dimensionsvektoreintrag eins ist,
und folgenden Dimensionsvektor wéhlen:

1-- - = - _

‘ - ~
(R)—5—4—3—2—1.

Bei 57 und 58 enthalten die Restkdcher keine FEcke der Dimension
eins, daher entfillt dort diese Konstruktion, bei 51 gibt es zwei
Ecken der Dimension eins, daher unterscheiden wir 51.1.1 und
51.1.2.

Aus den in (b) konstruierten Kochern ergeben sich die restlichen
Kocher mit einer Fiinf als maximalem Eintrag des Dimensions-
vektors, indem wir den Arm der Lange vier durch alle diejeni-
gen Teilkdcher ersetzen, die sich durch Zuordnungen geméfl dem
Prinzip der Normierung freier Arme zu ebendiesem Arm kiirzen
lassen. Die in (b) hinzugefiigte Nullrelation bleibt dabei jeweils
erhalten. Insbesondere trifft dies nun auf die eigentlich zu entfer-
nenden Kdécher zu.
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4 KREISMINIMALE KOEFFIZIENTENKOCHER

4 Kreisminimale Koeffizientenkocher

In diesem Abschnitt geben wir als wesentliches Ergebnis der Arbeit eine An-
leitung zur Konstruktion von unzerlegbaren Darstellungen iiber den Kochern
der Bielefeldliste, die einerseits die gegebenen Dimensionsvektoren haben und
andererseits bei kanonischer Basiswahl Koeffizientenkocher mit minimaler
Anzahl von Kreisen besitzen.

Fiir einen Kocher und eine Zerlegung seiner Eckenmenge mit gewissen
Eigenschaften definieren wir nun eine Darstellung, die diesen K6cher als Ko-
effizientenkocher besitzt.

Definition 4.1. Gegeben sei ein Kocher I' = (T'y, T'y) sowie eine Zerlegung
'y =A1UAyU...UA, von I'y in paarweise disjunkte Mengen, sodass es
keinen Pfeil gibt, der in derselben Zerlegungsmenge beginnt und endet, es
gelte also i # j, falls es ein v € I'y mit s(y) € A; und t(y) € A; gibt.

Die kanonische Darstellung mit Koeffizientenkocher I' bezeichnen wir mit
Mr. Sie wird folgendermaflen konstruiert: Wir setzen Qo := {1,...,n} und
fligen ) einen Pfeil o von ¢ nach j hinzu, falls es in I'; mindestens einen
Pfeil v mit s(y) € A; und t(y) € A; gibt. Weiter definieren wir M; := K
und setzen %; := A;. Die linearen Abbildungen legen wir fiir x € %; und
y € #; durch

1, falls es einen Pfeil v : x — y gibt

M, »(z,y) == {

0, sonst

fest. Damit gilt offenbar T' = T'(Mr, £).

Lemma 4.2. Gilt End(M) = K fiir eine Darstellung M, so ist M unzerleg-
bar.

Beweis. Sei End(M) = K. Angenommen es gébe eine nichttriviale Zer-
legung M = L & N, dann koénnen wir Endomorphismen f := Id; und
g = Oy definieren. Es ist [f,¢] € End(L & N) = End(M) und offenbar
gilt [f,g] # X - 1dy fiir alle A € K, ein Widerspruch zu End(M) = K.

Satz 4.3. Sei ((Q,I),m) ein Paar aus Kocher mit Relationen und Dimen-
stonsvektor aus der Bielefeldliste. Seien weiterhin o1,...,0.,01,...,0 die
gegebenen Standarderzeuger von I. Zu mindestens einer Orientierung von @)

gibt es eine unzerlegbare Darstellung M mit dimM = m und eine Basis A,
sodass fir den Koeffizientenkicher T'(M, %)

co(T(M, AB)) =0 und c1(T'(M, B)) = Zmin{mj | j € Qo N Qo}

qilt.
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Hier sind ¢y und ¢; die in Definition 2.10 eingefiihrten Kreisanzahlen.

Beweis. Fiir ein Element der Bielefeldliste betrachten wir den zugehorigen
Kocher T' aus der Liste 5.2 der Koeffizientenkocher im Anhang. Dieser erfiillt
jeweils die beiden Gleichungen des Satzes. Es bleibt zu zeigen, dass die ka-
nonische Darstellung mit Koeffizientenkécher I' unzerlegbar und eine Dar-
stellung des Kochers mit Relationen ist. Zum Nachweis der Unzerlegbarkeit
berechnet man die Endomorphismenalgebra End(M) und wendet Lemma 4.2
an. Dass die Darstellung die Relationen erfiillt, sieht man, indem man die
Auswertungen der beteiligten Pfade berechnet. Fiir das folgende Beispiel ge-
ben wir zur Verdeutlichung des Vorgehens einen ausfiihrlichen Beweis an. [J

Beispiel 4.4. Fiir den Koécher 45 aus der Bielefeldliste benennen wir die
Ecken und Kanten und wéhlen eine Orientierung wie folgt:

5

60T Oc
wtey” N,
N
d—=f

Der zugehoérige Dimensionsvektor aus unserer Liste ist

g—:a
3/'

|
Ny

2— 4—2 also (mg,...,mpy) =(2,3,2,2,3,3,4,2).

Als einzigen Erzeuger des Ideals I haben wir p := v —en{d. Die Summe aus
Satz 4.3 besteht daher nur aus einem Summanden und hat den Wert zwei.
Dies ist zugleich die Anzahl der von p induzierten Kreise in dem Koeffizien-
tenkochers I' mit der Nummer 45 aus der Liste 5.2.

Man beachte, dass dieser Kécher keine nicht induzierten Kreise besitzt, also
auch die zweite Gleichung aus Satz 4.3 erfiillt ist. Wir miissen noch zeigen,
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4 KREISMINIMALE KOEFFIZIENTENKOCHER

dass die kanonische Darstellung mit Koeffizientenkocher I' unzerlegbar iiber
dem Kocher (Q, 1) ist, also einem unzerlegbaren Modul tiber der Algebra
KQ/ < p > entspricht. Hierbei verbinden die senkrechten Striche jeweils die
Punkte einer Zerlegungsmenge A;. Die linearen Abbildungen der Darstellung
sind also durch

10 Lo o 10
My=101 ,Mﬂ:M(;:(OlO),MV:ME 01 |,
0 1 00
1000 010 L
Mc={ 0100 |, M, 001 M= o

0010 000 0 1

gegeben. Die Gleichung

10

M5M7:<0 1

) = MsM:M, M,

zeigt, dass M eine Darstellung des Koéchers mit Relationen ist, da die Auswer-
tungen der beiden Pfade der erzeugenden Kommutativitétsrelation dieselbe
lineare Abbildung ergeben. (Fiir eine Nullrelation wire zu zeigen, dass die
Auswertung des zugehorigen Pfades die Nullabbildung ist.)

Wir zeigen nun, dass die Darstellung M unzerlegbar ist. Sei dazu .#
ein Endomorphismus von M, etwa % = (A, B,...,H), mit A = (a;) €
End(M,),...,H = (hi;) € End(M},). In dem folgenden Diagramm sind also
alle Vierecke kommutativ.

Dies liefert fiir jeden Pfeil des Kochers eine Matrixgleichung. Alle derartigen
Matrixgleichungen bilden, da die Darstellungsmatrizen der Abbildungen in
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M bekannt sind, ein lineares Gleichungssystem in den Zz‘er m? = 59 un-
bekannten Eintrdgen der Matrizen A, B, ..., H. Die Anzahl der Gleichungen
ist Zate Ms(a)Mi(a) = 62. Wir nehmen nun a;; = A fiir ein A € K an und
werden zeigen, dass dadurch alle anderen Eintridge eindeutig bestimmt sind,
das Gleichungssystem also einen eindimensionalen Losungsraum besitzt. Wir
werten dazu die Matrixgleichungen zu den einzelnen Pfeilen nacheinander

aus.

a: Die Matrixgleichung zum Pfeil o lautet

bii bz + big A arp
BMQ = MaA = bgl b22 + b23 = as1  A99 . (1)
b31 b3y + bss Qo1 A2

Die erste Gleichung, b;; = A, verwenden wir, um fiir die Matrix B als
Zwischenergebnis

A bip big
B = ba by by
bsi bs2 bss

festzuhalten. Die restlichen Gleichungen werden spéter ausgenutzt.

G: Fiir den Pfeil § bekommt man

Ci11 Ci12 0 A b12 b13
CMg = MgB & = (2
o 7 ( Co1 C22 0 ) ( ba1 baa o3 ) 2)

Hier lassen sich die Gleichungen, die 0 oder A involvieren, sofort aus-
werten, was zu

A b O
B by b 0 ,O=<CA ?2)
b31 b32 b33 21 22

fithrt, die drei anderen Gleichungen bleiben zunéchst unberiicksichtigt.

v: Der dritte Pfeil liefert

A b12 dll d12
BMW = MfyD 4 bay  boo = do1  dao . (3)
b31  b3o 0 0
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4 KREISMINIMALE KOEFFIZIENTENKOCHER

Zusétzlich zu den offensichtlich direkt verwendbaren Gleichungen oben
links und in der dritten Zeile der Matrizen lassen sich hiermit erstma-
lig bereits vorher bekannte Gleichungen auswerten. Wir erhalten die

Gleichungskette 0 = b3 @ a9 @ by @ 21, woraus mit (3) wiederum
doy = 0 folgt, also insgesamt

A by O
A:(é Z”),B: 0 by O ,0:(8 212),
22 0 0 by 22
(A die
o ( ) ) |
0: Fiir den Pfeil ¢ ergibt sich die Matrixgleichung

CM5:M5E N </\ C12 0):(611 €12 613) (4)

0 c2 O €21 €22 €23

und nach Auswertung der ersten und dritten Spalten

A €12 0
E = 0 €929 0
€31 €32 €33

e: Auch bei der Matrixgleichung zu dem Pfeil ¢,

fu fio A dig
FM. =MD < for  Jfa = 0 dy ) (5)
a1 fa 0 0

verwenden wir zunédchst nur die Gleichungen mit 0 oder A, was

A Sz fis
F= 0 fa fo
0 0 fss

ergibt.
(: Gleiches gilt fiir

EMC = MCG
A e 0 O g11 g12 G913 Q14 (6)
& 0 enw 0 0 = 921 922 923 G24
€31 ez esz 0 g31 932 933 g34
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und

A g2 0 O

0 g 0 0
931 932 933 O
941 Ga2 G943 Qa4

n: Die Matrixgleichung zu dem Pfeil n ist durch

A g2 O A iz fis
0 g O 0 fao fo3
GM, =M,F < = 7
K ! g31 932 933 0 0 fs3 ( )
gu1 942 Ga3 0 0 0

gegeben. Wir lesen 0 = g31 = g32 = ga1 = ga2 = gu3 = f13 = fo3 ab. Mit
(6) folgt daraus 0 = e3; = ego, sodass wir insgesamt

A €12 0 A f12 0
E = 0 €929 0 ,F: 0 fgg 0 y
0 0 ess 0 0 fs
A g O 0
1 0 g2 O O
“=10 0 g5 0
0 0 0 gu

erhalten. Man beachte, dass nicht nur die ersten beiden Gleichungen
der ersten Spalte, sondern auch die Gleichungen g2 = f12 und goo = foo
aus der zweiten Spalte keine neuen Informationen beinhalten, da wir
bereits

(912)@(&2)@(012>(:)(512)(i)(d12>@(f12> 8)
922 €22 C22 baz da2 Jo2

haben. Diese 4 = 2 - 2 = m, - myg Gleichungen, die man ohne Ande-
rung des Losungsraums entfernen konnte, gehtren gewissermafien zu
der Matrixgleichung MgM, = MsM:M, M., also zu der Kommutati-
vitatsrelation p. Dies sieht man - bei Betrachtung vieler Beispiele -
auch daran, dass ihre Anzahl stets durch my,) - my(,) gegeben ist und

sie genau dann auftreten, wenn man die Matrixgleichung zu dem letzten
Pfeil des mit der Relation korrespondierenden Kreises auswertet.
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0: Der letzte Pfeil liefert nun die Matrixgleichung

A+ g2 Gi2 hiy hio
g22 922 hiy + hor hig + hag
GMy = MyH <& — 7
’ ’ 933 O h11 h12
0 944 ha1 hago

der wir zuerst 0 = hg; = his = g12 entnehmen. Damit ldsst sich nun
A = hi1 = g33 = goo = hos = gu4 schlieflen, womit wir alle Gleichungen
zu 0 verwendet haben. Aus (6) und (7) kénnen wir, da gs3 jetzt bekannt
ist, e33 = A und f33 = A folgern. Desweiteren sind alle Eintrége in (8)
bestimmt, insbesondere gilt b1 = 0 und by = A\, was zusammen mit
(1) schlielich 0 = ajo und A = age = bsz ergibt.

Damit sind alle linearen Abbildungen von .# mit dem Ergebnis

v 0 A0 0
A:C:D:H:(O/\>,B:E:F: 0 X0 |,
00 A
A0 00
0 A0 O
=100 20
000 A

bestimmt. Wir haben also .# = A - Idy; und damit End(M) = K. Nach
Lemma 4.2 ist M unzerlegbar.

Man beachte, dass die Gleichung 59 — (62 — 4) = 1, welche die Dimen-
sion des Losungsraums als Differenz der Zahl der Unbestimmten und der
verwendeten Gleichungen angibt, gerade der Tatsache entspricht, dass der
Dimensionsvektor dim(M) eine Wurzel der quadratischen Form des Kochers
mit Relationen ist.

Korollar 4.5. Mit Hilfe der Liste der Koeffizientenkocher 5.2 ldsst sich fiir
jedes Element der Bielefeldliste fiir die duale Orientierung, welche durch In-
vertieren aller Pfeile entsteht, eine unzerlegbare Darstellung mit einem Ko-
effizientenkdcher derselben Anzahl von Kreisen konstruieren.

Beweis. Ist ein Kocher (@, ) mit einer unzerlegbaren Darstellung M gege-
ben, so erhalten wir fiir den Kocher (@', "), der durch Umdrehen aller Pfeile
in (; und entsprechendes Invertieren der erzeugenden Relationen entsteht,
eine unzerlegbare Darstellung M’, indem wir die Darstellungsmatrizen der
linearen Abbildungen M,,« € ()1 durch ihre Transponierten ersetzen. Dem
entspricht im Koeffizientenkdcher ebenfalls ein Invertieren aller Pfeile, sodass
die Anzahl der Kreise unverdandert bleibt. O]
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Bemerkung 4.6. Satz 4.3 besagt insbesondere, dass wir fiir Koécher der
Bielefeldliste ohne Kommutativitétsrelationen fiir die gewéhlte Orientierung
stets Koeffizientenkdcher finden konnen, die Badume sind. Allgemeiner gilt
dies bereits nach [R2] fiir alle exzeptionellen Darstellungen M eines Kochers
ohne Relationen, das heit, falls Ext (M, M) = 0 fir M gilt.

Bemerkung 4.7. Abgesehen von dem Koeffizientenktcher zu 33.1 erfiillen
alle Kocher I' aus Liste 5.2 zusétzlich die Gleichung co(I") = 0, besitzen also
nur von erzeugenden Kommutativitiatsrelationen induzierte Kreise. Insbeson-
dere sind dann die Pfeilmengen zweier Kreise disjunkt. Falls es keine nicht
induzierten Kreise gibt, ist dies dquivalent zu der Gleichung.

Fiir die Kécher der Rogat-Tesche-Liste kann man Koeffizientenkocher die-
ser Art im Allgemeinen nicht erwarten. Wir betrachten beispielsweise Kocher
(2,2,1) 12 :

Hier hat der eindeutig bestimmte Koeffizientenkocher I" der unzerlegbaren
Darstellung mit diesem Dimensionsvektor dieselbe Gestalt wie der Kocher.
Er erfiillt die beiden Gleichungen aus Satz 4.3, aber es gilt wegen der Existenz
des Kreises aus sechs Kanten offenbar ¢o(I') = 1. Viele Kocher der Ausnah-
mealgebren enthalten diesen oder &hnliche Kocher als Teilkocher.

Wir zeigen abschlieSend, dass der Kocher 33.1 in der Tat eine besonde-
re Rolle in der Bielefeldliste spielt, da bei beliebiger Orientierung kein zum
Dimensionsvektor gehoriger Koeffizientenkocher I' mit ¢o(I')) = 0 = ()
existieren kann. Dazu benennen wir zunéchst die fiir unsere Betrachtung
relevanten Fcken und Pfeile, wéhlen eine Orientierung fiir den Relations-
komplex des Kochers und geben den Dimensionvektor aus der Bielefeldliste
an.

o—o—e—>f _o 1—2—3—2 _1
4 |
¢=zd 2—
ozT// A ‘// |
a?b 1 2

Sei M eine unzerlegbare Darstellung mit diesem Dimensionsvektor und durch
B = {i1,...,im,},i € Qo eine Basis von M gegeben. Nach Lemma 2.3 ist

33



4 KREISMINIMALE KOEFFIZIENTENKOCHER

M, ein Monomorphismus, daher gilt M, (a;) = Aj¢; + Aaco # 0 fiir gewisse
A1, Ay € K. Seio.B.d.A. \; # 0, dann gibt es im Koeffizientenkocher I'( M, 2)
einen Pfeil («, a, ¢1). Die Kommutativitatsrelation en—~( liefert geméfl Lem-
ma 2.5 die Existenz zweier durch sie induzierter Kreise. Im Beweis dieses Lem-
mas wurde gezeigt, dass jeder Basisvektor des Startraumes, der nicht im Kern
der Auswertung der Pfade der Relation liegt, Ecke eines induzierten Kreises
ist. Da M, M, nach Lemma 2.3 ein Isomorphismus ist, gilt dies hier fiir beide
Basisvektoren ¢; und cy. Nach geeigneter Umnumerierung der Basisvektoren
gibt es also einen Kreis (g, ¢1, €1)(n, e1, f1)(¢, d1, f1) 7 (7, c1,dy) ™" im Koeffizi-
entenkocher und damit insbesondere den Pfad (a, aq, ¢1)(7, 1, dy). Existiert
zusitzlich der Pfad (o, a1, ¢2)(7, ¢2, dq), so gibt es den nicht induzierten Kreis
(e, ay,e1)(y,c1,dr)(y, e2,dr) e, eo,a1) 7Y, und es folgt ¢o(T") > 1. Existiert
dieser Pfad hingegen nicht, so besitzt d; in der Darstellung von M., M, (a;) als
Linearkombination der Vektoren aus %, einen nichttrivialen Koeffizienten.
Die Kommutativitétsrelation ay — 36 impliziert M,M,(a1) = MsMpg(a,),
und mit Lemma 2.2 folgt die Existenz eines Pfades (53, a1,b)(6,b,d;) fiir ein
b € B,. Wir nehmen wieder 0.B.d.A. b = b; an und erhalten

(777617f1)
o —— >0

(e,c1,e1) (¢, d1,f1)

(7,¢1,d1)
o ——>0

(a,a1,01) (67617(11)

(B,a1,b1)
o —>0

als Teilkocher des Koeffizientenkochers I'. Es gibt also den von aen¢~15~1371
induzierten Kreis

(a,a1,c1)(e,cr,en)(m,er, f1)(Cda, f1) 71 (8, br,di) (B, an, by)

Da aen 1671571 zu keiner erzeugenden Relation gehort, folgt co(T") > 1.

Man beachte, dass diese Uberlegungen wegen Korollar 4.5 hinreichend
sind, um fiir alle Orientierungen die Existenz eines Koeffizientenkochers I"
mit co(I') = 0 = c2(I") auszuschlieBen, da fiir die Argumentation lediglich die
Orientierung des Relationskomplexes bedeutsam ist.
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5 Anhang

5.1 Die Bielefeldliste

Zur Konstruktion der Bielefeldliste siehe Abschnitt 3.
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1
2—1
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20.1
1----1
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N
1 1
21
1 1----1
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SN N
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30
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32
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5.2 Koeffizientenkdcher zur Bielefeldliste

Die folgende Liste enthélt fiir jeden Kocher mit Relationen und Dimensions-
vektor der Bielefeldliste einen Koeffizientenkdcher. Die Punkte stehen hierbei
fiir die Basisvektoren der Vektorraume, Basisvektoren desselben Vektorraums
sind durch senkrechte Striche miteinander verbunden. Die Pfeile bestimmen
die linearen Abbildungen der Darstellung. Zur genauen Konstruktion dieser
Darstellung sieche Abschnitt 4.
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