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1 Introduction

� ��� A J;�_�B�4��6 6 ���#�,���&9(� 	��2���� 
�4�����	i���	��B�"/ [ ��
$&$����&6 �4	;������	 n ��	
� P � -����K=�'������9��
A fg6 ������$�� ��/Y#�"	�e d Dl`5	�� �4��	��(��e!�� ��j/C�($&$��,+B��	����(�
�'��������	ON ���A�L� P ����6 �&�h�7/C��'�
/ �(������ ��/l���	�e���	���� I2�'���!-���,9��L� ��$���	�� ���&6 � �"������ 
�"� �� 
� ��	
��+W�4 ���7�"$�+W�R1��
-m�(���&����9��B+B ��'	 d > n D I2�j�&	7/ �(��� �� 
� �
����_��	(���4��'������	��j�4�(��� �<� +B ��4	 P ���_-����K=�'������9��
��/m#�"	
ej���A�
�"$2���k�� ��l���&6 �4	;������	7�"/ A D_I2��-�-m�(���B	��,+:�� 
�,� X �<�_�"	7�&	A���4��#�"$���6 �A���� 
���# ��'67�j�,9(�4B�0�
�4$<� k �"/ �# 
�"#�������4��<�=�����5	��"� 2 D n �����L�"$O+B�&�� �� �� �"Jm�,9����A���'��������	 S� ����(���"	
� G ����4$h��	A��������
���L�3�� 
���(����4	A���L� )% ��,+ �������-;� C̃Hj

(X) ��/ X � ���'�	 � G�
� �"	;� �����������<�,���'�������'���# 9(�'������hJ���	
��$�� E �"/ ���	�e n ��	��_��$��4k��$<����� c̃n(E)

��	 C̃Hn
(X) D G ����4$ -
��,9��L� ��'���'	A��$�1 �� 
�"� �?/ X = I2-m�'� (A) +%�  
�R9(� c̃n(P ) = 0

�&/W��	
� �(	�$&1 �&/ P ' Q ⊕ A �(�&9(�4	 n = 2 �� n ≥ 4 � ���4� 	 G � 
 �( 	 X � 
 /C��5�� ����4�(���
n = 2

� D�� �Y�<� �� ��'��4/C���� ��67-m�������	A� ���i-���,92����� 67�(�� ���2��$<� S ���
�# 0���Y�l��&	��i�=����;�����
�� S
���!���(67-
�����i�� 
�j����&�'	(���'� )% ��,+ �(��(��-
� �"	;�!�� ����_��$��4h�4$��(�����'�'Dn �h���4�
	�� C̃Hp

(X) �4��	
���<���4 �� ��_�
J
��%-�������;��� ��/��� ��W����6 -�$����k��	 G �&$�	��( [ fg�� ��'���1

0 // KM
p (k(X)) //

⊕

x1∈X(1)

KM
p−1(k(x1)) // . . . //

⊕

xn∈X(n)

KM
p−n(k(xn)) // 0

��	
���� �� d �'������'	�fg�M�&���h�4��6 -�$�������'������<�����L�!��� �� ��k/C�
	
���"6 �'	(�#�"$ �<���'��$��

0 // Ip(k(X)) //
⊕

x1∈X(1)

Ip−1(OX,x1) // . . . //
⊕

xn∈X(n)

Ip−n(OX,xn) // 0

�,9(�4W�� 
���(�
�"�����4	A�l���(6 -�$&���

0 // Ip/Ip+1(k(X)) // . . . //
⊕

xn∈X(n)

Ip−n/Ip+1−n(OX,xn) // 0.

n  
�5�(��(��- C̃Hp
(X) �<�W�����
	��L���(�_�� �� p f �� ��4�� ��(67�($&�(��17�������-��"/ �� 
�5�;J���i-�����2f

�;���'D��B�(���� 
$&17��-m�'��eA��	�� S �"	��'$&�'67�'	A�_�"/ C̃Hp
(X) �<� �� ��h��$<����� �"/ �j����6 ��/ 9R����������&�L�

��/%��������6 �4	
������	 p +B�?�� ����A�
����#�,����� /C���6 �����;	��'�T��	T�L���# �9,��������=1(Di���7�,9A�����;��$�1
 ;�R9��k� 6 ��- C̃Hp

(X)→ CHp(X) D� ����	��T�� ���/C��	
��������<�"$��?�=1��"/B�� ����=+W�T�4��6 -�$������'�0+%�����'�!�� ;�,�7�� �������&�'	(���'� )% 
�,+
�(��(��-
� ���,������/C1����2����/C��	
�����������$ -����-m�4������'��� ���4� 	 X � 
�� D X �( ������6 -�$&� S +%�! ;�R9��!�
-
��$&$&f J
���#ej6 ���-� ��<��6 f∗ : C̃H

j
(X)→ C̃H

j
(Y ) �����������<�,���'�k���k�'���# ��;�,� 6 ���-� ��<��6

f : Y → X ��	
�.�*-
�
�� �f /C�(�+ �"#� 67�(�-
 �����6 g∗ : C̃H
j
(Y, L) → C̃H

j+r
(X)

�(���������<�,���'�������L���# �-����-m�4l6 ���-� ��<��6 g : Y → X
S +B ��4�� r = ����6 (X)− ����6 (Y )

��	
� L �<� � �����&����J�$&�h$&��	��hJ
��	
��$��h�,9(�4 Y D ]_��,92�����'�0�� ��<� /C��	
�����������$
Jm�4 
�R92������ S �&�%�<�
-m�(�����&J�$��5��� -���2���
���k�"	�����&�'	(���'���&	A���'����'��������	��� ��'���1�D n  ��<�%�<� +B 
�"�W+W�i���7��	��� ��<�
-;�"-m�4i�
����	����� ��7�
���;�"$ �=����"���4�(1�� ���'� /C��i������67-
$&� 	 X � 
 �( 	 �B� 
� D X �&#���5+W�0���4�
	��
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���

C̃H
j
(X)× C̃H i

(Y )→ C̃H
i+j

(X × Y )

��	
���� ��4	 � d 1�����	�f $&��e��5 ���6 ��6 �(�-� 
����6 i! : C̃H
d
(X)→ C̃H

d
(Y ) �������2�4���"���L� ��� �

�4$&�A���L� �46 Jm�'�
���&	
� i : Y → X �"/ ��67�2���� ����# ��46 �'�'D n  �� -�������
���l�<�B�� ��4	������
	
�'�
�(�W�� �� �4��6 -m�(���?���&�(	

C̃H
j
(X)× C̃H i

(X) // C̃H
i+j

(X ×X)
4!

// C̃H
i+j

(X)

+B 
�4�� 4 : X → X × X ���7�� �� ���<�"���(	
�"$W�460J;�L������	��
D n � ���4�
	�� �� ������A���4��&�(
-
������
��� S +W���
���� 	��"������ 
�,���B�(�����"$���L����1 �����;	��'� �"	 ���2���4�����7-�������;��� ��	:�� ��
 
��6 ��$����(1 �"/k�� ����4��6 -�$����3�&	 G �&$�	��� [ f �� ��4�(�1 � 	 �B� 
� D n  A�;�!�&���<�!�4	
�����( 3���
�����
	��7�"	 ���A���4��&�(l-�������
���5��	��� 
�  ��(67�($&�(��1!��/ �� �� d �4#�=���4	�f �M�&���5�4��6 -�$���� �"	
�
�� ��,+8�� 
�"�5Jm�"�� ���2���'�����l-
������
�����l�4����	
���<��� �,9(�4 �� �� �A���������4	A�5���(6 -�$&��� DW��� �
���
�� ��7�
���;�"$ -
������
���5�(	T���4���9��'���M�&���k������
-
��� 	 d � 
�� �"	
�T�� ��,+\�� 
�,�i�� ��<�5-�������;���
-;�������L�W���  ���6 �($&�(��1��
���&	
�0�� �� � �'�&J
	��?���j��
$&�k-���,9��L�!J21 � �"$�6 �4�� ���4� 	 � � Z�
� Dn  
�������
	��&������	 �"/5�� �� d 1����&	�fg$��&e(��6���- �<� ����	���J21:/C�($&$��,+B�&	
�T�� ��������L���7�"/��B�(���
� 	 �l� 
� D � �5�
���'�h�� ��7����/C�(�6��"������	������� ��7	��(�6��"$Y���(	��j����6 �2���?�
1 ��	A1 �4$&�A���L���467f
Jm�'�
���&	
� ���:��	����4�4!�4$&�A���L� �'6 Jm�'������	��:�"	;� �;���L���"$<������ �� $���	
�����������������A���4	;���
�(���������<�,���'� ��� �i�����-�$�� (Z,X,U) +B ��4�� Z �<� �j�4$&�A���L� ����J;���4�_�"/ X �"	
� U = X \Z Dn  
��-�������
������ ;�,��+%����J��#�"��	. 
������ 
��6 �'��	���	�� ��/ �&	A���'����'������	�� 9,����������&�L�!+B�&�� 
�A�
�(��#�,���<�W/C���6��_���4�
	��'� �(	 �� ��'6�D � �%���_�� ��'��4/C����B	��"� � �����-�������W�� 
�"� �� 
�l	
�,����#�"$
6���- C̃Htot

(X) → CHtot(X) �����	
�0�����0���TJm���T���	��� 
��6 ��6 ���-� ��<��6 D n  ��4��
�<�5 ��,+%�'9��'l�!���
�-���<���(N �� �� -�������
���5�� 
�"�5+W� ��J����"��	 �<�h	��'�?�� ��4i���(6760�����"����9�� 	
��
��	A���<����6 60�����"����9���D n  ��<�j���(67�L�i/C��(6 �� 
� / �����k�� 
�,�j�� �� -�������;��� �"/%�������	����
$��"���'�d ��"�� ��4	;���&�L�#eAfg�M�&���i�������-
� GW i × GW j → GW i+j ���2�'�5	����i���,���<��/C1���	21��4��67f
60�����"����92�?�=1�-���(-;�'��=1(Dn  
�j����(�"	
���L�,������	��"/Y�� ��<�B-
��-;�'l���B�(� /C��$�$��,+l�4N � 	 ���L�����&�(	 E�S +%�k��'�'�"$�$O���(67�kJ
�(���<�
��'����$&������	M����<�"	��(��$<�,���L�3�M�?��� �(��(��-
�'D n  ��<����	
��$��
���L�!�� ����4��	
������
��������	M�"/k�� ��d �'������'	�f �M�?��� �4��6 -�$���� S �"	;� ����6 ����'����$&���0��	 -
������
�����7�"	
� ���(	
����	����
�&	��&�=1�D � 	
���'��������	 Z�S +W�B���(	
�=����;��� �� �� �(����4	A���L� )% 
�,+ ������
-
� S ��'�'�"$�$����(67� ��'����$&��� �"	
�7-���,9��
����6 � J;�������i/ �(�����'D n  �� �����
	��&������	T�"/ �� ��0���2���'�����h-�������;���l�#�"e��L�B-�$<���4� �&	����'��������	P �"	;���� ��������
	
�?���&�(	���/ �� 
�7�(����4	A���'� d 1����&	�6��"-��&	 ���L�����&�(	 Q D�� 	��� ��<�k-
�"�� S +W�
��$���� -���,9��l�� ��k/C��	
�����(��<�"$��?�=1��"/Y�� ��<�B6��"-OD X ��	
�"$�$&1�+%�k-����h�"$�$ �� ��j-
�&�L���'�W�����(���� 
�4
��	 ���L�����&�(	�� �"	;��-
��,9(�i����6 �iJ
�������i��'����$&��� ��	����'��������	 U D

1.1 Conventions

� $&$ ���# ��46 �'� �"�����6 �2�"�� *�"	
� ��	A���'��#�"$_�,9(�4 � �
�'$�� k �"/h�# 
����(�����'��<�=����� ���&>@�4��4	A�
/C���6 2

S �(%����5$&���4��$&���'�"������	
� �"/ ���
�# ����# ��46 �L�4D X �(W��	A17�=+W� ���# ��46 �'� X �"	;� Y +W�
+B��$�$ �"$�+W�R1�� ���'	��"���iJ21 X × Y �� ��k�
J���j-�������
��� X × 	�
��� (k) Y D
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2 Preliminaries

2.1 Witt groups

��� ��'�'�"$�$  ��'��7���(6 � J
�����<�k/ �������5��	 �M�&���k�������-
�h�"/ ����<�"	��(��$<�,���L���4�,���4�(����&�L� /C��$&f
$��,+B��	�� �� ��j����-m�(���?���&�(	���/ 	 � � Z�
 D ��� ����-�-m�(���h�� 
�,�B/C�(B�"	21�����<�"	��(��$��"���L���4�"���'�����1
C �"	
� ��	21���J�K=�'���#� A,B �"/ C �� 
� �������-��h��6 (A,B) �<�l��	
� �A���'$&1 2 f ���&92�<����J�$���D ���
��$��������
-�-;�A���i�� 
�,�h��$&$@����<�"	��(��$<�,���L���'�,���'���(����'� �"��i�'�����'	(������$&$�1���6��"$�$ D
Definition

E D � . � �4� C J;� ������<�"	
����$<�,���'� �4�"���'�����1�D � ���;�"$��?�=1 �(	 C ���i�������-�$��
(D, δ,$) +B ��4�� δ = ±1

S
D : C → C �<��� δ fg�����(�������(	(����R9,����<�"	A� /C��	;�����(!�"	
�

$ : 1 ' D2 ���7�"	:�<����6 ���-� ��<��6 �"/B/C��	;�����(��0���"���<�=/C12��	�� D($A) ◦ $DA = idDA��	
� T ($A) = $TA /C�� ��$&$ A ∈ C D � ����<�"	
����$<�,���'� �4�"���4�(���1 C +B�&�� *� ���;�"$��?�=1
(D, δ,$) �<� +B��&�����4	 (C, D, δ,$) D
�������
	��� E D E�� � ��� X J;�i� ��4���
$���_���# ��'6 �h�"	
� P(X) �� ��5�'�,���'���(�10�"/ $&���'�"$�$&10/C��'�
�4�� ��'��'	A� OX f 6 ������$��'�'D � ��� Db(P(X)) J;�B�� ��B����<�"	��(��$<�,���L� �4�,���4�(���1 �"/ Jm����	
���'�
�4��6 -�$������'�5�"/%��J�K=�L�����5�"/ P(X) D n  ��'	��� 
�0�
���
��$Y���;�"$��?�=1 ∨ �(	 P(X) �����;	��'�TJA1
P∨ = �h��6 OX (P,OX ) ��	
���
�4�'� � 1 fg�����(���%���
�"$��?�=1 �(	 Db(P(X)) D ���i��$���� ���'	��"���
�� ��<�B���4��&9(�'�����
�"$��&�=1�JA1 ∨ D G �(��'�,9��' S �� ��j�4��	���	
���'�"$@������6 �(�-� 
����6 ev : P → P∨∨

/C�(!�"	21*$����4�"$�$�1 /C��'� 6 ������$�� P ��	
���;���'�����'�"	��(	��<�4�"$ �<���(6 ���-� ��<��6 $ : 1 →∨∨
��	 Db(P(X)) D G �(��0���4	
�4#�"$�$&1 S �&/ L �<�k�"	21��&	29(�4�����J�$&�06 �2����$&� �,9(�4 X S �� ��4	T�� ��
���
�"$��?�=1��l��6 OX ( � , L) �(	 P(X) ��$���� �&	;���
���L�B� ���
�"$��&�=1���	 Db(P(X)) D
Definition

E D Z . � ��� (C, D, δ,$) J;� �7����<�"	
����$<�,���'���4�"���4�(���1�+B�?�� ����
��$&�&�=1�D X ��
��	21 i ∈ Z S �����
	
� (D(i), δ(i), $(i)) J21 D(i) = T i ◦D S δ(i) = (−1)iδ �"	;� $(i) =
δi(−1)i(i+1)/2$ D � �i�<�h�L����1������# ��L�#e��� 
�,� (D(i), δ(i), $(i)) ���i�����
�"$��?�=1��(	 C D � �
�<�l�'�"$�$&�L�!�� �� ith f �� ��&/ ���L�����
�"$��&�=1��"/ (D, δ,$) D
Definition

E D P . � ��� (C, D, δ,$) Jm�W�B�������	�����$<�,���'�j�'�,���'���(�15+B�?�� 0���
��$&�&�=1 S A ∈ C
��	
� i ∈ Z D � 6 ���-� ��<��6 ϕ : A→ D(i)A �<� i f ��126 6 ������<�l�&/O�� 
�h/C�($&$��,+B�&	
�0���<�"�(���6
�4��6 6 �����'�'N

A
ϕ //

$
(i)
A

²²

D(i)A

(D(i))2(A)
D(i)ϕ

// D(i)A.

n  
� �����
-�$&� (A,ϕ) �<�B�4��$&$��'� �"	 i f ��126 67�4������5-
���&LD
Definition

E D Q . �������'	��"���7J21 Symmi(C) �� 
�76 �(	����<�T��/%�<���(6 �����1���$<�������'�i�"/
i f ��126 6 ������<�i-
�"����'D
Definition

E D � . � 	 i f ��126 6 ������<�k/C���6 ���i�"	 i f ��1A6 6 ������<�j-
���& (A,ϕ) +B 
�4�� ϕ
�<�l��	��<���(6 ���-� ��<��6�D
Theorem

E D U . � �� (C, D, δ,$) � ������������� "!#�����$&%('&���)� �*���+�,-�.�0/1%�!2���3�.��+����4%��56�
(A, φ) � 7��� i 8$9 +��7��6������':	2���.� �<; /2*=* 9 >���?@���A'6�B�C�������� "��>'&*��2�)���.���.�� 

φ
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Q

A
φ // D(i)A

α // C
β // TA.

��/26� �0/ �� ( �A� 9 � 9 ���
(i + 1) 8$9 +��7��6������'�� 9 *���*���	 /#� 9 � ψ : C → D(i+1)C 9 !2'&/�0/ ���B�0/ ��6*��.�5*�,-�.�� �%����� "� ��� '&*��<�<!#�$ 9

A
φ //

$(i)

²²

D(i)A
α // C

β //

ψ

²²Â
Â
Â TA

T$(i)

²²
D(i)(D(i)A)

D(i)φ

// D(i)A
δ(i+1)D(i+1)β

// D(i+1)C
D(i+1)α

// T (D(i)(D(i)A))

, /26�@��0/ >� *�, 9 ���  @���A'6� ���������  ��5 9 ����%��./2 9 @'&*��4%�*���>� 9 �0/  %�!2��� *�� �0/ ���� 9 � �� *�� &*���6�
	 �0/ 
(i + 1) 8$9 +��<��6������'��6*���� (C,ψ)

� 9 !#�2���!2 ! 	 �)* � 9 *�����C��+ ��� � � 9%A6��*��)&% � +�'&*��4
(A, φ)

�
� � *=*�� � I��4� 	 � � E 
 S�n  ��4�(��'6 � D ��D
�������
	��� E D � � � ��� P ∈ C D X �� �"	21 i S �� ��56 ���-� ��<��6 0 : P → D(i)P �<� ��1A6 6 ������<�
��	
���� ��'	 ����	
� (P, 0) ���l+%�'$&$O���4�
	��L� D
Corollary

E D V . ��/  � � *��� '&*�� 9 ����!2'��C��*��  ����� 9 �(, ��.� %"�����@% /2*���*���*���	2/ � 9 �*�� ��*��4*���% 9 di : Symm(i)(C)→ Symm(i+1)(C) 9 !2'&/(�0/ ���
di+1di = 0

�

Definition
E D �'F . � �4� (C, D, δ,$) J;�B�5����<�"	��(��$��"���L� �4�"���4�(���1k+B�?�� 7���;�"$��?�=1(D n  ��

�M�&��� ������
- W i(C) �<� �����
	��L�!��� [ �4 (di)/ � 6 (di+1) D��B�46����e0�� 
�"� [ �' (di) �<� K=�
���
�� ��j6 ��	��(�����"/ �<���(67�4���1!��$<�������L� �"/ i f ��1A6 6 ������<�5/C���6��4D
Definition

E D ��� . � �4� (C, D, δ,$) J;�B�5����<�"	��(��$��"���L� �4�"���4�(���1k+B�?�� 7���;�"$��?�=1(D n  ��d ��"�� ��4	;���&�L�#eAfg�M�&���B������
- GW i(C) ���B���4�
	��L� �(�W�� ����A���������4	A�B�"/ [ �4 (di) J21��� ��
����J�6 �(	����<�7���4	
�4#�,���L�7JA1 �� ��5�4$��46 �4	A�#�_���(	�� (A, φ)− ���(	�� (A, 0) +B ��4�� A ∈ C �"	
�
φ ��� (i− 1) f ��1A6 6 ������<� � 0 �<�l�"$<��� ���4�4	����B��	 (i− 1) f ��1A6 6 ������<�i6 ���-� ��<��6 � D
�������
	��� E D �RE2� � ��� (Db(P(X)),∨ , 1, $) J;� �� �� �������	����
$��"���'� �'�,���4���(�1�+B�?�� �����f
��$&�&�=1������
	
�'� ��	 �� 
� ������67-
$&� E D E D � ���h�M�?���i�(��(��-
�l����j�� �� �M�&���i�������-;� W i(X)
��/ �� �� ���# ��46 � X �(�B�����;	��'���&	 	 � � � 
 D
2.2 Products

] ��,92�<���'�!� -
�"����&	�� ⊗ : C ×D →M ��/ �������	����
$��"���'���4�,���4�(����&�L� +B�?�� ����;�"$��?�=1��"	;�
�(������6 ��	��!�� 
�,�i�� ��<�i-
�"����&	������"���<�=�
�L�5����6 �0	����4�7�4��	
���?���&�(	
� S �� ��7������ 
��#�h��/ 	 d � 

�����
	��j�0-
�"����&	��0�"/ �M�&���B�(��(��-
�'D ���kJ�������;1���L�4�"$�$@���(67�k���4�
	��&������	
��� ���4� � D E �"	
�� D �(� ��	 	 d � 
� N
Definition

E D �'Z . � �4� C,D �"	
� M J;������<�"	��(��$��"���L� �4�"���'��������'�'D � -�������
���
Jm���=+W�4�'	 C �"	
� D +B�?�� ��4������6��"��	 M �<�l� ���,9,�"�����	A�WJ��&fg/C��	
������

⊗ : C × D →M
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��������� ��	:Jm�"�� :9,����<�"J�$��'�j��	
�:���,���<��/C1A��	�� �� 
��/C��$�$&�,+B��	����4��	
���&������	 Nj�� ��!/C��	
�����������$
�<����6 ���-� ��<��6�� rA,B : A⊗TB ' T (A⊗B) ��	
� lA,B : TA⊗B ' T (A⊗B) 6��"e��
�� �� ���<�"�(���6

TA⊗ TB
lA,TB //

rTA,B

²²

T (A⊗ TB)

T (rA,B)

²²
T (TA⊗B)

T (lA,B)
// T 2(A⊗B)

��e��'+ f �4��6 6 �����,���&9(��D
Definition

E D �'P . � �4� C,D ��	
� M Jm� �������	�����$<�,���'���4�,���4�(����&�L�5+B�&�� :���;�"$��?���&�L�4D
�M 
�4�� �� ��4��0�<�k	�� -;�A������J�$&� ���(	�/C�
���&�(	 S +%� �����-T�� �������J
������&-��#�l/C�( D, δ �"	
� $ D� ���
��$&���4��	�� -
�"����&	���J;�4�=+%�'�4	 C ��	
� D +B�?�� ��������(6��"��	 M �<�i��-���2���
��� ⊗ +B�?�� 
�<����6 ���-� ��<��6��

ηA,B : DA⊗DB ' D(A⊗B)

	;�,���
���$ �&	 A �"	;� B +B ��<�# �6���e��i�� ��k/C�($&$��,+B��	��7��������#�"6�� ����6 60�����
� D

A⊗B $A⊗$B //

$A⊗B

²²

D2A⊗D2B

ηDA,DB

²²
D2(A⊗B)

D(ηA,B)
// D(DA⊗DB)

E D

T (DTA⊗DB)

δCδMT (ηTA,B)

²²

DA⊗DB
lDTA,DBoo

ηA,B

²²

rDA,DTB // T (DA⊗ TDB)

δLδMT (ηA,TB)

²²
TD(TA⊗B) D(A⊗B)

TD(lA,B)
oo

TD(rA,B)
// TD(A⊗ TB).

Theorem
E D �RQ . � 6� C,D ���4% M � ����������  �!#�5���)@%1'&���)� �*����� 9 ,-�.�./ %�!2���3�.�C+ � � 6�

⊗ : C × D → M � ��1%�!2���3�����.�� 	2���.���.�  � ���, @�� C ����% D ,-�.�./ '&*=%A*������.� M �
��/26� ⊗ �.�4%�!2'& 9 �6*�� ���.� i, j ∈ Z � 	2���.���.�  

? : W i(C)×W j(D)→W i+j(M).

� � *=*�� � I��4� 	 d � 
 S �� �6 E D V�D
�������
	��� E D � � � � �4� (Db(P(X)),∨ , 1, $) Jm� �� �� ����<�"	
����$<�,���'�7�4�,���4�(���1i+B�&�� ����;�"$&f
�&�=1j�����;	��'�j��	 �����"6 -�$�� E D E D n  
� �
���
�"$(���'	
���� -
������
��� ��	
���
�4�'�Y�l���
��$&���4��	��5-
�"�����	��
��/_����<�"	��(��$��"���L���4�"���4�(����&�L�h��	
� �� ��4	���-�������
��� W i(X) ×W j(X) → W i+j(X) D
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U

I���-�-m�(���!�� ;�,� L �"	
� N ����!��	29��'����&J�$��!6 ������$��'� �,9��4 X D n  ��4	 �l��6 OX ( � , L)
S

�h��6 OX ( � , N) �"	
� �h��6 OX ( � , L ⊗N) ����9�� ���
�"$��?���&�L� ] S \ ��	
� [ �(	 Db(P(X)) Dn  
�k���4	;���(W-
������
���l����9��L�W� ���;�"$����'�&	���-;�"�����	��
⊗ : (Db(P(X)),] , 1, $)× (Db(P(X)),\ , 1, $)→ (Db(P(X)),[ , 1, $).

2.3 Supports

���!J�������
1���L�4�"$�$ �� ��!	���������	:�"/W����<�"	��(��$��"���L���'�,���4���(�1T+B�?�� *����-
-;�(��#�k/C��$�$&�,+B��	��	 � � Z�
 D
Definition

E D �RU . � ��� X Jm� � ���(-;�($&�(���<�4�"$Y��-;�����(D � �������	����
$��"���'� �'�,���4���(�1 ����f
�;	��'�T�,9��4 X �<�5��-
���& (C, I2�
-�- ) +B ��4�� C �<�i�!�������	����
$��"���'�T�4�,���4�(���1 ��	
�TI2��-
-
�(��������	
� ���*�'�(�# 3��J�K=�L��� A ∈ C �*�4$&�A���L�M����J;���4� I2��-�- (A) �"/ X ���;�# 3�� 
�"�!�� ��
/C�($&$��,+B��	�� ���$��'�B����k���,���<���
�'� N
�gI � � I2��-
- (A) = ∅ ⇐⇒ A ' 0 D
�gI E � I2��-
- (A⊕B) = I2��-�- (A) ∪ I2�
-�- (B) D
�gI Z � I2��-
- (A) = I2�
-�- (TA) D
�gI P � X �(B�49(�4�1!����������	��(������ ��L�!����<�"	��($&�

A // B // C // TA

+W�i ;�R9��jI2��-�- (C) ⊂ I���-�- (A) ∪ I2��-
- (B) D
�M 
�4	 I �<� �5���,����#�,���L�k����<�"	��(��$��"���L� ����Jm�'�,���4���(�1i�"/ C �"	
� S �<� �� �� 6 �
$?���&-�$��<�4�,���&9(�
��1��=���46 �"/_6 �(�-� 
����6��l+B ��A��� �4��	��0���5��	 I S �� ��'	T+W�0�'�"	����(	
������
���k�!���
-�-;�(��i��	
�� �� �4�,���4�(���1 S−1C D n  ��<�Y���Y���(	�� ��	 	 � � P 
 +B ��4	 C  ;���Y�B���'	
����Y-�������;���'D �l�,+W�49(�4
+W�k+B�&$�$O�(	�$&1�	��4�L� ����6 �kJ
�(���<�5/ �����#� S ��� +%�k-���,9��5�� 
�k/C��$�$&�,+B��	�� $&�'6 6 �
N
Lemma

E D � � . �56� C �  �����������  �!#�5���)@%�'&���$$ �*���+ %"�����@%�* � �� ���$*&	 *���*@ ���'&��� 9 	2�"'&
X
� � 6� I � >������������ "!#�����$&% 9 ! � '&���)$ A*���+�* � C ���4%��������! 	A	

(I) = ∪A∈I
��! 	"	

(A)
�

�4! 	"	2* 9 ��./2������! 	A	
(A) ⊂ �4! 	"	

(I)
�.�
	��3�� 9 A ∈ I � � �� S �  �./2 �<!#�3��� 	4�3��'&���C����

9 + 9 �)6� �.� C * � ��*���	 /#� 9 � 9 f 9 !2'&/��./2��� '&*��4
(f) ∈ I ���4%��56�

I // C // S−1C
� 7�0/ > � �A'6� 9 
�6!2��4'&<* � ���������  �!#�����$&%('&���)$ A*����� 9 * � �)���.��@% � + �.� � ����C�.�  

S
� ��/ ��

S−1C � 9 � ���������  �!#�����$&% '&���)$ A*���+ %A� �4&% *���6� X ′ = X\ ��! 	A	 (I) � ,-�.�0/7�0/  �.��%�!2'&&%�)*@	2*��5*  "+�� �
� � *=*�� � � �W���_�'����10��� ���4�B�� 
�,�_�� ��h���$��'� �gI � ��S �gI E � �"	
���gI Z � �"��l���"���<�=�
�L� DY���l�(	�$�1
 ;�R9��5����-���,9�� � I P � DX ������l��J;���'�9(�l�� ;�,�l�&/ s : A→ B ���B�76 ���-� ��<��6 �&	 S �"	
�

A
s // B // C // TA
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�<�_��	0�����(��� ����<�"	��($&�W�&	 C �4��	A�����&	���	�� s S �� 
�4	!I2��-�- S(A) = I2��-�- S(B) � �
�����gI P � /C�(
�� �� �4�,���4�(���1 C � D n  ����k�� ��,+l�B�� 
�,� I2��-
- S(A) = I2��-�- S(A′) �?/ A ' A′ ��	 S−1C D� �,+ �(J
���'�9(�h�� 
�,�h��	21!��������� �������	���$��

A
α // B // C // TA

��	 S−1C ��� �<���(6 ���-� ��<�l��� �� ��i$����4��$&���'�"������	���/Y��	������(���W�������	���$��5��	 C D n  ��<�B�� ��,+l�
�� 
�,�5I���-�- S(C) ⊂ I2��-�- S(A) ∪ I2�
-�- S(B) D
�������
	��� E D � V � � ��� Db(P(X)) J;�7�� ����
���
�"$ ����<�"	��(��$<�,���L�T�'�,���'���(�1(D��h�4�
	��7�� 
�
����-�-m������"/k�"	 �(J�K=�'��� P ∈ Db(P(X)) ���7�� �����	�����	 �"/5�� �� ����-�-m���� ��/i��$&$W�� 
�
�4�� ��(6 ��$�����1 �(��(��-
�W�"/ P S �gD �

I���-�- (P ) =
⋃

i

I���-�- (H i(P )).

n  
�4	��?�j�<�5�L����1��������'� �� 
�,� (Db(P(X)), I2��-�- ) �<�k�!����<�"	��(��$<�,���L�T�'�,���'���(�1 +B�?�� 
����-�-m����'D��h�'	��"���jJA1 Db(P(X))(k) �� ��k/C��$�$ ����J@�4�"���4�(���1��"/ Db(P(X)) �"/ ��J�K=�L���#�
+B 
�(��������-�-m�������� ��/i�4�2���&6 �4	;������	 ≥ k D n  ��'	 Db(P(X))(k) �<�����������	����
$��"���'�
�'�,���4���(�1!��	
���� ��k/C�($&$��,+B�&	
�7�����A���'	
���

Db(P(X))(k) → Db(P(X))→ Db(P(X))/Db(P(X))(k)

���,�������
�L� �� ��0����	;���?���&�(	
�B��/ � �46 6�� E D � ��DWI2� Db(P(X))/Db(P(X))(k) ���5�7�������	�f
�(��$<�,���L���'�,���4���(�1��,9(�4 X ′ = {x ∈ X | �4�����&6 (x) ≤ k − 1} Dn  
�k/C��$�$&�,+B��	�� �����
	
�?���&�(	
�l�"��k�"$<���������k��� � ��$&6 �'�� ���4� 	 � � Z�
�� N
Definition

E D E�F . � ��� (C, I2��-�- ) J;�h�5����<�"	��(��$<�,���L�0�'�,���4���(�1j�,9(�4 X �"	
� �(������6 �
�� 
�,� C  
�(�W�7������
��������5�"/O����<�"	��(��$<�,���L�!�4�"���'�����17+B�?�� ���;�"$��?�=1 (C, D, δ,$) D n  ��'	
+W�j���R1!�� 
�"� C ���B�0����<�"	��(��$��"���L���'�,���'���(�1�+B�&�� ���
��$&�&�=1����4�
	��L���,9(�4 X �?/
�gI Q � I2��-
- (A) = I2�
-�- (DA) /C��B�'9��'�1��(J�K=�'��� A D
Definition

E D E�� . � ��� (C, I2��-�- C) S (D, I2��-�- D) �"	
� (F , I2��-�- F ) J;�h�������	����
$��"���'�
�'�,���4���(����'� ���4�
	��L���,9(�4 X D_I2��-�-m�(���k�� ;�,�

⊗ : C × D → F
�<�l�7-
���&��&	
�0��/ ����<�"	��(��$<�,���L���'�,���'���(����'�'D n  
�j-
�"�����	�� ⊗ �<�l���4�
	��'� �,9(�4 X �&/
�gI � � I2��-
- F (A⊗B) = I2�
-�- C(A) ∩ I2��-�- D(B).
�������
	��� E D E�E��Bn  ��k����<�"	��(��$<�,���L���'�,���4���(�1 Db(P(X)) +B�&�� ��� �� ����-�-m����h�����
	
�'�
��	 �� ��k������6 -�$&� E D � V0��	
�!�� ��k-
�"����&	�� ��/ ������67-
$&� E D � �7���"���<�=/C1!�� �� �4��	
���&������	 � I Q �
��	
� � I � � D
Definition

E D E"Z . n  �� ���'���'	��4#���41�$��2�4�
�B��/ ����126 6 ������<�j-
�"�� (A,α) �<�h���4�
	��L�
����J;�k�� ��j���
-�-;�(��l��/ �� �� ���(	��k�"/ α N

�5�4� � ��� (α) = I2��-�- ( �4��	�� (α)).



The oriented Chow ring V
Definition

E D E,P . � ��� (C, I2��-�- ) Jm�%� ����<�"	
����$<�,���'�j�4�"���'�����1h+B�&�� 0���
�"$��&�=1k�����
	��L�
�,9(�4 X D n  
�!����	;����	�������	��&�=1��"/W�=+W����126 67�4������ -;�"���� α �"	
� β ��� �����
	
�'������Jm�
�� ��k/C��$�$��,+B�&	�������J
�����B�"/ X N

)%��	
� (α, β) = ( I���-�- (α) ∩ �5�4� � ��� (β)) ∪ ( �5�4� � ��� (α) ∩ I2�
-�- (β)).

��� �"��k	��,+ ��'�(��1 ���������"���k�� 
� � �4��J�	��&� �k/C�(�60��$<��N
Theorem

E D E(Q (Leibnitz formula). � 9&9 !#�>B�0/ ����, �/2����
� %�!2��� ���6�.�  B	2���.���.�� 
⊗ : C × D → F * �7�C�������� "!#�����)&%�'@���$$ �*����� 9 ,-�.�0/?%�!2��� �.�C�� 9 * � �� X � � �� α ����%

β
� >��, * 9 +��7����C����' 	2���.� 9<9 !2'@/1�0/ �����<� � *=' (α) ∩ �7$ � * ' (β) = ∅ � �4/26� , </ � � 
��� � 9 *�����C��+

δF · d(α ? β) = δC · d(α) ? β + δD · α ? d(β)
, /26�@

δC , δD, δF
���  �0/  9 �  "� 9 �.� � *�� � &% �.� �0/ <%�!2���3�.�C�� 9 * � C,D ���4% F �

� � *=*�� � I��4� 	 � � Z�
 S�n  ��4�(��'6 Q D E D

3 Oriented Chow groups

� ��� (Db(P(X)),∨ , 1, $) Jm���� �� ����<�"	��(��$<�,���L� �'�,���'���(�1 +B�&�� �� �� �
���
��$ ���
�"$��?�=1
��/%������6 -�$&� E D E �"	;���4��	
�������4k�?�#�k/C��$�$ ����Jm�'�,���4���(�1 Db(P(X))(i) ��/W�(J�K=�'�����i+B�&�� 
����-�-m������ ��/0��������6 �4	
���&�(	 ≥ i �  ��4���+W���
������ 
� ����-�-m���� �����
	
�'�8�&	8�����"6 -�$��E D � V � D n  ��'	7�� ��h���
�"$��?�=10��	 Db(P(X)) ��	
���
�4�'�%���
�"$��&�����'� �(	 Db(P(X))(i) /C��%�"	21
i � 	 � � E�
� D�� �l�<�B�"$<�����4$&�L�"W�� 
�"� Db(P(X))(i+1) ⊂ Db(P(X))(i) /C�(l�"	21 i D
Definition

Z D � . X �(7��$&$ i ∈ N S ���4	������ J21 Db
i (X) �� 
������<�"	��(��$��"���L�*�4�"���4�(���1

Db(P(X))(i)/Db(P(X))(i+1) D
I���-�-m�(������ 
�"� (A,α) ��� �"	 i f ��12676 �4������7/C�(�6 �&	 Db

i (X) D n  ��4	 �� 
�4�������������� �"	
i f ��126 6 ������<�h-;�"�� (B, β) ���
�# ��� 
�"�B�� ��k$����4�"$����'�,���&�(	!�"/ (B, β) �<� (A,α) � JA1�$&���4��$?f
���'�"������	7+%�B6 �L�"	0�� ��B6��"- Symmi(Db(P(X))(i))→ Symmi(Db

i (X)) �&	;���
���L�7JA1
�� ��B/C��	;�����( Db(P(X))(i) → Db

i (X)
� D � -�-�$�12�&	�� E D U�S +W�B����� ��	 (i+1) f ��1A6 6 ������<�

/C�(�6 (C,ψ) D � 1��4��	
������
�����&�(	 S C ∈ Db(P(X))(i+1) D � �2�'�"$����'�&	
�j�� ��<� /C���6 +W�l�(���
��/C���6 (C,ψ) ��	 W i+1(Db

i+1(X)) D � �l�;����5���&�( (� S �� ����5���(	
�=����;��������	 ���'-;�'	
���h��	
����6 �k�# ����<���L�WJ����l��	�/ �(��� �� ��<� �<� 	��"� �� 
� �4����� � ���4� 	 � � E�
gS )%�(��($&$<�"�1 P D � � � D-�l�4	;���
+W�k���4�h�0+W�4$�$O���4�
	��'�  ��(6 ��6 ���-� ��<��6

di : W i(Db
i (X))→W i+1(Db

i+1(X)).

Theorem
Z D E . � 6� X � (� � $ �!#����� 9 '@/26��(* � %��.�>�� 9 ��*�� n � ��/ �� , �/2������

'&*��
	��� �

0 // W 0(Db
0(X))

d0
// W 1(Db

1(X))
d1

// . . . dn // Wn(Db
n(X)) // 0.

� � *=*�� � I��4� 	 � � 
 S
n  ��'����46 Z D � �"	;��-;�"#�"��#�"-
 ��D
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� ��� A Jm�0����4�(��$<�"h$����4��$ ��&	��;Dl���7���'	��"��� J21 W fl(A) �� ��7�M�?���i�(��(��-��"/ �
	
�?���
$��4	
�"�� �6 ������$��'� �,9(�4 A � ���4� 	�� I�I 
 /C�(B67�(��k��	�/C���6��,���&�(	
�B�"Jm�����B�M�&���h�(��(��-
�W�"/
�;	��?���j$&�'	��"�� �67�����
$&�L� � D n  ��k/C��$�$&�,+B��	��7-����-m�(���?���&�(	� ��($����'N
Proposition

Z D Z . �  / ���� � 9 *��>*���	 /#� 9 � 9
W i(Db

i (X)) '
⊕

x∈X(i)

W fl(OX,x).

� � *=*�� � I��4� 	 � � 
 S
n  ��'����46 �
D � �"	;� n  
�4����46 �
D E D
� 6������� Z D P4� I2��	
���l+W�B�
��� �� ��h������6 ���-� ��<��6 �"/m�� ��5�"Jm�,9�� -����-m�(���?���&�(	 S +W�BJ�������;1
��'�'�"$�$" ��,+����h��J��#�"��	 �l��126 6 ������<� ���(67-
$&���5/C���6 � �
	��&���%$&�'	��"�� j6 �2����$&�(D X �� 6 �(��
���������&$<� S ���4� 	 � � 
 �( 	 X � 
 � �# 
��-����' Z � D5)% ��2�(��� � -m����	(� x ∈ X(i) S � �;	��?��� $��4	����� 
OX,x f 67�����
$&� M �"	
� � ��12676 �4������ �<���(6 ���-� ��<��6 φ : M → ���2� iOX,x(M,OX,x) D� ��� P• Jm�7����L���($&�����&�(	 �"/ M J21�$&���'�"$�$&1 /C��4�0�4�� ��'��'	A� OX,x f 6 ������$��'�'D n  ��'	 P•
�'�"	 J;� �# 
�(���4	 �"/ �� ��k/C���6

0 // Pi // . . . // P0
// M // 0.

�5�
��$&���4��	��7�� ��<�l�4��6 -�$�������	
���� ��&/ ����	�� i ���&6 �L�B����9��L� �� ��k/C��$�$��,+B�&	������<�"�(���6
0 // Pi //

∃
²²Â
Â
Â

. . . // P0
//

∃
²²Â
Â
Â M //

φ

²²

0

0 // P∨0 // . . . // P∨i // ���2� iOX,x(M,OX,x) // 0.
� ����	�� φ +W������� � ��126 67�4������ 6 �(�-� 
����6 ϕ : P• → (P•)∨ D n  A�;�j+%�� ;�R9��!���(	�f������
�����'� �"	 i f ��126 67�4������ -;�"�� ��	j�� ��W�4�"���4�(���1 Db(P(OX,x)) /C���68�� 
� -
���& (M,φ) D
I��&	
�4� Db

i (X) '
∐

x∈X(i)

Db(P(OX,x)) � 	 � � 
 S ] ��(-;�A���&������	 U D � ��S +W� �'�"	j���'� �� ��%-
�"��
(P•, ϕ) �(�B� ��126 6 ������<�5-;�"��B�&	 Db

i (X) D
Definition

Z D Q . n  �� �4��6 -�$����

0 // W fl(k(X)) //
⊕

x1∈X(1)

W fl(OX,x1) // . . . //
⊕

xn∈X(n)

W fl(OX,xn) // 0

�<�l�'�"$�$&�L�!�� �� d �4#�=���4	�f �M�&���h���(6 -�$&�����"/ X D ��� ���4	������j�&�lJA1 C(X,W ) D
n  
��� ���(67-
$&��� �<�!�(J������&	��L�3J21 �;����	��:�� ��T�
���
��$5���
��$&�&�=1 ∨ �(	3�� ��T�������	����
$��"���'�
�'�,���4���(�1 Db(P(X)) � �����"6 -�$�� E D E � D X ��0��	21���	29��4�����J�$��!6 ������$�� L �,9��' X S +W�
 ;�R9��j�!���
��$&�&�=1����4��&9(�'��/C��(6 �� ��j/C��	
�����( ] = �l�(6 OX,x( � , L) ��	
��+%� �'�"	 �"-
-�$&1
�� �� ���"6 �j����	;�=����
��������	���� ���4�l� d �4#�=���4	�f �M�?���l����6 -�$���� D
Definition

Z D � . � ��� X Jm� ����4�(��$<�"l���# ��46 � ��	
� L �"	 ��	29��4�����J�$�� OX f 6 �2����$&�(D���h���'	��"���lJ21 C(X,W,L) �� �� d �4#�����4	�fg�M�&���%�4��6 -�$����7��J��#�"��	��'�7/C���6 �� ��h���
�"$��?�=1
] D



The oriented Chow ring
�(�

Theorem
Z D U . � 6� A �  � � $ "!#����� 9 ��7� 8 ��* '&��� k 8 ���  � � � �<����% X =

�"	 &'
(A)

� ��/ ��
�6*��7����+

i > 0
,  /2����

H i(C(X,W )) = 0
�

� � *=*�� � I��4� 	 � d ] � 
gS�n  
�4����46 ��D � D
� ��� A Jm������4�(��$���j$&���'�"$_��&	
� ��/l���&6 �'	
������	 n D �5�4	
�"����JA1 F �� ��!��'��������� �
�4$<�
��/ A D n  
�4	*�"	21 �# ����<������/h� ���'	��4#�,���� ξ ∈ ���2� nA(F,A) �(�&9(�'� ��	:������6 ���-� ��<��6
αξ : W (F ) → W fl(A) D �B�L�4�"$�$ �� 
�,� I(F ) �<�B�� ��j/C��	;���"6 �4	A�#�"$ �<���L�"$O��/ W (F ) D � /
n ≤ 0

S -���� In(F ) = W (F ) D
Definition

Z D � . X �(l�"	21 n ∈ Z $&�4� Infl(A) Jm�k�� ��j��6��"���k��/ In(F ) J21 αξ D
� 6������� Z D V � � �l�<�%�L�����&$�1!���4�4	��� ;�,� Infl(A) ���2�'�W	��"�l���'-;�'	
� ��	��� �� �# ��(���4�5��/O�� 
�
�(�4	��'��"���( ξ ∈ � �A� nA(F,A) D
Proposition

Z D �'F . ��/21%�� � 6�@6���C�����
d
* �(�0/ ��
�� 9 �$�� 8 � �.�C�>'&*�� 	4��@� 9 ���C� 9 �: 9

d(Imfl (OX,x)) ⊂ Im−1
fl (OX,y)

�6*�� ���2+
m ∈ Z 	 x ∈ X(i) ���4%

y ∈ X(i−1) �
� � *=*�� � I��4� 	 d � Z 
gS�n  ��'����46 �
D P �( 	 X � 
gS;n  ��4�(��'6pV�D E D P D
Definition

Z D �(� . � �4� L Jm� �"	 ��	29��'����&J�$�� OX f 67�����
$&�(D ��� ���4	������ J21
C(X, Id, L) �� �� ���(67-
$&���

0 // Idfl(k(X)) //
⊕

x1∈X(1)

Id−1
fl (OX,x1) // . . . //

⊕

xn∈X(n)

Id−nfl (OX,xn) // 0.

� 6������� Z D �LE�� � 	 -;�"����<����$<�" S +%�k 
�R9(� C(X, I0, L) = C(X,W,L) D
Theorem

Z D �LZ . � �� A �  � �@� "!#�����
��* '@��� k 8 ���  � � � � � ��/ �� �6*�� ���2+
i > 0

, 
/ ����
H i(C(X, Id)) = 0

�
� � *=*�� � I��4� 	 d � Z 
gS )%�(��($&$<�"�1 U D U D
`h/_�4����#��� S �� ��'��j�<�h��	��&	
�4$&�;������	 C(X, Id+1, L) → C(X, Id, L) �"	
� �� ��4���/C�(��k+W�
�(���l���A���"���&�'	A�B�4��6 -�$���� D
Definition

Z D �4P . �5�4	������ J21 C(X, I
d
) �� ��l���(67-
$&��� C(X, Id, L)/C(X, Id+1, L) D

� 6������� Z D �LQ�� X ��_��	21j�&	29��'����&J
$&� 6 ������$�� L �� ��l���(67-
$&���2�L� C(X, Id)/C(X, Id+1)
��	
� C(X, Id, L)/C(X, Id+1, L) �"�� �4��	���	
���'�"$�$&1�������6 ���-� ��<��� ���4� 	 X � 
 S )%�(��($&$<�"�1
�hD � D Z ��S ��� +%�j�4��	 ����(-��� �� L �&	 C(X, I

d
) D

� 6������� Z D � � � n  �� ���(67-
$&��� C(X, I
d
) �<� �"/Y�� ��k/C�(�6

0 // Idfl(k(X))/Id+1
fl (k(X)) //

⊕

x1∈X(1)

Id−1
fl (OX,x1)/Idfl(OX,x1) // . . . .
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� 6������� Z D �RU2� � ���:���(	
��� �A���4	
�4���"/ n  ��4�(��'6 Z D �LZ�S +%� ��6 67�L���<�,���'$&1 ���'� �� ;�,�
H i(C(X, I

d
)) = 0 /C�( i > 0 �&/ X = I2-m�'� (A) +B ��4�� A ���!����4�(��$��� $&���4��$ k f

��$&�(�4J�#��D� ��� F J;�7���
�'$�����	
� ���'	��"��� J21 KM
i (F ) �� �� i fg�� G ��$�	��� [ f �� ��4�(�1��������- ��/ F D

� / i < 0 �?�l�<�B���(	A9(�4	����4	A�W����-���� KM
i (F ) = 0 D

Construction
Z D � � . � �� X � <� 9 '&/ ��> � ��/ �� �6*��<���2+

d
,  /2����>� '&*�� 	4��@�

0 // KM
d (k(X)) //

⊕

x1∈X(1)

KM
d−1(k(x1)) // . . . //

⊕

xn∈X(n)

KM
d−n(k(xn)) // 0.

� 7%A6��*��) �.� � + C(X,KM
d )

�
� � *=*�� � I��4� 	 �B� 
 S -
�"#�"�(���-� Z �� 	 X � 
 �# 
��-����' E D
���B�"$<���5 
�R9�� �� ��W�����(����	
�'��� ��/��� ��<� ���(6 -�$&��� +B ��4	 X �<� �� ��B��-m�'�������6H�"/m�5��6 �A���� 
���46 �&fg$����4��$ k f ��$&�(�4J�#��N
Theorem

Z D � V . � �� A �  � 9 ��*=*��./(��*='&���
k 8 ���  � � � � � ��/ �� �6*�� ���.�

i > 0
,  / ����

H i(C(X,KM
d )) = 0

�
� � *=*�� � I��4� 	 �B� 
 S
n  ��4�(��'6 ��D � D
� / F ���B�0�
�'$�� S ��L�4�"$�$@�� ;�,�l+W�i ;�R9��k�0 
��6 ��6 ���-� ��<��6

s : KM
j (F )→ Ij(F )/Ij+1(F )

�(�&9(�4	*J21 s({a1, . . . , aj}) =< 1,−a1 > ⊗ . . .⊗ < 1,−aj > D n  ��!/C�($&$��,+B��	��T�<�����
��N
Lemma

Z D E"F . ��/  /2*���*���*���	 /#� 9 � 9 s �.�4%�!2'& � �>*���	 / � 9 � * � '&*��
	��� �  9
s : C(X,KM

d )→ C(X, I
d
).

� � *=*�� � I��4� 	 X � 
 S ]_���-m�(���?���&�(	 �LF D E D Q D
Definition

Z D E�� . � �4� C(X,Gd, L) Jm���� ����
J��� -�������;��� �"/ C(X,KM
d ) �"	
�

C(X, Id, L) �,9(�4 C(X, I
d
) N
C(X,Gd, L) //

²²

C(X, Id, L)

π

²²
C(X,KM

d ) s
// C(X, I

d
).

Definition
Z D E�E . � ��� X Jm�5� ��6 �2�"�� ����# ��'6 �h�"	
� L �"	!��	29��4�����J�$�� OX f 6 �2����$&�(Dn  
� j f �� .����&�'	A���'�.)% ��,+ ������
- C̃Hj

(X,L) �"/ X �=+B�<�=���'�3J21 L ���!�� ��T�������-
Hj(C(X,Gj , L)) D
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�LZ

� 6������� Z D E"Z4� �5�4	������!J21 GW j(Db
j(X)) �� �� j fg�� d ��"�� 
�4	
�����'�#eAf �M�?���j�������-��"/

�� ��B�4�"���4�(���1 Db
j(X) +B�&�� 0�� ��B���
��$&�&�=1 ���'���9��L�j/C���6 �h��6 OX ( � , L) � ���4�B���4�
	��&������	E D �(� � D � 1������
	��&������	 S �� �� �4��6 -�$���� C(X,Gj , L) �<�

. . . // C(X,Gj , L)j−1
// GW j(Db

j(X))
dj // W j+1(Db

j+1(X)) // . . .

�h�4	
�4� C̃Hj
(X,L) �<�l� �(�
�"�����4	A�B�"/ [ �4 (dj) D

��� �"$<���7 ;�R9��5�� ��j�����(����	��'���W�"/Y�� �� �4��6 -�$���� C(X,Gd, L) ��	 �� ��j$����4��$O�4������N
Theorem

Z D E,P . � �� A � �� 9 �>* *��0/ ��*='&���
k 8 ���  A � � � ���4%

X =
�"	 &'

(A)
� ��/ ��

H i(C(X,Gj)) = 0
�6*�� ���.�

j
���4%����.�

i > 0
�

� � *=*�� � � � C(X,Gj) �<���� �� �
J��� -�������
�����"/!�� �� �4��6 -�$������'� C(X,KM
j ) �"	
�

C(X, Ij) �,9��' C(X, I
j
)
S +%�k 
�R9(�j�"	 ���������B�����A���'	
���k��/ �4��6 -�$������'�

0 // C(X,Gj) // C(X, Ij)⊕ C(X,KM
j ) // C(X, I

j
) // 0

��	
���;����	��!� $&�(	�� ���������h��� �A���4	
�4�k�&	 ���( ���6 �($&�(��1�D � �l/C�($&$��,+l�W�� 
�4	 /C��(6 n  ��'����46��Z D �LZ �"	
� Z D � V��� 
�,� H i(C(X,Gj)) = 0 �&/ i > 1 D X �( i = 1
S +W�� 
�R9�����	����������

�����A���'	
���

H0(C(X, Ij))⊕H0(C(X,KM
j )) // H0(C(X, I

j
)) // H1(C(X,Gj)) // 0.

n  
�j���������B�����A���'	
���k��/Y���(6 -�$&�����'�
0 // C(X, Ij+1) // C(X, Ij) // C(X, I

j
) // 0

�� ��,+l�W�� 
�,� H0(C(X, Ij)) 6��"-;� ��	A��� H0(C(X, I
j
)) D

Definition
Z D E�Q . � ��� X Jm�5� ��6 �2�"�� ����# ��'6 �h�"	
� L �"	!��	29��4�����J�$�� OX f 6 �2����$&�(D��� ���4�
	��k�� 
� �� ��L�,/ GjL ��	 X JA1 GjL(U) = H0(C(U,Gj , L)) D

���j 
�R9(��N
Theorem

Z D E � . � 6� X � �� 9 �>* *��0/ 9 '&/ ��>�* ��%��.��6� 9 ��*�� n � ��/ �� �6*�� ���2+
i,  / � � 

H i
Zar(X,GjL) ' H i(C(X,Gj , L)).

� � *=*�� � �5���;	��j�� ��L�R9��L� Cl J21 Cl(U) = C(U,Gj , L)l /C��B�"	21 l ≥ 0 D � �B�<�W�4$&�L�"%�� 
�"�
�� �� Cl ���� �;�(� �A���k�� ��'�R9(�'�'D ���j 
�R9��j� ���(6 -�$&�����"/ �� 
�'�R9��L�W�,9��4 X

0 // GjL // C0 // C1 // . . . // Cn // 0.

n  
�4����46 Z D E,P �� ��,+l�W�� 
�"�l�� 
���5����6 -�$���� ���h� �;��� �A���j��L���($&��������	 �"/ GjL D n  2�
� �� ���� ��4�(��'6 �<�B-���,9��'�OD
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I���-�-m�(���j�� 
�"� f : X → Y �<�h���;�,�h6 �(�-� 
����6�DhI2�&	;��� �&�5-���'���4�9��L�l��������6 �4	
������	
� S
�&�l��	
���
�4�'�l�76 ���-� ��<��6p�"/Y�4��6 -�$������'�

f∗ : C(Y,Gj , L)→ C(X,Gj , f∗L)

/C�(B�"	21 j ∈ N �"	;����	A1�$���	��kJ���	
��$�� L �,9(�4 Y � 	 X � 
 S )%�����$�$<�"�1 �LF D P D E � D �l�'	
���k+W�
 ;�R9���N
Theorem

Z D E(U . � 6� f : X → Y � ���� ��� ��*���	 /#� 9 � ����%
L

���3�.�4 � !#��% ���*�����
Y
� ��/26� 	 �6*��7���2+

i, j
,  /2���� / *���*���*���	2/ � 9 � 9

f∗ : H i(C(Y,Gj , L))→ H i(C(X,Gj , f∗L)).
� ��	2��������'6!#�5���
	B� �

E
� 9 � ��&'6�)*�� � !#��% ��>*���6� Y ����%

π : E → Y
� 9 �0/  	4�@*���&'6����*�� 	,  / � � 7� 9 *���*���	2/ � 9 � 9

π∗ : H i(C(Y,Gj , L))→ H i(C(E,Gj , π∗L)).
� � *=*�� � ���! 
�R9(��� 6 ���-� ��<��6 �"/B����6 -�$������L� f∗ : C(Y,Gj , L) → C(X,Gj , f∗L)
+B 
���# ��(�&9(�'� �� �� ��	
���;���'�� ���6 ��6 �(�-� 
����6��l��	T���( ���6 ��$����(1�D X �(l�� �� -���2�"/ �"/  ���f
6 ������-21!��	29,�"�����	
��� S ���4� )%�(��($&$<�"�1 ��� D Z D E �&	 	 X � 
 D
Proposition

Z D E � . � 6� f : X → Y
���4%

g : Y → Z � �� ��� �>*���	 / � 9 � 9 � ��/ ��
(gf)∗ = f∗g∗

�
� � *=*�� � I��4� 	 X � 
 S ]_���-m�(���?���&�(	 Z D P D V
D
I���-�-m�(������ 
�"� f : X → Y �<� � �
	��&����67�(�-
 �����6 +B�&�� *���&6 (Y ) − ����6 (X) = r D
)%�(	
�������'��� ���67�(�-
 �����6 �"/ $����4��$&$�13���	����L�.��-
���4�'� f : (X,OX) → (Y, f∗OX)

��	
���;���'��JA1 f D � / X �<�h��6 �A���� S �� 
�4	 L = f
∗ ���2� rOY (f∗OX ,OY ) �<�h�"	T�&	29��'����&J
$&�

6 ������$�� �,9(�4 Y � 	 d � E 
gS )%�����$�$����1 �
D � � �"	
� +W�j���4�h� 67�(�-
 �����6p��/ �4��6 -�$������'���C�"/
���4����4�k �

f∗ : C(X,Gj−r , L⊗ f∗N)→ C(Y,Gj , N)

/C�(l�"	21!��	29��4�����J�$��k67�����
$&� N �,9��' Y � 	 X � 
 S )%�����$�$����1 Q D Z D U � D
Proposition

Z D E V . � 6� f : X → Y �  � � �2�.�) ��*���	2/ � 9 � � ��C, &�� 9 ��*=*��./
9 '&/ ��> 9 � � 6� %��.� (Y ) − %��.�

(X) = r
����%

N � (��� �.� ������C� � �����*=%�!#��(*���6�
Y
�

��/26�1�./2 ��*���	2/ � 9 � * � '&*�� 	4�5 �  9 f∗ �.��%�!2'& 9 �</ *���*���*���	2/ � 9 �

f∗ : H i−r(C(X,Gj−r , L⊗ f∗N))→ H i(C(Y,Gj , N)).

� 	�-
��������4��$<�" S +W�k 
�R9���� 	 X � 
 S �B�46����e!V
D Z D Q � N
Proposition

Z D Z�F . � �� f : X → Y � �� '���* 9 &% �.�7��6� 9 ��*�� * ��'@* %��.���� 9 ��*�� r
� ��C, &�� 9 �>* *��0/ 9 '&/ ��� 9 � ��/ ��

f
�.�4%�!2'& 9 ���1� 9 *��>*���	 /#� 9 �

f∗ : H i−r(C(X,Gj−r , L⊗ f∗N))→ H i
Y (C(Y,Gj , N))

�6*��7����+
i, j

���4%�����+��.� ��6����� � �5 ��* %�!#�� N *�����
Y
�



The oriented Chow ring
�RQ

� �
	2*����)����� � �������� Z D Z
��� � / f : X → Y �<� �h�4$&�A���L� ��676 �'����&�(	 S �� 
�4	 f∗ +B�&$�$��"$�+W�R1��Jm�k�� 
�j6 ��-�+B�&�� �����-�-m����'N
f∗ : H i−r(C(X,Gj−r , L⊗ f∗N))→ H i

Y (C(Y,Gj , N))
n  
�k��#�"	
��/C�4W/C�� �;	��?���j6 ���-� ��<��6�� �<� /C��	
��������<�"$ � 	 X � 
gS -���(-;�A���&������	 Q D Z D � � N
Proposition

Z D Z(E . � 6� f : X → Y
���4%

g : Y → Z �  � �2�.�) ��*���	2/ � 9 � 9 � ��/ ��
g∗f∗ = (gf)∗

�
� 6������� Z D Z(Z�� � �4� X J;�k�7��6 �2�"�� ����# 
�46 �i��	
� D J;�k�7��6 �2�"�� !��>@�'������9�� )W�"������4
���&92�<���(j��	 X D � ��� i : D → X Jm� �� ��!��	
�4$&�
������	:�"	
� L(D) Jm� �� ���$&��	���J���	;��$&�
�,9(�4 X ���������4���"���'����� D D n  ��'	 �� ��'��j�<�h���'�"	��(	����'�"$O���'��������	 s ∈ L(D) � ���4� 	 X � 
gS� -�-m�4	
��� � � D P D Q � �"	;���� ��4���/C�(��k�"	������(���l�����A���4	;���

0 // OX s // L(D) // i∗OD // 0.
� -�-�$�12�&	�� �h��6 OX ( � , L(D)) �"	;���� ��&/ ����	�� S +W�k��J��#�"��	 �� ��k/C�($&$��,+B�&	
�7���<�"�(���6

0 // OX s //

'
²²

L(D) //

'
²²

i∗OD //

²²Â
Â
Â 0

0 // �l��6 OX (L(D), L(D)) s
// �h��6 OX (OX , L(D)) // � �A� 1OX (i∗OD, L(D)) // 0

+B 
���# ��� ��,+l�B�� 
�,� ���2� 1OX (i∗OD,OX) ⊗ L(D) ' i∗OD DB]_���-m�(���?���&�(	 Z D Z�F �� ��,+l��� 
�,�l+W�i�� ��'	� 
�R9��j�"	 �<���(67�(�-
 �����6
i∗ : H i−1(C(D,Gj−1, i∗L(D)))→ H i

D(C(X,Gj)).

Lemma
Z D Z"P . � �� g : X → Y �  � � ��� ��*���	 /#� 9 � ���4%

f : Z → Y
� �����.�$

��*���	2/ � 9 � �<; *�� 9 ��%"�� �0/ ��6*��.��*�,-�.�� � � �  	4�@*=%�!2'6�

V
f ′ //

g′

²²

X

g

²²
Z

f
// Y.

��/26�
(f ′)∗(g′)∗ = g∗f∗

�
� � *=*�� � I��4� 	 X � 
 S )%�����$�$<�"�1 �RE D E D ��D
� 6������� Z D Z(Q�� `h/ �4����#��� S �&	 �� �� �"Jm�,9��5�
J���k-�������;���l+W�k����-�-m�(���k�� ;�,� V ���h�"$<���
��6 �2�"�� ���	
�7�&	A���'��#�"$gD I��
�# ��j�=����(	��j��������6 -����&�(	 ��� 	
�"�_	��L���'�����"�1 �&	 �(�4	��'���$ S J
���
�� ��<�l�4�(���k�<�B��� � �4�&�'	(�B/C�(B����B-
���-m�(���'�'D
� 6������� Z D Z � � � � ���%-;�A������J�$&�h��� �����;	��5�06��"- f∗ +B ��'	!�� 
�56 ���-� ��<��6 f �<�W-����-m�4
� ���'� 	 X � 
� J����h+W�j����	�� �l�
���i�� ��<� / �����B ��4���D
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4 The exterior product

� ��� X �"	
� Y Jm�k�=+%�����# ��46 �L�4D n  ��k�;J���k-�������
��� X × Y ���(67�L� ���A����-�-m�'� +B�?�� 
�=+W� -���"K=�'��������	
� p1 : X × Y → X �"	
� p2 : X × Y → Y D
Lemma

P D � . �
*�� ����+

i, j ∈ N 	 �./2:	2���.���.�  

£ : Db
i (X)×Db

j(Y )→ Db
i+j(X × Y )

 "����6� � + P £ Q = p∗1P ⊗ p∗2Q
� 9 � %�!2��� ���6�.�  <	2���.���.�� 1* �<���������� "!#�����$&%�'&���)$ A*����� 9,-�.�0/ %�!2���3�.��+ �

� � *=*�� � I2��#�"���� A�B9��4��&�;�4�"������	OD
Corollary

P D E . �
*�� ���2+

i, j ∈ N 	��0/  	2���.���.�� 

£ : Db
i (X)×Db

j(Y )→ Db
i+j(X × Y )

�.��%�!2'& 9 � 	 ���.���.�� 

? : W i(Db
i (X))×W j(Db

j(Y ))→W i+j(Db
i+j(X × Y )).

� � *=*�� � )%$��'��BJ21 n  ��4�(��'6 E D �LQ D
Corollary

P D Z . � �� ψ ∈ W j(Db
j(Y ))

� ��/ ��1,  / � � >�7/2*���*���*���	2/ � 9 �

µψ : W j(Db
i (X))→ W i+j(Db

i+j(X × Y ))

 "����6� � + µψ(ϕ) = ϕ ? ψ
�

�l�'�4��$&$ �� 
�,�j+W�  
�R9��7������6 �(�-� 
����6�� W i(Db
i (X)) '

⊕

x∈X(i)

W fl(OX,x) � ]_��(-;�A���&f
���&�(	 Z D Z � D
Definition

P D P . �h�'	��"���hJ21 Is(Db
i (X)) �� 
�h-���4��6��"���B��/ ⊕

x∈X(i)

Isfl(OX,x) ��	
���'
�� �� �"Jm�,9��i�<���(67�(�-
 �����6�D
Proposition

P D Q . � *�� ���2+ m, p ∈ N �./2 	�� * %�!2'��

? : W i(Db
i (X))×W j(Db

j(Y ))→W i+j(Db
i+j(X × Y ))

�.��%�!2'& 9 � 	4� * %�!2'��

? : Im(Db
i (X))× In(Db

j(Y ))→ Im+n(Db
i+j(X × Y )).



The oriented Chow ring
�,U

� � *=*�� � � ��� x ∈ X(i) �"	
� y ∈ Y (j) D�� �_�<�_�4$&�L�" �� ;�,� �� 
�l-���2���
��� �'�"	7J;�h�4��6 -������'�
$����4��$&$�1 �C�
��� 	 d � 
 S �� 
�4����46 Z D E � D�I2��+%� �4��	 ���
-�-;�A������ 
�"� X = I�-;�L� (A) ��	
�
Y = I2-m�'� (B) +B 
�4�� A ��	
� B ����k$����4�"$ ��	 x �"	
� y ��'��-;�L�����&9(�4$�1�D��B�'�'�"$�$@�� 
�"�l+%�
 ;�R9��5�� ��k/C�($&$��,+B�&	
� ��������#�"6

X × Y p2 //

p1

²²

Y

²²
X // I2-m�'� (k).

� ��� P Jm�5��	 A fg-���"K=�L�����&9(�B��L���($&�����&�(	 �"/ k(x) �"	;� Q Jm�5� B fg-
���K=�'�����&9(�B��L���($&��������	
��/ k(y) D )%��	;���<���4_� ��126 6 ������<�W/C���6 ρ : k(x)→ � �A� iA(k(x), A) �"	;���j��126 6 ������<�
/C�(�6 µ : k(y) → ���2� jB(k(y), B) D n  ��'	 p∗1(ρ) �<�i�!��126 6 ������<� �<���(6 ���-� ��<��6 ����-�f
-m������L�7JA1 �� ��5����6 -�$���� P ⊗B �"	
� p∗2(µ) ���_�j��126 67�4������ �<����6 ���-� ��<��6 ����-
-;�(����'�
J21��� ��j���(67-
$&��� A⊗Q D%)%$��'�"�$�1 S �� ��j�4��6 -�$���� P ⊗B ⊗A⊗Q  ;���W�?�#�B ��(67�($&�(��1
����-�-m������L�!��	 ���4����4� 0

S �"	;�!�� ����W ��(6 ��$�����1 �<�W������6 ���-� ��<�B��� k(x)⊗k k(y) D � ��� u
Jm� ��-m����	A�i��/WI2-m�'� (k(x) ⊗k k(y)) D n  ��4	T�� �� ��'���������������	���/ p∗1ρ ⊗ p∗2µ ��� u ���k��;	��?���j$&�'	��"�� �67�����
$&� M +B ��(���j����-
-;�(��B�<�B��	 u +B�?�� �7��126 67�4������5/C�(�6

M → � �A� i+j(A⊗B)u
(M, (A⊗B)u).

n �"e2��	��T�&��� �4$��(���0�&	 �� �� �M�&�����������- S +%����J��#�"��	 � k(u) fg9(�'������7��-;����� V +B�&�� �
��126 67�4�������/C���6 ψ : V → � �A� i+j(A⊗B)u

(V, (A ⊗ B)u) D � �,+ �# ��2�(�����T�
	��?� a ∈
k(x)× D*)%��	
���<���4 �� �� �&6������ au �"/ a ��	
���47�� ��� ���6 ��6 �(�-� 
����6 k(x) → k(u) Dn  
� ��$<�����%��/ p∗1(aρ)⊗ p∗2(µ) �<�W�� �� ��126 67�4������5/C�(�6

auψ : V → ���2� i+j(A⊗B)u
(V, (A ⊗B)u).

� � �� 
� ����67�k-����-m�4��=1� ��($����W/C�(l�"	21!��	
�?� b ∈ k(y)×
S +%�j�4��	
�4$&�
���k�� 
�"�

p∗1(< 1,−a1 > ⊗ . . .⊗ < 1,−an > ρ)⊗ p∗2(< 1,−b1 > ⊗ . . .⊗ < 1,−bm > µ)

�<�B� �(�;�"$@��� < 1,−(a1)u > ⊗ . . .⊗ < 1,−(bm)u > ψ D

�l�'�4��$&$
�� 
�"�_/C��W�"	210���# ��'67� X +W�l 
�R9(�l� d �4#�=���4	�f �M�&���W�4��6 -�$������ �5���
	��&������	 Z D Q �

C(X,W ) : . . . // W r(Db
r(X))

drX // W r+1(Db
r+1(X)) // . . .

��	
��� ����6 -�$���� C(X, Id) N

. . . //
⊕

xr∈X(r)

Id−rfl (OX,xr) //
⊕

xr+1∈X(r+1)

Id−r−1
fl (OX,xr+1) // . . . .

n  
� �"Jm�,9��i-���(-;�A���&������	�����9��L�4N
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Corollary
P D � . �4/2 	�� * %�!2'��

? : C(X,W )× C(Y,W )→ C(X × Y,W )

�.��%�!2'& 9 �6*��7����+ r, s ∈ N � 	4� * %�!2'��

? : C(X, Ir)× C(Y, Is)→ C(X × Y, Ir+s).
� �,+ +W�!��	29��'�������(�"���7�� 
����4$<�,������	;�kJ;�4�=+%�'�4	 ? �"	;���� ������?>@�4��4	A���<�"$<� ��/%�� ����4��67f
-
$&���2�L�4D
Proposition

P D U . � �� ψ ∈ W j(Db
j(Y )) �  9 !2'&/ �./2���

dYj (ψ) = 0
� ��/26� �0/ 

�6*��.��*�,-�.�  �%����= �� ��� '@*��7�<!#�) 9

W i(Db
i (X))

diX //

(−1)jµψ

²²

W i+1(Db
i+1(X))

µψ

²²
W i+j(Db

i+j(X × Y ))
di+jX×Y

// W i+j+1(Db
i+j+1(X × Y )).

� � *=*�� � � ��� ϕ ∈W i(Db
i (X)) D � ��� Xi+1 J;�h�� ��h�����%�"/ -;�(�&	A�#�_�"/ X �"/O�4�2���&6 �4	;������	

≥ i+ 1
S
Yj+1 �� 
� ���4�h�"/ -m����	A�5�"/ Y ��/_��������67�'	
���&�(	 ≥ j + 1 �"	
� (X × Y )i+j+1�� �������� �"/ -m����	A�����"/ X × Y �"/ ��������6 �4	
������	 ≥ i + j + 1 D � 1 � �'6 6 � E D � � S

�� �� ����<�"	��(��$��"���L�T�4�"���'��������'� Db
i (X), Db

j(Y ) ��	
� Db
i+j(X × Y ) ���� ���4�
	��'���,9(�4

�� ��7���(-;�($&�(���<�4�"$ ��-
���4�'� X \ Xi+1
S
Y \ Yj+1 ��	
� (X × Y ) \ (X × Y )i+j+1 D � ���

α ∈ Symmi(Db(P(X))(i)) ��	
� β ∈ Symmj(Db(P(Y ))(j)) J;� ��126 6 ������<� -
���&#�
��4-
��L���'	(���&	
� ϕ �"	;� ψ D � 1:���4�
	��&������	 S +%�  
�R9(� �5�4� � ��� (α) ∈ Db(P(X))(i+1) S
�5�4� � ��� (β) ∈ Db(P(Y ))(j+1) ��	
� dβ ���3	
�4�������$ D � �.�<�3�'�(����$&1 ���'�4	 �� 
�"�
I���-�- (dp∗1α)∩ I2��-�- (dp∗2β) = ∅ �&	 �� ��B���(-;�($&�(���<�4��$���-
�(��� (X×Y )\ (X×Y )i+j+1 Dn  
�4����46 E D E�Q �&6 -�$��&�L� �� ;�,�

(−1)i+jd(p∗1α ? p
∗
2β) = (−1)idp∗1α ? p

∗
2β + (−1)jp∗1α ? dp

∗
2β.

� ����	�� n  ��'����46 E D �RQ�S +%�j���4�i�� ;�,�B+%�k 
�R9(�k�&	 W i+j(Db
i+j(X × Y )) �� 
�j���A�
�"$��&�=1

(−1)jdi+jX×Y (p∗1ϕ ? p
∗
2ψ) = p∗1d

i
X(ϕ) ? p∗2ψ.

n  
�k/C��$�$&�,+B��	�� �������$�$<�"�17�<�B�(JA92�����
�'D
Corollary

P D � . � �� ψ ∈ Im(Db
j(Y )) �  9 !2'@/ �0/ ���

dYj (ψ) = 0
� �4/26� �0/ 

�6*��.��*�,-�.�  �%����= �� ��� '@*��7�<!#�) 9
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� V

Ip(Db
i (X))

diX //

(−1)jµψ

²²

Ip−1(Db
i+1(X))

µψ

²²
Ip+m(Db

i+j(X × Y ))
di+jX×Y

// Ip+m−1(Db
i+j+1(X × Y )).

���!	��,+  
�R9(�7���T���L�"$%+B�?�� �� �� ����6 -�$������&	 G �&$�	��� [ f �� ��4�(�1(D � ��� C(X,KM
r )
S

C(Y,KM
s ) �"	
� C(X×Y,KM

r+s) J;�W�� ��B����6 -�$������L� ��	 G �&$�	��( [ fg�� 
�4���1j���������4���"���'���� X,Y �"	;� X × Y D�� 	 	 �B� 
gS �� �� �"���� ��(l�����
	
�'�l�7-�������
���
¯ : C(X,KM

r )i × C(Y,KM
s )j → C(X × Y,KM

r+s)
i+j

�(�O/C�($&$��,+l�'N � ��� u ∈ (X×Y )(i+j) S x ∈ X(i) S y ∈ Y (j) J;� ���
�# j�� ;�,� x ��	
� y �"�� �� ��
-
���K=�'�����&�(	
�Y�"/ u D � ��� ρ = {a1, . . . , ar−i} ∈ KM

r−i(k(x)) ��	
� µ = {b1, . . . , bs−j} ∈
KM
s−j(k(y)) D n  
�4	

(ρ¯ µ)u = l((k(x)⊗k k(y))u){(a1)u, . . . , (ad−i)u, (b1)u, . . . , (bs−j)u}
+B 
�4��k�� �� (al)u �"	
� (bt)u ����k�� ��j�&6������'�l�"/Y�� �� al �"	;� bt ��	
���4l�� ��j��	
��$��
���&�(	
�
k(x) → k(u) ��	
� k(y) → k(u)

S �"	;� l((k(x) ⊗k k(y))u) �<� �� 
� $&�'	��"�� ��/h�� ��
6 ������$�� k(x)⊗k k(y) $����4�"$����4�'����	 u D
Lemma

P D V . � *�� ����+ ρ ∈ C(X,KM
r )i

����%
µ ∈ C(Y,KM

s )j
,  / � � 

d(ρ¯ µ) = d(ρ)¯ µ+ (−1)jρ¯ d(µ).
� � *=*�� � I��4� 	 �B� 
 SO�4P D P;S - Z V � D
Corollary

P D �'F . � 6� µ ∈ C(Y,KM
s )j �  9 !2'&/>�0/ ��� dµ = 0

� ��/26���./2 �6*��.��*�,-�.�  
%����� "� ��� '&*��<�<!#�$ 9��

C(X,KM
r )i

diX //

¯µ
²²

C(X,KM
r )i+1

¯µ
²²

C(X × Y,KM
r+s)

i+j

di+jX×Y

// C(X × Y,KM
r+s)

i+j+1.

� � *=*�� � `5J292�����
�'D
� �,+ +W�j����6 -
����i�� ��j-���2���
���#� ? ��	
� ¯ D
Proposition

P D ��� . ��/ ��6*��.��*�,-�.�� �%����� "� ��� '&*��<�<!#�$ 9��

C(X,KM
r )i × C(Y,KM

s )j
¯ //

s(r−i)×s(s−j)
²²

C(X × Y,KM
r+s)

i+j

s(r+s−i−j)

²²
C(X, I

r
)i × C(Y, I

s
)j ?

// C(X × Y, Ir+s)i+j .
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� � *=*�� � � ��� {a1, . . . , ar−i} ∈ KM
r−i(k(x)) ��	
� {b1, . . . , bs−j} ∈ KM

s−j(k(y)) D � �4�
ρ′ Jm� � ��126 6 ������<�5�<����6 ���-� ��<��6

ρ′ : k(x)→ ���2� iOX,x(k(x),OX,x)

��	
� µ′ � ��126 6 ������<�i������6 ���-� ��<��6
µ′ : k(y)→ ���2� jOY,y (k(y),OY,y).

���j�� ��4	� 
�R9(� s(r−i)({a1, . . . , ar−i}) =< 1,−a1 > ⊗ . . .⊗ < 1,−ar−i > ρ′ := ρ
��	
� s(s−j)({b1, . . . , bs−j}) =< 1,−b1 > ⊗ . . .⊗ < 1,−bs−j > µ′ := µ D )% ��2�(���
��-;�(�&	A� u �&	 (X × Y )(i+j) $�12�&	����,9��' x ��	
� y D n  ��!-���2�"/B�"/l]_���-m�(���&������	 P D Q
�� ��,+l�W�� 
�,�

(ρ ? µ)u = s(r+s−i−j)({(a1)u, . . . , (ar−i)u, (b1)u, . . . , (bs−j)u})ϕ

+B 
�4�� ϕ : M → ���2� i+jOX×Y,u(M,OX×Y,u) ���0� ��126 6 ������<� ������6 ���-� ��<��6 �"	;� M
�<� � k(u) f 9��'�����(0��-
���4��D � ���!����6 k(u)M ≡ l((k(x) ⊗ k(y))u) (mod 2) +B ��4�� l
���4	������'�W�� ��j$��4	����� OD I2� +W�j 
�R9��i��	 C(X × Y, Ir+s)i+j �� ��j���A�
��$&�&�=1

(ρ ? µ)u = s(r+s−i−j)({(a1)u, . . . , (ar−i)u, (b1)u, . . . , (bs−j)u})l((k(x)⊗ k(y))u).

n  
�j����� A�l 
��	
�����4�6p�<�B� �(�;�"$@��� s(r+s−i−j)({a1, . . . , ar−i} ¯ {b1, . . . , bs−j}) JA1
�����
	��&������	 D
Corollary

P D �LE . ��/ 
	4� * %�!2'�� 9
? : C(X, Ir)× C(Y, Is)→ C(X × Y, Ir+s)

���4%

¯ : C(X,KM
r )× C(Y,KM

s )→ C(X × Y,KM
r+s) "����<� 	4� * %�!2'��

¦ : C(X,Gr)× C(Y,Gs)→ C(X × Y,Gr+s).

Corollary
P D �'Z . � �� µ ∈ C(Y,Gs)j 9 !2'@/ �./2���

diY µ = 0
� ��/26�

µ
�.�4%�!2'& 9 �

	�� * %�!2'��

�

¦ µ : H i(C(X,Gr))→ H i+j(C(X × Y,Gr+s)).
� � *=*�� �hn  
��� �7���&��'���W�4��	
�����A���'	
���5�"/ ]_���-m�(���&������	 P D �(��S )%�����$�$����1 P D � ��	
� )%�(��($?f
$<�"�1 P D �LF D
� ���2�l+W�i ;�R9��i�����# ��L�#e��� 
�"� � ¦ µ ���B+W�4$�$O���4�
	��'� �(	��� �� ���( ���6 ��$���1!�4$��(���W��/ µ D
Lemma

P D �4P . � 6� γ ∈ C(Y,Gs)j−1 ����%
µ = dj−1

Y γ
� ��/ ��

�

¦ µ = 0
�



The oriented Chow ring
E��

� � *=*�� � I���-�-m�(��� �� 
�,� α ���k���
�# �� ;�,� diXα = 0 D � 1�)%�(��($&$<�"����'� P D ���"	
� P D �'F +W�
 ;�R9����
- ��� ������	
� di+j−1

X×Y (α ¦ γ) = α ¦ dj−1γ = α ¦ µ D3I2� α ¦ µ �<�7�����9A�<�"$ ��	
H i+j(C(X × Y,Gr+s)) D
X ��	
�"$�$�1mN
Theorem

P D �LQ . � �� X ����%
Y �  9 ��* *��0/ 9 '&/ ��� 9 � �4/26� �6*������2+

i, j, r, s ∈ N�0/  	4�@*=%�!2'6�

¦ : C(X,Gr)× C(Y,Gs)→ C(X × Y,Gr+s)
�.��%�!2'& 9 ���?@�A�$�����*��:	�� *=%�!2'6�

× : H i(C(X,Gr))×Hj(C(Y,Gs))→ H i+j(C(X × Y,Gr+s)).
n  
���W���2���4��&�(%-�������
���W�4��	���$���� Jm�i�����
	��L�!+B�&�� ����(67-
$&���2�L�_�=+B�<�����'��J21��&	29��'����&J
$&�
6 ������$��'�'D
Theorem

P D � � . � 6� X ���4%
Y �  9 �>* *��0/ 9 '&/ ��� 9 � � 6� L ����%

N � <�.� � ����C� � ����* %�!#�� 9 *���6� X ���4%
Y

�  9 	2&'6������6�3+ � � *�� ���2+ i, j, r, s ∈ N 	��./2 	2���.���.�  

¦ : C(X,Gr, L)× C(Y,Gs, N)→ C(X × Y,Gr+s, p∗1L⊗ p∗2N)
�.��%�!2'& 9 ���?@�A�$�����*��:	�� *=%�!2'6�

× : H i(C(X,Gr , L))×Hj(C(Y,Gs, N))→ H i+j(C(X ×Y,Gr+s, p∗1L⊗ p∗2N)).

� � *=*�� � � ��/ �B��� �� ��j��'�(���4LD
� / i = d �"	
� j = s

S +%�k�(J������&	��� ��k/C�($&$��,+B��	����������$�$<�"�1mN
Corollary

P D �,U . � 6� X ����%
Y �  9 ��* *��0/ 9 '&/ ��� 9 � ��/ �� �6*�� ����+

i, j ∈ N �0/ 
	�� * %�!2'��

¦ : C(X,Gr)× C(Y,Gs)→ C(X × Y,Gr+s)
 "���� 9 ���?@�"�)�����*��:	4�@*=%�!2'6�

× : C̃H
i
(X)× C̃Hj

(Y )→ C̃H
i+j

(X × Y ).
� ���2�l+W�i-
��,9(�i����6 �k-����-m�4������'� �"/ �� ��<�B���A���4��&�( -�������;���'N
Proposition

P D � � . ��/ < �A�)6����*��:	4� * %�!2'�� × � 9 � 9@9 * '6�����C���� �
� � *=*�� � � �h�4$&�L�"�$&1���� � �4�'�W��� -���,9��5�� ;�,�B�� 
�j���2���'����� -�������
���#� ? �"	
� ¯ ����j�������"f
�4���"����9��(D X �( ? �� ��<� �<� �4$&�L�"jJm�'�4���
�����"/W�� ����(���������<�,���&92�&�=1��"/W�� ��!���4	;���(j-�������;���
� ��- �����<���(6 ���-� ��<��6 � D X �� �� 
� ���L����	;� S ���'� � �4P D E � ��	 	 �l� 
 D
� �,+ +W�����'��$Y+B�&�� ��� ��!���(6760�����"����92�?�=1(D � ��� X ��	
� Y Jm�!��6 �2�"�� ����# ��'67�L�k�"	
�
$���� τ : X × Y → Y ×X J;�k�� �� �
��-OD_���j 
�R9��(N
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Lemma
P D � V . � �� µ ∈ H i(C(X,KM

r ))
���4%

η ∈ Hj(C(Y,KM
s ))

� ��/ ��1,  /2����
τ∗(η ¯ µ) = (−1)(r−i)(s−j)(µ¯ η)

�
� � *=*�� �hn  
���B�<�B��$��'�� /C��(6 �� 
� �����
	
�?���&�(	OD
Lemma

P D E�F . � �� µ ∈ H i(C(X, Ir))
����%

η ∈ Hj(C(Y, Is))
� �4/26� , �/2����

τ∗(η ? µ) = (−1)ij(µ ? η)
�

� � *=*�� � � �!�<� ��$��'��7J21:�� �� ��e(�4+ f ���(6760�����"����92�?�=1 �"/5�� �� -
������
���7��/5�M�&���!�(��(��-
�
� 	 d � 
 S
n  ��4�(��'6 E D V � D
� 6������� P D E���� `h/5�4����#��� S �� ������������4���"����9A�&�=1���	
�:�� ����"	A���<���(6760�����"����92�?�=1��"/B�� ��
���2���4����� -���2���
���h����k�"$<���7������i/C�( �� ��k�=+B�<�=���'� -�������
���B��/ n  ��'����46 P D � ��D

5 Intersection with a smooth subscheme

5.1 The oriented Gysin map
n  
�!���A�"$ �"/ �� ����0���L�����&�(	��<�k���T�����;	���/C��0�"	21T��$��(���'���'6 Jm�'������	�� i : Y → X �"/
��6 �2�"�� ���# ��46 �'� ��	0�(����4	A���'� d 12����	06��"- i! : Hr(C(X,Gj))→ Hr(C(Y,Gj)) D � 	
�(����4Y���k�����;	��B���
�# �56 ��- S +W�B��$��&�( A��$�1 ������-�� �� ��B�<���'�(� ��/ �B�A�=� � 	 �B� 
gS -;�"#�"��#�"-
 �(� � DX ������0+W�!J�������
1 ��'�4��$&$ �� ���-����-m�4������'� ��/ �� �������/C�(�6��"������	 ������ �� 	����6��"$ �4��	��(DX ��567�(��0�����#�"��$�� S ���4� 	 X � 
 � �# 
�"-����4 Q � �( 	 �B� 
 � �# 
��-����' �LF � D � ��� Y J;�0����$��(���'�
����J
���# ��'67�i�"/ �0��6 �2�"�� ���# 
�46 � X D n  
�4	��� ��'��i���B�7��67�2���� ����# ��'67� D(X,Y )

S �
�4$&�A���L�j��6 Jm�'������	�� j : Y ×A1 ↪→ D(X,Y ) �"	;� � �;�"�Y6 �(�-� 
����6 ρ : D(X,Y )→ A1

���
�# ��� 
�"�B�� ��k/C�($&$��,+B��	�����������#�"6 �4��6 6 �����'�

Y × A1
j //

pr
%%LLLLLLLLLLL D(X,Y )

ρ

²²
A1

��	
�
� � � ρ−1(A1−0) = X× (A1−0) �"	;� �� ��l��'���������������	 �"/ j ���_�� ��h�4$&�A���L�7�&60J;�L������	��

i× 1 : Y × (A1 − 0) ↪→ X × (A1 − 0) D
� E � ρ−1(0) = NYX

S +B ��4�� NYX �<� �� �� 	����6��"$%�4��	������ Y ��	 X �"	;� �� �� ���f
����������4����	���/ j ���W�� ��j�460J;�L������	��!���%�� �� �4�'������'�����&�(	 s0 : Y → NYX

n  
�7���# ��46 � D(X,Y ) �4�"	TJ;�7��J��#�"��	��'�T���h/C��$�$&�,+l�'N5)%��	
���<���45�� ��7J�$��,+ fg�
- M �"/
X × A1 �"$���	
� Y × 0 �"	
�T�� ���J
$&�,+ f ��- X̃ ��/ X × 0 ��$&�(	�� Y × 0 D n  ��'	:�����
	
�
D(X,Y ) ��� Jm� M \ X̃ D
� / Y �<�_��6 �2�"�� 0��	��j��6 �2�"�� 7���# ��'67� X S �� ��'	 �?�_�<� $��2�'�"$�$&1 �"/ ����6 -�$������B�&	A���4#���L��������	
��	
� NYX �<� �h9(�'������ J���	;��$&�B�,9(�4 Y �"/;#�"	
e ���&6 (X)− ���&6 (Y ) D G ����4�,9��' S NYX�<�h)W�"������4B����92������B�(	 D(X,Y ) D ��� ���4	������kJ21 L(N) �� �� �(���������<�,���'�!$���	��kJ���	
��$���D� ����#�"���� A�B���(67-
�����"������	 �� 
�,+l� �� 
�,�B�� ��j��'���������������	���/ L(N) ��� NYX �<�W����&92�<�"$gD
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E�Z

� ��� U = A1 − 0 �"	
���4��	
�������4W�� ��k/C�(�6
< 1,−t >: O2

U → O2
U

��	 W 0(Db(U)) D � �,+ $&�4� X J;��� ��6 �2�"�� *���# ��'6 �!�"	
� ���(	
�������'j�� 
�!-���"K=�'��������	
η : X × U → U D n  
�4	 η∗(< 1,−t >) ∈ W 0(Db(X × U)) �"	;��+W�7��$��������'	��"���
�&�kJA1 < 1,−t > DjI2��	
��� �� �� ����-�-m����5�"/ �� ��<�h/C�(�6 �<� X × U S �� �� ���4	
����i-�������
���
�(�&9(�'� �7/C��	
�����(

< 1,−t > ⊗ � : Db
i (X × U)→ Db

i (X × U).
� ����	�� �� ��k/ �����B�� 
�"� < 1,−t > ���l��126 67�4������ S +W�k���4�i�� 
�,�l�� ��<� /C��	
������B�<�l���;�"$��?�=1
-
��L���'�92��	���� ���4� 	 d � 
 S �5���
	
�?���&�(	 � D �i��	
� � �'676�� � D �'P � �"	;� �� ��4���/C�(�� ��	
���
�4�'� /C�(
��	21 i �7 ���6 �(67�(�-
 �����6

< 1,−t > ⊗ � : W i(Db
i (X × U))→W i(Db

i (X × U)).
X �� ���(6 �5���&�(	���'������	;� �� 
�"�W+B��$�$mJm�k6������i��$��'�"��4%�&	 � �'676�� Q D �'F
S +W�5+B��$&$@��	!/ �(���
�4��	
���<���4 /C�(l�"	21 i �� ��j ���6 �(67�(�-
 �����6

mt : W i(Db
i (X × U))→W i(Db

i (X × U))

�����
	��L� JA1 mt(α) = (−1)i+1 < 1,−t > ⊗α D
Lemma

Q D � . � *�� ����+ i, j ∈ N �./2
/ *���*���*���	2/ � 9 � mt
�.�4%�!2'& 9 � / *��>*��>*���	 / � 9 �

Ij(Db
i (X × U))→ Ij+1(Db

i (X × U))
���4% �./2 �6*��.��*�,-�.�  �%����� "� ��� '@*��7�<!#�) 9

Ij(Db
i (X × U))

di //

−mt
²²

Ij−1(Db
i+1(X × U))

mt

²²
Ij+1(Db

i (X × U))
di

// Ij(Db
i+1(X × U)).

� � *=*�� �hn  
�5�;���� �(�����4�������	����B�4$&�L�"LD � �,+ < 1,−t > �<�B�0��$���J
��$m�<����6 ���-� ��<��6 ��	
�
+W���4��	��
��� n  ��4�(��'6 E D �'F �&	 	 d � 
 � �� n  ��'����46 E D E�Q ��	��� �� -���'���4	A�j-
�"-m�4 � ���
���4�i�� 
�,�

di(< 1,−t > ⊗α) =< 1,−t > ⊗diα
/C�( �"	21 α ∈ Ij(Db

i (X×U)) D n  ��B�
#��� ���4�6 ��� (−1)i+1di(mt(α)) �"	
�0�� ��5���'�4��	
�
�(	��k��� (−1)i+2mt(d

iα) D
� �,+*���(	
���<���' t ∈ O∗X×U D X �� �"	21 i ��	
� �"	21 x ∈ X×U S +W�  
�R9(� �l60��$?���&-
$&�<�4�"������	J21 t N

nt : KM
i (k(x))→ KM

i+1(k(x))

�����
	��L� JA1 nt({a1, . . . , ai}) = {t, a1, . . . , ai} D
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Lemma
Q D E . �

*�� ����+
i, j ∈ N �./2 �6*��.��*�,-�.�  �%����= �� ��� '@*��7�<!#�) 9

C(X,KM
j )i

di //

−nt
²²

C(X,KM
j )i+1

nt

²²
C(X,KM

j+1)i
di

// C(X,KM
j+1)i+1.

� � *=*�� � I��4� 	 �B� 
 S ]_���-m�(���?���&�(	 P D �
D
Corollary-Definition

Q D Z . ��/  / *���*���*���	2/ � 9 � 9 mt
����%

nt
�.�4%�!2'@��6*�� ���2+

i, j ∈ N �>/ *��>*��>*���	 /#� 9 �

{t} : H i(C(X × U,Gj))→ H i(C(X × U,Gj+1)).

� 7'&���.� �./#� 9 / *���*���*���	2/ � 9 � 60��$&����-�$&�<�4�"������	�J21 t �
� � *=*�� � � �B��� � ���'� ���7�� 
�,+ �� 
�,� mt �"	
� nt �(�&9(�l�� 
�5���"6 �h�(-;�'��"������	���	 C(X, I

j
) D

� �l�<�l����#�"���� A��/C�(�+ �"#� D
���j+B��$&$O	
�4�'���� ��i/C��$�$&�,+B��	�� $&�'6 6 �
N
Lemma

Q D P . � �� f : X → Y � <� � ��� ��*���	 /#� 9 � * � 9 ��*=*��./ 9 '@/26�� 9 � ��/ �� �6*��
���2+

i, j
�0/ ��6*��.��*�,-�.�� �%����= ��@��� '&*��<�7!#�) 9

H i(C(Y × U,Gj)) {t} //

(f×1)∗

²²

H i(C(Y × U,Gj+1))

(f×1)∗

²²
H i(C(X × U,Gj)) {t}

// H i(C(X × U,Gj+1)).

� � *=*�� �hX ������h�(J
���'�9(�i�� 
�"� (f × 1)∗(< 1,−t >) =< 1,−t > J21 �����
	
�?���&�(	OD n  ��4	
/C�(7��	21 α ∈ Ir(Db

i (X)) +%�� 
�R9�� (f × 1)∗(mtα) = mt((f × 1)∗α) � �
��� 	 d � 
 S
n  
�4����46 Z D P � D�`5	��� 
���"�� 
�4j 
��	
� S +W�� 
�R9(� (f × 1)∗(nt(α)) = nt((f × 1∗)α)
/C�( �"	21 α ∈ KM

r (k(y)) � 	 �B� 
gS � �46 6�� P D Z � D0]_��������	����� ����j�����(���� ��4 S +W�0�(���k�� ��
�4��	
�4$&�;������	OD
� ��� Y → X J;� � ��$��(���'���460J;�L������	�� �"/ ��6 �2�"�� ���# ��'67�L� �"	
�����(	
�������'W�� �� ���4/C���f
6��"������	 ��� �� ��5	����6��"$
�4��	��h��-
�(��� D(X,Y ) D n  ��4	 NYX �<� �7)W�"������4 ����92������%�"	
�
�&��� ����6 -�$��46 �'	(� ��	 D(X,Y ) ��� X×U DY���B 
�R9(�W�i$���	��i�����(���_��� �A���4	
�4�B�����������<�,���'�
��� �� ��<�W�����-�$&� � 	 X � 
 S )%�����$�$<�"�1 �LF D P D V � N

H i(C(D(X,Y ), Gj+1)) // H i(C(X × U,Gj+1))
∂ // H i+1

NYX
(C(D(X,Y ), Gj+1))

� �L�4�"�;���i�� 
�i��'������<��������	���� NYX �"/ �?�#�l���������4���"���'��$&��	��kJ���	;��$&�j�<� �����92����$ S +W�j�"$<���
 ;�R9��k�"	�������6 �(�-� 
����6 � �B�'6��"�e Z D Z�Z �
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E(Q

κ∗ : H i(C(NYX,G
j))→ H i+1

NYX
(C(D(X,Y ), Gj+1)).

� ��� q : NYX → Y �"	
� π : X × U → X Jm� �� 
��-����K=�'��������	
�k�"	;���4��	
�������4i�� ��
/C�($&$��,+B��	�������6 -m�(���?���&�(	ON

H i(C(X,Gj))

π∗

²²

//_________________ H i(C(Y,Gj))

H i(C(X × U,Gj)) {t}
// H i(C(X × U,Gj+1))

(κ∗)
−1∂

// H i(C(NYX,G
j)).

(q∗)−1

OO

Definition
Q D Q . � ��� Y J;������67�2���� ����J;���# ��'6 �7��/W� ��6 �2�"�� ����# ��'67� X +B�?�� 

��	
�4$&�
������	 i : Y → X D����!���'	��"���7J21 i! : Hr(C(X,Gj)) → Hr(C(Y,Gj)) �"	
�
�'�"$�$ *�������2�)&% � + 9 �.� ���@	 �� �� ���(67-m�(���&������	 (q∗)−1(κ∗)−1∂{t}π∗ D
� 6������� Q D � � � ��� i : Y → X J;� ���4$&�A���L����6 6 �4#������	��"/ ��67�2���� ���# 
�46 �'�B��	
��$&�4�
L J;�k�"	��&	29��'����&J
$&� OX 67�����
$&�(D n  
�4	�+W�h ;�R9��5� �=+B�������L��9��'�������	��"/ �� ��i����&�'	A���'�d 1����&	�6��"- N

i! : Hr(C(X,Gj , L))→ Hr(C(Y,Gj , i∗L)).

5.2 Functoriality

n  
� ���A�"$O��/ �� ��<�5���'��������	 �<�B����-���,9��k�� 
�,�l/C�(5��	A1 ��	
��$��
���&�(	
�l��/ ��6 �2�"�� ����# ��'6 �'�
Z

i // Y
j // X +%�j ;�R9�� (ji)! = i!j! D n  ��0�=����"���4�(1��<�B	����h	��4+jDW��� /C��$�$��,+

�� ��T����-;�A���&������	M��/j�� ������L��������	;� ���(Sj�LE ��	
� �'Z �&	 	 �B� 
 D X �������+W�T-���,9�� ����6 �
$��46 6����'N
Lemma

Q D U . � �� i : Y → X � �� '���* 9 &%��.�<��6� 9 ��*�� ����%
g : V → X � �� � ���

��*���	2/ � 9 � �<; *�� 9 ��%"�� �0/ ��6*��.��*�,-�.�� � � �  	4�@*=%�!2'6�

W
i′ //

g′

²²

V

g

²²
Y

i
// X.

��/26�1,  /2����
(g′)∗i! = (i′)!g∗

�
� � *=*�� � � ��� D(X,Y ) Jm�!�� 
������/C�(�6��"������	 ������ ��!	
���6 ��$ ���(	����(���������<�,���L����� i :
Y ↪→ X ��	
� D(V,W ) Jm� �� �������/C���6��,���&�(	 �(���������<�,���L�:��� i′ : W ↪→ V D � �4�
U = A1 − 0 D � �L�4���
��� ��/B�� ��!�
	��&9(�4#����$_-����-m�4������'�j��/BJ�$&�,+ f ��-
� S +W�����4���� 
�,� g
��	
� g′ ����9��!��6 ���-� ��<��6 D(g) : D(V,W ) → D(X,Y ) ���;�# ��� 
�,�j�� ���/C�($&$��,+B�&	
�
��������#�"6 ���(6 6 �����'�'N
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D(V,W )

D(g)

²²

V × U
g×1

²²

ι′oo

D(X,Y ) X × Uιoo

+B 
�4�� ι �"	;� ι′ ����5�� 
�j�&	
�4$&�;������	
�l�"/ �� ��j��'��-;�L������9��k�(-;�'	�����J
�����#�4D ��� �"$<���7�(���l�
6 �(�-� 
����6 N(g) : NWV → NYX ���
�# ��� ;�,�B�� 
�'���k��������#�"6�� ����6 60�����(N

NWV
q′ //

N(g)

²²

W

g′

²²
NYX q

// Y

NWV
κ′ //

N(g)

²²

D(V,W )

D(g)

²²
NYX κ

// D(X,Y ).

� �,+ �
���j]_���-m�(���?���&�(	
� Z D E �7�"	
� Z D Z�P
S � �'676�� Q D P �"	
���� 
� ��������#�"6

W

g′

²²

NWV
κ′ //

N(g)

²²

q′oo D(V,W )

D(g)

²²

V × U
g×1

²²

ι′oo π′ // V

g

²²
Y NYX κ

//
q

oo D(X,Y ) X × Uι
oo

π
// X

��� ���(	
��$��
��� � ��J
���4�9�� �� 
�,� D(g) ��	
� N(g) �"����;�"�!J;�L�4�"�;��� ��/ 	 �B� 
 S �B�'6 ���e�LF D � � D

Lemma
Q D � . � �� Z

i // Y
j // X � ��.��'6� ! 9 ��*�� 9 * � 9 ��* *��0/ 9 '&/ ��> 9 � ��/ �� , 

/2����1�.�4'��3! 9 ��*�� 9 a : NZY → NZX
	
c : i∗NYX → NYX

���4% � 9 *���*���	 /#� 9 � 9
N(i∗NYX)(NYX) ' NZY ⊕ i∗NYX ' N(NZY )(NZX).

� � *=*�� �hn  
� �
���� �=+%�j�(�����4�������	
� ����W�����9A�<�"$gD n  
�B��'$��"������	�� E D � � ��	 	 � � 
 �� ��,+l�Y�� ;�,�
+W�k 
�R9��j�'�"	��(	����'�"$@�<���(67�(�-
 �����6��

N(i∗NYX)(NYX) ' NZY ⊕ i∗NYX ' N(NZY )(NZX).

Lemma
Q D V . � 6� Z

i // Y
j // X � ?�.�4'��3! 9 ��*�� 9 * � 9 �>* *��0/ 9 '&/ ��� 9 � � 6� a :

NZY → NZX
	
c : i∗NYX → NYX � ��./2<�.�4'��3! 9 ��*�� 9 ���4%����4%

q : NYX → Y
	

r : NZX → Z
	
s1 : N(i∗NYX)(NYX) → i∗NYX

	
s2 : N(NZY )(NZX) → NZY�0/  	4�@*���&'6����*�� 9 � �4/26�1,  /2����

(s1)∗c!q∗j! = (s2)∗a!r∗(ji)!

� � *=*�� � )%�(	
�������'*�� ��\����/C���6��,���&�(	 ��� �� �� 	
���6 ��$��4��	��\��-
�(���L� D(Y, Z) ��	
�
D(X,Z) D � ����	����� �� �
	��&9(�4#����$O-����-m�4��=1���/ J�$&�,+ f ��-
� S +W� �(���5��6���- D(Y, Z) →
D(X,Z) ���
�# ��� 
�,�B�� ��k/C��$�$��,+B�&	�� ���<�"�(���6 ����6 60�����L�
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EAU

NZY
a //

²²

NZX

²²
D(Y, Z) // D(X,Z)

Y × U
j×1

//

OO

X × U

OO

+B 
�4��0�� ��7���(-�9(�4����<�4�"$ 6��"-;�j�"��0��	
��$��
���&�(	
�i�"/%�� ��������4�4-����&�(	
�"$Y�
Jm�4j��	��� ������4f
/C�(�6��"������	 ��� �� �� 	��(�6��"$ ��-
�(��� ��	
���� �� Jm�"�����(6 9(�4����<�4�"$ 6���-
�l�"��j��	
��$��
���&�(	
�B�"/
�(-;�'	 ����J;���4���'D � �l���l�'����1 ���!�# 
�'�#e��� 
�,�B�� �� 6��"- D(Y, Z)→ D(X,Z) ���h����$��(���'�
��6 6 �4#������	OD � �4� D(X,Y, Z) Jm�W�� �� ���4/C���6 �"������	 ���5�� ��W	����6��"$2���(	��W��-
�(���%�(���������&f
�"���L����� �� ��<� ��$��(���'����6 6 �4#������	OD � ����	�� �"�(���&	 �� ��i��	���9��4#���"$
-
��(-;�'��=1 �"/ J�$&�,+ f ��-
� S
+W�j���'�k�� 
�"� �� �� ��J;�,9(�i���<�"�(���6 ����9��L�B�7�����A���'	
���

D(NZX,NZY ) // D(X,Y, Z) D(X,Y )× Uoo

+B 
�4�� �� �� �;����i6���-T�<�i� ��$��(���'���&6 6 �4#������	��"	
���� ������'���(	
� �(	��0�<�k�"	���-m�4	T��67f
6 �'����&�(	OD3)%�(	
�������'0	
�,+ �� �����-
�(��� D(X,Y, Z) D ���  ;�R9�����	 �(-;�'	 ��6 6 �4#������	
D(X,Y, Z) → D(X,Z) × U �"	
�\�3��$��(���'�8�&6 6 �4#���&�(	 � ��� �� 
� ��-m�'���<�"$ �
J;�' �
ND(Y,Z)D(X,Z) → D(X,Y, Z) D � 	*/ �(��� S �� ��<�7�������'-�������	
��$ �;J;�'0�<� �<����6 ���-� ��<�
��� D(NYX, i

∗NYX) � ���4� 	 � � 
gS -;�"#�"��#�"-
 Z D E � D I2� +%�k���4�l����������#�"6

NYX
κ // D(X,Y ) X × Uιoo π // X

NYX × U κ //

π

OO

ι

²²

D(X,Y )× U

π

OO

ι

²²

X × U × U π //ιoo

π

OO

ι

²²

X × U

π

OO

ι

²²
D(NYX, i

∗NYX)
κ // D(X,Y, Z) D(X,Z)× Uιoo π // D(X,Z)

N(i∗NYX)NYX

κ

OO

κ
// D(NZX,NZY )

κ

OO

NZX × U

κ

OO

π
//

ι
oo NZX

κ

OO

+B 
�4����"$�$ �� ���$���	��'�0�"�������/C�(�6��"������	
�k������ ���	��(�6���$ ���(	�� S �� 
�!�
#�=� S �� ����� �"	
�
/C�(����� .���($&�
67	;�!�"�� �"$<���*���4/C���6��,������	;�7���:�� ���	��(�6��"$l�4��	��(D n  ��<����������#�"6b�<�
�4��6 6 �����,���&9(� � ���'� 	 � � 
gS -;�"#�"��#�"-
 Z D E � D n  ��W6 ��-
� κ ���4	������W�&	;��$��
������	;� ��/;��-m�'�4����$
�;J;�'�� S ι ���'	��"��� �� �� ��	
��$��
���&�(	
�h��/ �� ��7����6 -�$��46 �'	(�5�"/ �� 
�'���0��-;�L���<�"$O�;J;�'��5�"	
� π
���4	������l�� ��h-
���K=�'�����&�(	
�'D n  ��56��"- q∗j! �<� �(J������&	
�'��J21����(67-m�(����	��j�� 
�h��-m�4#�,���&�(	
�
� �&	 ���( ���6 �($&�(��1 � �"/_�� ��7���(-���,+ ��	
� s∗1b! ���i��J����"��	��L��J21�+%�(�e2��	���+B�&�� T�� ��7$&�4/ ��4��$���6 	OD_I2��67��$<�"�$&1 S r∗(ji)! ��	
� s∗2a! �"��5���'���
�4�'�!/C��(6 �� ��i����� A� ����$���6 	���	
� �� ��
Jm�"�����(6 ��,+jD � �,+ �"$�$ �� �� � �A�
����L�h�"-
-;�L�"��&	����&	 �� ��<�i��������#�"6 ����7���(6760�����"����9��
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� � �'676�� Z D Z"P � D � ����	��7�� ��<�l�"	;� � �46 6�� Q D P
S +%�j�(��� �� 
�j��L����$&�'D

Lemma
Q D �'F . � 6� V,X ����%

W �  9 �>* *��0/ 9 '&/ ��> 9 � ; *�� 9 ��%A6�1�./2 �6*��.��*�,-�.�  
'&*��7�<!#�$���C����<%����� "� ���

W
i //

p′ ÃÃBBBBBBBB V

p

²²
X

, /26�@
p, p′

���  � ��� ����%
i
� 9 ��'���* 9 &%��.�7��6� 9 ��*�� � ��! 	"	2* 9 7�0/ ��� �0/ >'&*�� 	 * 9 �.�C��*��

NWV →W → X
� 9 * � �0/  9 ���> � �����������<%��.�>�� 9 ��*�� � 9 π � ��/ ��

i!p∗ = (p′)∗
�

� � *=*�� � � ��� D(V,W ) Jm�B�� ��5���4/C���6��,������	 ���j�� 
�h	��(�6��"$;����	
�h���������4���"���'�0��� i ��	
�
b : D(V,W )→ V ×A1 J;�%�� ��WJ�$��,+ f ���,+B	i6���-OD ���% ;�R9�� �5����6 60�����"����9�� ���<�"�(���6

W NVW
κ //qoo D(V,W )

b // V × A1
p×1 // X × A1

V × U

ι

OO

V × U
p×1

//

ι

OO

π

²²

X × U
π′

²²

ι

OO

V p
// X.

� 1������
	��&������	 S i!p∗ = (q∗)−1(κ∗)−1∂{t}π∗p∗ D � ���&	
� � �46 6�� Z D E � S +W�k���4� i!p∗ =
(q∗)−1(κ∗)−1∂{t}(p× 1)∗(π′)∗ D � 1 Q D P
S �� ����l����9��'�

(q∗)−1(κ∗)
−1∂{t}(p× 1)∗(π′)∗ = (q∗)−1(κ∗)

−1∂(p× 1)∗{t}(π′)∗.
� ����	�� �B�46��"�e �'F D � ��	 	 �B� 
 S +%�����'� �� ;�,� f := (p × 1)b �<���;�"�'D ���� 
�R9����
�4��6 6 �����,���&9(�j��������#�"6

H i(C(X × A1, Gj)) //

f∗

²²

H i(C(X × U,Gj)) ∂′ //

(p×1)∗

²²

H i+1
X (C(X × A1, Gj)) //

f∗

²²
H i(C(D(V,W ), Gj)) // H i(C(V × U,Gj))

∂
// H i+1

NVW
(C(D(V,W ), Gj )) //

+B 
�4����� ����;����7$���	����<�0�� ���$����4�"$����'�,���&�(	:$&�(	������������7�����A���4	;���������������<�,���'� ������ ��
�����-�$�� (X × U,X × A1, X × 0) �"	;���� �� ���'���(	
��$&��	��j�<�W�� ��j�(	�� ���������4���"���'�!���7�� 
�
�����-�$�� (V × U,D(V,W ), NVW ) D n  
�4	

(q∗)−1(κ∗)
−1∂(p× 1)∗{t}(π′)∗ = (q∗)−1(κ∗)

−1f∗∂′{t}(π′)∗.
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E V

)%�(	
�������'B	����2� �� 
�k�
J���j-�������;���
NVW

κ //

p′q

²²

D(V,W )

f

²²
X

i0
// X ×A1

+B 
�4�� i0 : X → X×A1 �<� �� 
�l�&	;��$��
������	���	 0 D � ����	�� � �'6 6 � Z D Z�P
S +W�B�
	;�"$�$&1 �
	
�
i!p∗ = (p′)∗(i0)−1

∗ ∂′{t}(π′)∗ D � �h��46��"��	
� ������ ��,+ �� 
�,� (i0)−1
∗ ∂′{t}(π′)∗ = Id ���

�;	����� ��� ���-
��2�"/=D � �k�� 
��$&�'9��4$ ��/ G ��$�	��� K f �� ��4�(�1 S �� ��<�j�<� � �'676�� P D Q �&	 	 �B� 
 Dn  2�
�%+W�l��	�$�17 
�R9��B��� -���,9�� �� ��<� ��'����$&�%�,�%�� ��5$&�'9��4$m�"/@�� ��5�M�&���W�������-;�4D � �4� α ∈
W i(Db

i (X)) Jm�!���
�# ��� ;�,� dα = 0 ∈ W i+1(Db
i+1(X)) D � �,+ �5�4� � ��� ((π′)∗α) ∩

�5�4� � ��� (< 1,−t >) ��� � �4$&�A���L�.����J
�������"/ X × A1 �"/7��������67�'	
���&�(	 ≥ i + 2 Dn  
�4���/C����i+%� �'�"	 �
��� E D E(Q ���!����6 -������
(−1)id(< 1,−t > ⊗α) = d(< 1,−t >)⊗ α+ (−1)i < 1,−t > ⊗dα.

� � α �<�B� ��1���$�� S +W�k 
�R9�� dα = 0 �"	;�!�� ��4	
(−1)id(< 1,−t > ⊗α) = d(< 1,−t >)⊗ α = −dt⊗ α.

� 1������;	��?���&�(	��"/ mt
S +W�j�
	
� d(mt(α)) = dt ⊗ α D n  �� $<�,�����'h�<�l-���'�4�����4$�1 (i0)∗α

� ���'� 	 d � 
gS � �46 6�� E D � � D
� �,+ +W�k 
�R9��j�"$�$@�� 
�k���2��$<�W��� -���,9��5�� ��k/C�($&$��,+B��	��7�� ��'����46�N
Theorem

Q D ��� . � �� Z
i // Y

j // X � ��.��'6� ! 9 ��*�� 9 *�� 9 �>* *��0/ 9 '@/26�� 9 � ��/ ��
(ji)! = i!j! �
� � *=*�� � � ��� q : NYX → Y

S
p : NZY → Z �"	;� r : NZX → Z Jm�:�� 
�

-
���K=�'�����&�(	
�'D8)%��	
�������4���$������� �� -���"K=�L�����&�(	
� s1 : N(i∗NYX)(NYX) → i∗NYX
��	
� s2 : N(NZY )(NZX) → NZY D �5�4	������.J21 a : NZY → NZX �"	
�
c : i∗NYX → NYX �� 
�j�&	
�4$&�;������	
�'D ��� ��$����7 
�R9��j�0�
J���k-�������;���

i∗NYX
c //

q′

²²

NYX

q

²²
Z

i
// Y.

n  
�4	
(s1)∗(q′)∗i!j! = (s1)∗c!q∗j! = (s2)∗a!r∗(ji)! = (s2)∗p∗(ji)!

+B 
�4��k�� ��j�;����l���A�
��$&�&�=1��<�h���
�k��� � �46 6�� Q D U2S �� �� ���'���(	
� ���h�����j��� � �46 6�� Q D V
��	
���� ��i�� ���#�!��� � �46 6�� Q D �LF D � � (s2)∗p∗ ��	
���
�4�'� �"	�������6 �(�-� 
����6 �&	 ���( ���6 ��$&f
�(��1���	
� q′s1 = ps2

S +W�k���4�W�� ��j��'����$?�LD



Z(F
Jean Fasel

6 The ring structure

� ��� X Jm�j�0��6 �2�"�� ����# ��46 �k�"	
��$&�4� 4 : X → X ×X J;�i�� ��j���������(	
�"$m�&	;��$��
������	 DX ��l��	A1 i, j, r, s +W�k 
�R9��j��	����A���4��&�( -�������;����� n  
�4����46 P D �LQ �

H i(C(X,Gr))×Hj(C(X,Gs))→ H i+j(C(X ×X,Gr+s))

��	
���"	 ����&�'	A���'� d 1�����	 6 ��- � �����;	��?���&�(	 Q D Q �

4! : H i+j(C(X ×X,Gr+s))→ H i+j(C(X,Gr+s)).

Definition �
D � . ��� ���4	������jJ21 · �� ��j���(67-m�(���&������	 4! ◦ × D
� 6�������

�
D E�� � / X �<�0����6 �2�"�� ���# ��'6 ���"	;� L,N �"�����	A9(�4�����J�$�� OX fg6 ������$��'� S
�� ��4	��
����	�� n  ��4�(��'6 P D � �7�"	
���B�'6��"�e Q D �0+W�j���'�i�� 
�"�B�� ��'��j�<�B�7-�������;���

· : H i(C(X,Gi, L))×Hj(C(X,Gj , N))→ H i+j(C(X,Gi+j , L⊗N)).

� 6�������
��D Z�� � 	 -
��������4��$��� S +W�k 
�R9��5/C��l��	21 i, r ∈ N � -
������
���
· : H i(C(X,Gi))×Hj(C(X,Gj))→ H i+j(C(X,Gi+j))

+B 
���# �J21����4�
	��&������	����B�7-�������
��� C̃H i
(X)× C̃Hj

(X)→ C̃H
i+j

(X) D
� 6�������

��D P4� � �_���%��$��'�� /C��(6 ���
_����	;�=����
��������	0�� 
�"� +W�l�"$<���j�4��	������
	
�l�k-�������;���
· : H i(C(X,KM

r ))×Hj(C(X,KM
s ))→ H i+j(C(X,KM

r+s)).n  
��� -�������
��� �4����	
���<���i+B�?�� ��� ��k��	��k�����;	��'��J21 �B�(����� 	 �l� 
 S �# 
�"-����4 �4P � ��	
���� ��
	;�,���
���$ -����K=�'��������	
� π : C(X,Gp)→ C(X,KM

p ) ����9��j� ���(6 6 ���#�,����9��j���<�"�(���6
H i(C(X,Gr))×Hj(C(X,Gs))

· //

π×π
²²

H i+j(C(X,Gr+s))

π

²²
H i(C(X,KM

r ))×Hj(C(X,KM
s )) ·

// H i+j(C(X,KM
r+s)).

� 6�������
��D Q2� `5�
 ���'�# 
	�� �A���j-
��,92�<���'� �"$<��� � -
������
���B��	 �� �� �4�� ��(6 ��$�����1���/ �� ��d �'������'	�f �M�?���h����6 -�$������"/ �7���# ��'67�(D n  
�,�l�<� S +W�k 
�R9��j�7-�������
���
· : H i(C(X,W ))×Hj(C(X,W ))→ H i+j(C(X,W )).

� �,+ +W�k-���,9(�h�� �� �������2�4���"����92�?�=1���/ �� ��j-���2���
���B+W�i ;�R9��j�����;	��'� D
Proposition ��D � . �4/2
	4� * %�!2'�� · � 9 � 9&9 *='����������  �
� � *=*�� �hX ������0	
�"������ 
�"� �� ������2���4����� -�������
���0�<�0�(���������<�,����9�� � ]_���-m�(���?���&�(	 P D � � � D
��� ���(	
�������' �� ��i/C�($&$��,+B�&	
�0�;J���k-�������
���h��������#�"6
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Z
�

X
4 //

4
²²

X ×X
1×4
²²

X ×X 4×1
// X ×X ×X.

��� ���4� �� 
�,� ((1×4)4)! = ((4×1)4)! D n  ��'����46 Q D �(� �� ��,+l�m�� 
�,� +%�  
�R9(� �&	k/ �(���
4!(1×4)! = 4!(4×1)! D_I2��	
�4� (1×4)! �<�_��$��'���$�1 1×4! �"	;� (4×1)! = 4!×1

S
�� �� �������2�4���"����92�?�=1��<� -���,9��'�OD
� 6�������

��D U � � 	 ���4	
�4#�"$ S �� ���-�������
���k�<�j	���� ����6 60�����"����9���D n  ��<�k�<�j����� ��� �� ��
/ �(��� �� ;�,� × ��	
� ? ��� 	��"�l���(6 6 �����5+B�&�� �� 
� �;�&- τ : X ×X → X ×X � ���'� P D � V
��	
� P D E"F � D G ����4�,9(�4 S �� ��j-���2���
���l�<�B	����B��	A���<����6 60�����"����9��kJ;�L�4���
���i�� �� ������	;� �&	P D � Vk�"	
� P D E"F �"�� 	��"� �4��6 -
�"����J�$&�(D �h�,+%�'9��' S $���� α ∈ C̃H i

(X) �"	
� β ∈ C̃Hj
(X) Dn  
�4	 α · β �<�5��	��4$��46 �'	(�i�"/ C̃H i+j

(X) �"	
� �<�l�� ��4���/C�(��0��'-���'���4	A���L��JA1 ������6∑
(Ps, ψs) ∈

[ �' (di+j) +B ��'��
di+j : GW i+j(Db

i+j(X))→ W i+j+1(Db
i+j+1(X))

� ���'���B�'6 ���e Z D E"Z � D � ����	�� P D � V ��	
� P D E"F
S +%� ���4�k�� 
�,� β · α =
∑

(Ps, (−1)ijψs) DX ��l�76 ����k-���L���<���j�����"���46 �'	(� S �� ��j��'�(���4 �<�B���/C�4���'����� n  ��4�(��'6 U D ��D
� �,+H��'6��"�e!�� ;�,�h�� ��4�� �<�i���4��	���	
���'�"$ �4$��(��� 1X �&	 C̃H0

(X) �(�&9(�4	 J21��� ��0��1267f
6 �4������i/C�(�6 < 1 > ��	 GW (k(X)) D
Proposition ��D � . �4/2>'6��� 9&9 1X

� 9 ������&� ���4% ���  /#�B!#���.� �6*�� �./2 	�� *=%�!2'6� · �
� � *=*�� � � ��� p2 : X×X → X Jm� �� 
� ���'�4��	
� -���"K=�'��������	7�"	
�0����	;���<���4Y�� ��W/C��$�$&�,+B��	��
�4��6 6 �����,���&9(�j��������#�"6

X
4 //

Id ##GGGGGGGGG X ×X
p2

²²
X.

� 1 � �46 6�� Q D �'F
S +%�H���4�\�� 
�"� 4!(p2)∗ = (Id)∗ = Id D )%��	
���<���4 µ ∈
H i(C(X,Gj)) D � � ���Y��$��'��O�� ;�,� 1X×µ = (p2)∗(µ) ��	
�k�� 
�4	 1X ·µ = µ D �B�'-�$��(����	��
p2 J21 p1 �� ��,+l�%�� 
�"� 1X �<�l�"$<���7�7��&�( (�B��	
�?�LD
�h�4	
�4�j+%�k 
�R9(��N
Theorem ��D V . � �� X �  � 9 �>* *��0/ 9 '@/26�� ���4% ��6� C̃H∗(X) � 
�./2 �$*��$���2*�������2�)&%; /2*�,  "� *�! 	 *��

X
� ��/26� �0/  	4� * %�!2'�� · �C!#��� 9 C̃H∗(X)

�.���$* �  �� �A%"&% � 9&9 * '���������� ���.�  ,-�.�0/(!#���.� �
n �"e2��	��7�� ��k�=+B�<����� ��	(�������4�4����	A� S +%�k���4�B�� ��k/C�($&$��,+B��	�� �� ��4�(��'6�N
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Theorem �
D �LF . � 6� X � �� 9 ��*=*��./ 9 '&/ �������4%��56� ⊕

L∈ ����� (X)/2

C̃H
∗
(X,L) � 

�0/  �)*��)���2��,-� 9 �$&%7*�������2�)@% ; / *�,1 ��@*�! 	 * �
X
� �4/26���0/ �	4� * %�!2'�� · ��!#��� 9 �./#� 9  �� *�! 	�.���$*��  "� �"%A&%�� 9@9 * '6�����C����<���.�� ,-�.�0/(!#�2�.� �

Definition ��D ��� . � ��� X J;�k� ��6 �A���� ����# ��'67�(D ���k�4�"$�$ *�������2�)@% ; /2*�, ���.�� �� ��
���	�� C̃H∗(X) �"	;� ��,-� 9 �)&% *�����6���$&% ; /2*�, ���.�  �� ��j���	�� ⊕

L∈ ��� � (X)/2

C̃H
∗
(X,L) D

n  
�k/C��$�$&�,+B��	��7-���(-;�A���&������	 �<� ��J292�&�(�
�4N
Proposition ��D �LE . � 6� X � �� 9 �>* *��0/ 9 '@/26�� � ��/ �� �./2�������!#� ��� / *��>*��>*�� 8	2/ � 9 � C̃H

∗
(X)→ CH∗(X)

� 9 �����.�  </2*���*���*���	 /#� 9 � �
� 6�������

�
D �LZ��5n  ��0���"6 � 6 �4�� ������k�� ��,+\�� 
�"�5�� ��0-
������
���5��/ �B�46����e ��D Q �(�&9(�'�
����#�����'���(���������<�,����9��0�"	A���<���(6760�����"����9��0���	����=����
��������7��	��� ��0���"�#�"$ ���( ���6 �($&�(��1
�(��(��- H∗(C(X,W )) �"/Y�� �� d �'������'	�f �M�?���B�4��6 -�$������(���������<�,���'����� X D

7 Basic properties

���k�
#�=�l�� ��,+.�� 
�,�B�� ��j������4	A���L��)% ��,+ ���	�� ���h� /C�
	
�����������$O����	;�=����
��������	OD
Definition

U D � . � �4� X ��	
� Y Jm�B��6 �2�"�� 0���# ��46 �'� ��	
� f : X → Y �56 ���-� ��<��6�D
)%�(	
�������' �� ��j�(���-� �6 �(�-� 
����6 γf : X → X × Y D ��� ���4�
	��

f ! : C̃H
∗
(Y )→ C̃H

∗
(X)

J21 f !(y) = γ!
f (1X × y) /C�(l�"	21 y ∈ C̃H∗(Y ) D

Proposition
U D E . ��/  �>�&	

f ! : C̃H
∗
(Y ) → C̃H

∗
(X)

� 9 � ���.�  ?/2*���*���*�� 8	2/ � 9 � �
� � *=*�� � ���W��	�$�15 ;�R9�� ���5�# ��L�#eh�� 
�,� f !(y·z) = f !(y)·f !(z) /C�� �"	21 y, z ∈ C̃H∗(Y ) D
)%�(	
�������' �� ��k/C�($&$��,+B��	��7�4��6 6 �����,���&9(�j��������#�"6�N

X
γf //

4X
²²

X × Y
4X×Y
²²

X ×X
γf×γf

// (X × Y )× (X × Y ).

n  
�4����46 Q D ��� �� ��,+l�Y�� 
�"� γ!
f4!

X×Y = 4!
X(γf ×γf )! D � -�-
$&12��	��j�� 
���_���k�� 
�h��1���$��

1X × y × 1X × z
S +W�j��J��#�"��	��� ��j��'����$?�LD

� 6������� U D Z4� n  �� -���(-;�A���&������	k�� ��,+l�@�� ;�,� C̃H∗( � ) ��� � /C��	
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