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Aufgabe 1
Seien M = {v1, . . . , vn} ⊂ Qn und b ∈ Qn gegeben. Interpretieren und beweisen Sie: Aus
b ∈ 〈M〉R folgt b ∈ 〈M〉Q.

Hinweis. Hier ist 〈M〉R ⊂ Rn die R-lineare Hülle von M ⊂ Rn gemeint. Übersetzen Sie die
zu beweisende Aussage in die Sprache der linearen Gleichungssysteme.

(4 Punkte)

Aufgabe 2
(a) Zeigen Sie, dass die Teilmenge K := {a + b

√
2 | a, b ∈ Q} ⊂ R bezüglich der von R

geerbten Verknüpfungen + und · ein Körper ist. Man sagt, dass K ein Teilkörper von R
ist.

(b) Sei V ein K-Vektorraum mit K wie in Teil (a) und sei b1, . . . , bn eine Basis von V über
K. Zeigen Sie, dass sich V auch als Q-Vektorraum auffassen läßt und bestimmen Sie eine
Basis von V über Q.

(4+2 Punkte)

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass paarweise verschiedene Vektoren v1, . . . , vn eines K-Vektorraums V genau
dann linear abhängig sind, wenn ein i ∈ {1, . . . , n} existiert mit

vi ∈ 〈{v1, . . . , vn} \ {vi}〉 .

(2 Punkte)

Aufgabe 4
Sei K ein Körper und sei I eine nicht-leere Menge. Zeigen Sie, dass der K-Vektorraum K(N)

nicht endlich erzeugt ist und bestimmen Sie eine Basis des K(N).

(2+2 Punkte)
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