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Aufgabe 1
(a) Zeigen Sie, dass es keine surjektive lineare Abbildung f : R3 → R

4 und keine injektive
lineare Abbildung f : R5 → R4 gibt.

(b) Sei 0 → V1
f→ V2

g→ V3 → 0 eine kurze exakte Sequenz von endlich-dimensionalen
K-Vektorräumen, d.h.

(i) V1, V2 und V3 sind endlich-dimensional.

(ii) f und g sind lineare Abbildungen.

(iii) f ist injektiv, g ist surjektiv und es gilt Ker(g) = Bild(f).

Zeigen Sie, dass gilt: dimV1 − dimV2 + dimV3 = 0.

Hinweis. Verwenden Sie die Dimensionsformel für lineare Abbildungen.

(2+2 Punkte)

Aufgabe 2
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei V ∗ := Hom(V,K) der K-Vektorraum der
linearen Abbildungen von V nach K (K = K1 wird betrachtet als eindimensionaler K-
Vektorraum). Sei {b1, . . . , bn} eine Basis von V . Zeigen Sie, dass gilt:

(a) Zu jedem bi gibt es genau ein Element b∗i ∈ V ∗ mit b∗i (bi) = 1 und b∗i (bj) = 0 für alle
j 6= i.

(b) Die durch Teil (a) definierte Menge {b∗1, . . . , b∗n} ist eine Basis von V ∗ und für jedes
f ∈ V ∗ gilt f =

∑n
i=1 f(bi)b

∗
i .

(1+3 Punkte)

Aufgabe 3
Es bezeichne (e1, e2) die kanonische geordneten Basis von K2 und (f1, f2, f3, f4) die kanonische
geordnete Basis von K4. Betrachten Sie die lineare Fortsetzung f : K2 → K4 von e1 7→ f1−f2,
e2 7→ f2 + f4. Bestimmen Sie die Koordinatenmatrix von f bzgl.

(a) der kanonischen geordneten Basen B = (e1, e2) von K2 und C = (f1, f2, f3, f4) von K4.

(b) der geordneten Basen B = (e1 − e2, e2) von K2 und C = (f1 + f2, f1, f3 − f4, f3 + f4)
von K4.

(c) der geordneten kanonischen Basis B = (e1, e2) von K2 und der geordneten Basis C =
(f1 − f2,−f2 − f4, f3 + f4, f3 + 2f4) von K4.



Bestimmen Sie zusätzlich die Dimensionen von Kern f und Bild f und geben Sie jeweils explizit
Basen an.

(1+3+2+2 Punkte)
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