LES FORMES BILIN EAIRES BONNES DE HAUTEUR 2 EN
CARACT ERISTIQUE 2

AHMED LAGHRIBI

ABSTRACT. Our aim is to give a complete classification of bilinear fewhich
are good of height over a field of characteristi, i.e., those whose anisotropic
parts over their function fields are similar to bilinear Rfistorms which are
definable over the ground field. Other related results aladed.

REsSUME. Notre but est de donner une classification compléte dese®r
bilinéaires qui sont bonnes de haut@usur un corps de caractéristig@ei.e,
celles dont la partie anisotrope sur leurs corps de fongtamh semblable a une
forme bilinéaire de Pfister définissable sur le corps de b@%utres résultats en
relation sont incorporés.

1. INTRODUCTION

Soit F' un corps commutatif de caractéristigRie Toutes les formes bilinéaires
considérées dans cet article sont supposées syngsriceguliéres et de dimension
finie.

Pour une extensioi/F, on dit qu'uneL-forme bilinéaire (ou quadratiquey}
est définissable sur s'il existe uneF'-forme bilinéaire (ou quadratiqué) tel que
B ~ (Cp. SiC est unique, alors on dit quB est définie suf” parC' (~ désigne
l'isométrie des formes).

Pour tout entiem > 1, on note BP,(F) (resp. GBP,(F)) 'ensemble des
formes bilinéaires isométriquegeép. semblables) a des-formes bilinéaires de
Pfister. On désigne pat,- - - ,a,), la forme bilinéairea; z1y1 + - - - + anTnyn
pouray,--- ,an € F* :=F — {0}.

Si B est une forme bilinéaire d’espace sous-jacénton note B la forme
quadratique définie suF par: B(v) = B(v,v) pour toutv € V. Il est clair
que B ne dépend que de la classe d'isométrieide

A toute forme bilinéaireB non nulle, on associe sa tour de déploiement standard
(Fi, B;)i>o donnée de la maniére suivante:

Pourn >1: Fn = nfl(anl) et Bn = ((anl)Fn)am
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ou pour toute forme bilinéair€’, on notedim C' sa dimension,Cy, sa partie
anisotrope, ef'(C') le corps de fonctions de la quadrique affine d’equatioa 0.
La hauteur deB, qu’on noteh(B), est le plus petit entiek tel quedim B;, < 1.
La classification des formes bilinéaires de hautear été donnée dans [20, Th.
4.1] et affirme ce qui suitUne forme bilirkaire anisotropeB est de hauteut si et
seulement si il existe une forme béaire de Pfisterr = (1), L =’ tel queB soit
semblabled w oun’ suivant quelim B est paire ou impaire { désigne la somme
orthogonale).

Cette classification permet d'attacher a toute forme &édlire B un invariant
numeérique, notéeg(B) et appelé le degré d8, comme suit: S{F;, B;)o<i<h €st
la tour de déploiement standard fleavech = h(B), alors B;,_; est de hauteur
1, et doncBy,_; correspond a uné},_-forme bilinéaire de Pfister au sens de la
classification des formes de hautduci-dessus. La forme est appelée la forme
dominante deé3. Sidim B est paire, le degré d@ est I'entierd tel quedim = = 2¢.
Sinon, on dit queB est de degré. La forme B est dite bonne lorsque la forme
est définissable sur. Dans ce cas, on sait queest définie su” par une forme
bilinéaire de Pfister [20, Prop. 5.3].

Evidemment, toute forme bilinéaire de hautéuest bonne. La classification
des formes bilinéaires bonnes de hauteet de degr® est donnée dans [20, Prop.
5.9]. Dans [20, Th. 5.10], on a classifié les formes biliresaB qui sont bonnes de
hauteur2 et de degré > 0, & I'exception du cadim B = 2F > 24+2, Récemment
dans [22], en collaboration avec Rehmann, on a réponducaseuvert lorsque
d = 1 ou 2. Notre résultat principal dans cet article est le thaméesuivant qui
donne une classification compléete des formes bilinéhioemes de hauteiret de
degré non nul quelconque. En prenant en compte les réssdé&d20, Th. 5.10], on
obtient:

Théoréeme 1.1. Soient B une forme biligaire anisotrope, etr € BP,;(F)
anisotrope. AlorsB est bonne de haute@ et de forme dominante si et seule-
ment si 'une des deux conditions suivantes ésfige:

(1) dim B = 2™ — 2% pour un certainm > d + 2, et B ~ p ® T avecdim p est
impaire etB L (det p), ® T € GBPy,(F).

(2) dim B = 2" pour un certainn > d + 1, etB ~ 20 @ (N L (y),) avec
z,y € F*,0 € BP;_1(F),A\= (1), LN € BP,_411(F)etr ~0® (1,y), tel
queE soit semblablér § @ A lorsquen > d + 2.

Les résultats obtenus auparavant dans [20, 22] sur lafidatien des formes
bilinéaires bonnes de hautetiet de degrél > 0 ne mentionnent pas la propriété
de divisibilité par une forme d8P,_; (F'), comme décrit dans la condition (2) du
théoreme 1.1. Ceci nous est possible apres avoir mqoeréde théoreme classique
d’Elman et Lam sur la liaison des formes quadratiques degPfist caractéristique
=+ 2 s'étend au cas des formes bilinéaires en caractéresfiqftheéoréme 3.6), ce
qui répond par 'affirmative & [21, Question 6.4].

Le théoreme 1.1 vient réepondre positivement a [20, Qoe$.12], et se met
en paralléle avec la classification des formes quadraioenes de haute@ren
caractéristique# 2. Plus précisément, on sait qu’en caractéristigu® une forme
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guadratique anisotrope qui est bonne de haute@r de degré&l > 0 et de forme
dominanter est de I'un des deux types suivants:

TvYPEI: soit p est divisible pat- et voisine d’'unen-forme de Pfistern > d+2,
et de forme complémentaire semblable[a5, Lem. 10.1], en particulietim ¢ =
2m — 24, Ceci ressemble & ce qui est décrit dans la condition (lthdaréme
1.1, puisqu’une forme bilinéaire bonne de haut2wérifiant cette condition est
aussi une voisine de Pfister au sens de la définition 5.1 Kessertion (2) de la
proposition 5.3).

TyPE II: soit ¢ nest pas une voisine de Pfister, de dimengibh! ety ~ @1
avecdim = 4 etd une(d — 1)-forme quadratique de Pfister (on combine [12,
Prop. 4.3(b)], [9] et [24}, et on procéde de la méme fagon comme dans la preuve
du théoreme A.1). Ceci entre dans le cadre de la condifiply§ theoreme 1.1.
Dans notre cas, on a des formes bilinéaiBelsonnes de haute@ret de dimension
2deg(B)+k pour tout entiers > 1 [20, Exam. 5.11], et que certaines de ces formes
bilinéaires peuvent &tre des voisines de Pfister (voird@gsition 5.3). Pour cette
raison, on va se baser sur un argument de descente insg2&]deour classifier
ces formes bilinéaires, puisque la preuve suggéréerantéaistiques 2 [12, Prop.

4.3 (b)] ne s’étend pas aux formes bilinéaires de dimengaire> 2des(B)+1,

Le reste de cet article est organisé comme suit. Dans léose2t on fera
guelgues rappels sur les formes bilinéaires et quadegtiqun caractéristique.
La section 3 sera consacrée a des résultats préliragjait plus particulierement a
la généralisation aux formes bilinéaires en carastigie2 du résultat d’Elman et
Lam sur la liaison des formes quadratiques de Pfister entéaisditjue# 2. Ceci
permettra, entre autres, de retrouver un autre résulthaiden dO cette fois-ci a
Aravire et Baeza (Proposition 3.7). Aprés cela, on donmlass la section 4 la
preuve du théoréme 1.1. Dans la section 5 on étudierapodement des formes
bilinéaires bonnes de hauteisur les corps de fonctions de leurs formes domi-
nantes. Comme on va le voir, nos preuves sont propres awesobilinéaires en
caractéristiqué, et utilisent des notions et des résultats dont on n’a pasalogue
en caractéristiquet 2, comme la notion de corps normique et le résultat déectrivan
de maniere compléte le noyau de Witt du corps de fonctiGunsedorme bilinéaire
guelconque (Théoreme 3.3). On finira cet article par ureagjge donnant la clas-
sification en caractéristiguzdes formes quadratiques bonnes de hawte@on-
trairement aux formes bilinéaires, cette classificatieffiagt plus facilement, et se
calque, dans le cas des formes non singulieres, sur ceailgédcen caractéristique
# 2. Nous la donnons dans cet article dans le but d’avoir unervisomplete sur
les formes bilinéaires et quadratiques bonnes de hatemiicaractéristique.

Remerciements. Cet article aét achee durant un &jour & Max-Planck-Institut
fur Mathematik pendant lagriode Mars-Avril 2009. Je suisés reconnaissara
cette Institution pour son hospitadit

Ice resultat est prouve en caractéristiqueais il s'étend a toute caractéristique par un argument
de relevement comme on I'a fait dans la preuve de la prapasit.4.
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2. QUELQUES RAPPELS

Une forme bilinéaire (ou quadratiqué)’ est dite une sous-forme d’une autre
forme B, ce qu'on noteB’ C B, s'il existe une forme bilinéaire (ou quadratique)
B" tel queB ~ B’ 1. B”.

Deux formes quadratiques (ou bilinéairdset C sont dites semblables B ~
aC pour un certainy € F*.

Pour une forme bilinéair®& d’espace sous-jaceht, on noteDr(B) 'ensemble
F*n{B()|veV}

2.1. Décomposition de Witt raffinée d’'une forme bilinéaire. Poura € F, on
note M, la forme bilinéaire donnée par la matri ecll (1) , on l'appelle un plan

métaboliqgue. Une forme bilinéair® est dite isotroperésp. métabolique) si
M, C B pour un certaimn € F (resp. si elle est une somme orthogonale de
plans métaboliques). Une forme bilinéaire (ou quadujcest dite anisotrope si
elle n'est pas isotrope.

Pour deux formes bilinéaireB et B/, on noteB ~ B’ s'il existe des formes
métaboliques\/ et M’ tels queB L. M ~ B’ 1 M'.

La décomposition de Witt d'une forme bilinéai® est son écriture sous la
forme:

B~ Bay L M,

ou Bgp est une forme bilinéaire anisotrope, /t est une forme métabolique. On
sait par [14, 23] que la formB,, est unique, on I'appelle la partie anisotrope de
B. Lindice de Witt deB est I'entierd2. on le noteiy (B). La décomposition
ci-dessus peut étre raffinee comme suit:

B~ Banl My, L L M, L Myl L M,

avecay,--- ,ap € F* etBan L (a1, ,an), €st anisotrope. Dans ce cas, |'entier
n est unique [20, Prop. 5.15]. On désigne paB) I'entier iy (B) — n.

Pour toute forme bilinéair®, la forme quadratiqué se decompose de maniére
unigue comme suitB ~ (B)an L (0) L --- L (0), ol (B)an est une forme
quadratique anisotrope, dite la partie anisotropeBdest (a) désigne la forme

quadratiquesz? pour touta € F. On noteig(B) 'entier dim B — dim(B)an.
D’aprés [20, Prop. 5.15], les entieig (B), i(B) etiy(B) sont liés par la
relation suivante:

1) iw (B) +in(B) = i4(B).

La décomposition de Witt d'une forme quadratique quelcengst détaillee
dans [10].

2.2. Formes de Pfister. Une n-forme bilinéaire de Pfistem(> 1) est une forme
isométrique &1,a1), ® - -+ ® (1,an),, on lanote((ay,--- ,ay,)),. On prend(1),
comme étant l@-forme bilinéaire de Pfister.
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Pour toute forme bilinéaire de PfistB il existe une forme bilinéair®’ tel que
B ~ (1), L B'. Cette forme est unique [5, Cor. 2.18, page 101], on I'appell
partie pure de5.

Une(n+ 1)-forme quadratique de Pfister est une forme isométrighexdl, a],
ol B € BP,(F), [1,a] est la forme quadratique® + 2y + ay?, et® est le produit
des formes bilinéaires par des formes quadratiques ngulgnres [5]. On note
P,(F) (resp. GP,(F)) 'ensemble des formes quadratiques isométriquesp(
semblables) a des-formes quadratiques de Pfister.

Rappelons qu’une forme bilinéaireegp. quadratique) de Pfister est isotrope
si et seulement si elle est métaboliquesp. hyperbolique) [19, Prop. 3.3], [5,
Cor. 3.2, p. 105]. De plus, une forme quadratique (ou kdlired de Pfiste3 est
multiplicative, ce qui signifie qué& ~ «B pour toutae € Dp(B) [5, Cor. 2.6, p.
101; Th. 2.4, p. 95].

Une forme quadratique» est dite une voisine de Pfister s'il existe une forme
quadratique de Pfistertel que2 dim ¢ > dim 7 etay est dominée par pour un
certaina € F* [10, Def. 3.4].

2.3. Le Hauptsatz d’Arason-Pfister. SoitI F’ I'idéal deW (F') formé des formes
bilinéaires de dimension paire, &, (F') le groupe de Witt des formes quadratiques
non singuliéres. Pour tout entier> 1, on note/™ F' (resp.1" W, (F')) la puissance
n-ieme del F (resp. le sous-groupd™ ' F @ W,(F) de W,(F)). On a quel"F
etI"W,(F) sont engendrés additivement parteformes de Pfister.

PourB € I"F (ou B € I"W,(F)) anisotrope, on a@im B > 2", c'est le
Hauptsatz d’Arason-Pfister. Si de plddm B = 2", alors B est semblable a une
n-forme de Pfister ([20, Lem. 4.8] pour les formes bilinégjira proposition A.4
pour les formes quadratiques).

On notel™ F le quotient/™ F/I™*1 F pour tout entiem > 0.

3. RESULTATS PRELIMINAIRES

3.1. Noyaux de Witt. On rappelle quelques résultats sur les noyaux de Witt qui
vont jouer un rdle important:

Théoréme 3.1.([3, Cor. 3.3) SoitB = ((ai,--- ,an)), € BP,(F) anisotrope.
Alors, le noyau de 'homomorphisme natufét ' — ' F(B) est trivial lorsque
n > m, etil estéegala {¢ @ ((z1,--- ,zp)), | ¥ € I "F, etxy,-- ,z, €
F?(ay,--- ,a,)*} lorsquen < m.

Proposition 3.2. ([20, Prop. 4.13] Soitn > 1 un entier, etB une forme biligaire
anisotrope de dimensior 2". Alors, le noyau de 'homomorphisme naturel
I"F — ["F(B) est trivial.

Soit B une forme bilinéaire aveB non nulle. Le corps normigue de, qu’'on
note Np(B), est le corpsF2(af | a,8 € Dp(B)). Lentier [Np(B) : F?]
s'appelle le degré normique de, on le notendegF(E). On dit que la forme
B est une quasi-voisine de Pfister s'il existe une forme &dlireé de Pfiste€ tel

que2dim B > dimC et B est semblable a une sous-forme@e En utilisant
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le degré normique, on a que est une quasi-voisine de Pfister si et seulement si

2dim B > ndegp(B) [10, Prop. 8.9(ii)]. Poury, - - -, z, € F tel queNp(B) =

F%(x1,--+ ,x,) etndegp(B) = 2", on désigne pa(B),, la forme quadratique
moum = ((x1,---,xn)),. Cette forme quadratique est indépendante du choix
des scalairesy, - - - ,z,, et (B)an €St semblable a une sous-forme(dg),,. On

renvoie a [10, Section 8] pour plus de détails sur le degrenique.

Théoreme 3.3.([19, Th. 1.2) Soit B une F-forme bilintaire anisotrope. Posons
ndeg(B) = 2". Alors, uneF-forme bilinéaire anisotrope” devient natabolique
sur F'(B) si et seulement si il existe des scalaitgs- - - , oy € F* (k > 1), etdes
formesr,--- ,m, € BP,(F) tel queC ~ aym L --- L agmy, €t(B)gp ~ 7
pour toutl <: < k.

3.2. Liaison des formes biliréaires de Pfister.Une autre notion dont on aura
besoin concerne la liaison des formes bilinéaires de Pfidg&cemment, on a
montré dans [21] que 8 et C' sont semblables a des formes bilinéaires de Pfister
anisotropes, alors I'indice de Witt d@ | C est nul ou une puissance geDans
cet article, on compléte ce résultat en étendant auxdernilinéaires de Pfister le
résultat d’Elman et Lam sur la liaison des formes quaduasqde Pfister en car-
actéristique# 2. Ceci a été entamé par Arason et Baeza dans [1], ou ilstentu
aux formes hilinéaires en caractéristiquka notion de ‘p-équivalence par chaine”
(chain p-equivalence) qui est essentielle pour la notion de liaides formes de
Pfister. On renvoie a [1, App. A] pour plus de détails. Unidssiltats prouvé dans
[1, App. A], qui nous intéresse dans cet article, est la psdjpn suivante:

Proposition 3.4. ([1, Lem. A.6) SoientB € BP,(F)etC = (1), L C’ ¢
BP,,(F). Soitc; € Dp(B ® C'). Alors, il existecy, -+ ,¢,, € F* tel que
B®C~B® ((c1,¢2,* ,Cm)).

Deux formes bilinéaired3; € BP,(F) et B, € BP/(F) sont ditesr-liées
(r < min{k,1}) s'il existe des formep € BP.(F), C; € BP,_.(F) etCy €
BP,_,(F)telqueB; ~ p® C; et By ~ p ® Cs. Si B etC sontr-liées mais pas
(r + 1)-liées, on dit que- est I'indice de liaison entr® etC, on le notei(B, C).

La méme méthode utilisee pour la preuve de [6, Prop. 4&4¢sd au cas des
formes bilinéaires en caractéristige

Proposition 3.5. SoientB € BP,(F) etC € BP,,(F) anisotropes. Alors:
(1) Les formes3 et C sontk-liées si et seulementssi, (B L C) > 2F.
(2) On ak = i(B, C) si et seulement sy (B L C) = 2.

Preuve. (1) (i) Supposons qu® et C' soientk-liées. Soienp € BP,(F), v =
(1), L~ € BP_y(F)etA = (1), L X € BP,_,(F) telqueB ~ p® ~
etC ~p A\ Ainsi, B L C~(pLp Lpx(( LN),etparconséquent
iw(B L C)>dimp = 2~.

(ii) Réciproquement, supposons giyg(B L C) > 2*. Montrons queB et C
sontk-liees. On procede par induction skir Il n'y a rien a montrer sk = 0.
Supposons quk > 0, et queB et C soient(k — 1)-liées. Soient) € BP;,_1(F),
By = (1), L B} € BP_y41(F) etCy; = (1), L C] € BP,,_;+1(F) tel que
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B~0®B,etC ~0®C,. Puisqueiy (B L C)>2etB 1L C~ (0 L6) L
6 ® (B] L C1), on déduit quew (f ® (B L C1)) > 1. Puisquéd ® B etf @ C|
sont anisotropes, il existee D (6 ® B}) N Dp(0 ® C7). Par la proposition 3.5,
il existe By € BP_(F) etCy € BP,,_;(F) telqueB ~ 6 ® (1,¢), ® B et
C~0®(1,c), ® Cy, ce qui montre qués et C' sontk-liées.

(2) On reprend le méme argument que dans (ii). [

Maintenant, on est en mesure de prouver le théoreme sujuagtend [6, Th.
4.4] aux formes bilinéaires en caractéristique

Théoreme 3.6.Soientz,y € F* et B, C' des formes biligaires de Pfister
anisotropes. SiB | yC estisotrope, alorsy (B L yC) = 2¥ otk = i(B, C).

Preuve. PuisquerB 1 yC est isotrope, et qu& et C sont anisotropes, il existe
z € Dp(zB) N Dp(yC). Par la multiplicativité d’'une forme bilinéaire de Pfiste
on obtientzB L yC ~ z(B L C). Ainsi, iy (B L yC) =iw(B L C). La
proposition 3.5(2) implique quay (2B L yC) = 2k ol k = i(B, C). [

Comme conséquence du théoreme 3.6, on retrouve un @strbat de liaison
dd a Aravire et Baeza:

Proposition 3.7. ([3, Cor. 2.3) SoitL = F?(xy,--- ,z,) tel que[L : F?] = 2",
SoientB,C € BP,(L) qu'on suppose anisotropes s#r. Alors, il existeD €
BP,(L)telqueB L C = D (mod I"t1F).

On donne un lemme préliminaire:

Lemme 3.8.SoientL = F?(zy, -+ ,x,) €tp = ((x1, -+ ,xy)),. On suppose que
[L : F?] = 2". SoitB € BP,(L) quon suppose anisotrope siit. Alors, les
F-formes quadratique® et p sont isongtriques.

Preuve. On a par hypothésé = Np(p) etndegr(p) = 2". En particulier,p
est anisotrope. L'anisotropie de sur F' implique quendegF(E) = 2", Comme
Np(B) C Ng(p), on obtient queNz(B) = Ng(p). Par [10, Prop. 8.5], les
F-formes quadratique§ et p sont isométriques. [
Preuve de la proposition 3.7.Soit L = F?(x1,--- ,z,) tel que[L : F?] = 2",
SoientB,C € BP,(L) qu'on suppose anisotropes skir Montrons qu’il existe
D e BP,(L)telqueB L C =D (mod I""'F).

Soitp = ((z1,--- ,2n)),. Parle lemme 3.8, leB-formes quadratiqueB, C et
p sont isométriques. Ainsiy(B L C) = 2". Par (1), on sait que

iw(B L C)+in(B LC)=ig(B LCO).

Ainsi, ig(B L C) < 2iw (B L C). Commeiy (B L C) est une puissance de
(Théoréme 3.6), on a nécessairemgptB | C) € {2771, 2"}.

—Siiw (B L C) =2",alorsB ~ C, et la proposition est vraie en prenant pour
D une forme bilinéaire de Pfister métabolique.

- Siiw (B L C) = 271, alors la proposition 3.5 implique I'existence d’une
forme ¢ € BP,_((F) et des scalaires,y € F* tel queB ~ 6§ ® (1,x), et
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C~0®(1,y),. Ainsi, B L C ~ §® (x,y),. Par conséquen3 L C = D
(mod I"*1F) avecD = 6 @ (1,zy),. Comme les scalaires, y ainsi que ceux
apparaissant dans la diagonalisationdd®partiennent aux ensemblBs-(B) et
Dp(C), qui sont des sous-ensemblesiden obtient queD € BP,(L). ]

On finit cette section par un lemme qui sera utilisé dansresves du theoréme
1.1 et de la proposition 5.3:

Lemme 3.9.([22, Lem. 4.1} Soit B une F-forme biliréaire anisotrope de hauteur
2 et de dege > 0. Soitr sa forme dominante. %y, est isotrope, alorBp .
est nétabolique.

4. PREUVE DU THEOREME 1.1

Soient B une forme bilinéaire anisotrope, et = (1), L 7 € BP;(F)
anisotrope. Comme mentionné dans l'introduction, |®taie a été prouvé dans
[20] lorsquedim B n’est pas une puissance fleoudim B = 24¢¢(B)+1 pour la
suite, on supposéim B = 2" avecn > deg(B) + 2.

(i) Supposons qué3 soit bonne de haute@r et de forme dominante. Donc,
d = deg(B). Soita € F(B)* tel queBp gy =~ a(tppy). D'apres [20, Prop. 5.3],
onaB L 7 € I™'F. PuisqueB L 7 est métabolique suF(B)(r), on a que
B L 7+ I“"2F appartient au noyau d&+1F — J4+1F(B)(r).

e Si B () est anisotrope, alors la proposition 3.1 implique gue. 7+ 2R
appartient au noyau de&'+1F — J4+1F(7) du fait quedim B > 2¢+1,

e Si Bp(;) estisotrope, alors le lemme 3.9 implique gBig ;) est métabolique.
En particulier,B L 7 + I*t2F appartient au noyau deg+1F — [4+1F (7).

Dans les deux cas, on déduit par le theoreme 3.1Rjuer L p® v € I4H2F
pourp € IF ety = (1) L+ € BP,(F) convenables. Puisquel (1,7), € I’F
avecr = det u, on déduit qu'on a

2) Bl7 1 (l,r),®y¢cl?F

Puisquer L (1,7), ® v est isotrope, on étend (2) au cotp$B) et on applique le
Hauptsatz d’Arason-Pfister pour avoir

() altrm) ~ (T L(1L,1), @%)pm) ~ (7' L{r), L(1,r), @7 )pn).-

Il est clair que (3) implique

iw (T L (r)y L (L), @9 )pm) =27 — 1.

Ainsi, toute sous-forme de’ L (r), L (1,7), ® ' de dimension> 2¢*1 est
isotrope surF(B). Commedim B > 2%+2, on déduit de [11] que toute sous-
forme der’ L (r), L (1,7), ®+' de dimensior2¢*! est isotrope. Par conséquent,
dim(7" L (r), L (1,7), ® ¥ )an < 2¢*1. De nouveau, par [11] et (3), on déduit
quedim(r’ L (r), L (1,7), ® 7)an = 2%, i.e., (75 (p)) est définissable suf.
Ainsi, sans perdre de généralités, on peut supposengaer™. Par conséquent,
(B L ar)pp) est métabolique. La form8 L a7 ne peut étre métabolique car

B est anisotrope. Puisquém(B L ar)an < 2! etndegy(B) > dim B = 27,
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on déduit par le theoréme 3.3 que, d'une pattg-(B) = 2" et donc(B),, est
semblable &, et d'autre part il exister € BP,(F) tel que(B),, ~ 7 et B ~
ot L Bm pour un certaind € F*. Par conséquenty (ar L fr) = 2471, Parle
theoreme 3.6, il existe,y € F*,0 € BP;_1(F)etA=(1) L X € BP,_4+1(F)
telquer 0@\, 7~ 0® (1,y), etB ~z0 @ (XN L (y),).

(i) Réciproquement, supposons qu'il existey € F*, 0 € BP;_1(F) et\ =
(1), LN € BP,_441(F)telqueB ~ 26 @ (X L (y),), T ~ 0 @ (1,y),, et que
B soit semblable @ ® \. Puisque(f ® ) p(p) est métabolique, on By p) ~
rTr(p)- Puisquelim B > 24, on déduit par [11] et 'unicité de la partie anisotrope
que(Bp(p))an =~ 2Tp(p)- Ainsi, B est bonne de hauteg@ret de forme dominante
T. [ ]

5. FORMES BILINEAIRES BONNES DE HAUTEUR2 ET LEURS FORMES
DOMINANTES

Cette section concerne le comportement des formes hilgs¥honnes de hau-
teur2 sur les corps de fonctions de leurs formes dominantes. Afitetsller cette
guestion, on rappelle la notion de forme bilinéaire vagite Pfister:

Définition 5.1. ([19, Def. 5.1) Une forme bilirgaire B est dite une voisine d’une
forme bilireaire de Pfistep si2dim B > dim p et s'il existe une forme biliaire
C'tel queB ~ C et C est semblablé@ une sous-forme de

Comme dans la définition 5.1, la forme de Pfigterest pas unique a isométrie
pres, et la formeB vérifie vis-a-vis dep les propriétés classiques que vérifient les
formes quadratiques voisines [19, Prop. 5.2, 5.3]. Danartiete, on va se servir
de la caractérisation suivante des formes bilinéairésings de Pfister:

Proposition 5.2. ([20, Prop. 3.8] Une forme bilireaire B anisotrope est une voi-
sine d'une forme biligaire de Pfister si et seulementi$iest une quasi-voisine de
Pfister.

Les formes bilinéaires bonnes sont caractérisées cauindd’apres [20, Prop.
5.3], on sait gu’une forme bilinéairB, de hauteur quelconque, est bonne de degré
d > 0 si et seulement si il existe € BFP,(F) tel quedeg(B L 7) > d + 1.
Dans ce casrr, , est la forme dominante dB, ou (F;, B;)o<i<p €st la tour de
déploiement standard d8 avech = h(B). Si B est de degré, alors B est
bonne si et seulement & L (det B), est bonne, dans ce cas les fornigst
B 1 (det B), possédent la méme forme dominante. Les mémes résatiats
vrais en caractéristiqug 2 pour les formes quadratiques bonnes.

Aussi, en caractéristiqug 2, une forme quadratique anisotropejui est bonne
mais non voisine, de haute@ret de degrél > 0 satisfait a la condition quex
est semblable a ungl + 1)-forme de Pfister anisotrope, ki est le corps de
fonctions de sa forme dominante [15, Lem. 10.1], [9]. Paabkr I'analogue
de ce résultat en caractéristigegpour les formes bilinéaires bonnes de hauteur
2, on va se baser sur la notion de degré normique introduite (2, Section 8.
Cette notion permet, grace a la proposition 5.2, de saraine forme bilinéaire
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anisotrope est une voisine de Pfister. On va distinguer &griormes bonnes de
degré nul et celles de degré non nul.

5.1. Cas des formes bilircaires bonnes de hauteut et de degé > 0. Dans
la proposition qui suit, on donne des conditions nécessast suffisantes pour
gu’une forme bilinéaire anisotrope bonne, de hauteet de degré non nul, reste
anisotrope sur le corps de fonctions de sa forme dominante:

Proposition 5.3. Soit B une forme bili@aire anisotrope de dimension paire (i.e.,
deg(B) > 0). On suppose qué& est bonne de hautelr et de forme dominante
T € BP,(F). Alors, on a les affirmations suivantes:
(1) Bp(r) est isotrope si et seulementisj.(, est nétabolique.
(2) La formeBp ;) est isotrope dans les cas suivants:
(i) dim B n’est pas une puissance de

(i) dim B = 2™ avecn > d + 2.

(i) dim B = 2%+! avecndeg(B) = 279+,
(ndegF(E) désigne le dedr normique deB, voir le paragraphe suivant la propo-
sition 3.2.)
Dans les trois cas (i)-(iii), la forme3 est une voisine de Pfister.
(3) SidimB = 2%*! et ndegp(B) > 2%, alors Bp(;) € GBPyy(F) et
anisotrope, efB n'est pas une voisine de Pfister.

Preuve. (1) C'est le lemme 3.9.

Pour la suite, on va regrouper les preuves des assertions ()

(2)-(3) Il est bien clair, par le theoreme 1.1, qudish B n'est pas une puissance
de 2, alors By, est isotrope eB3 est une voisine de Pfister. Pour le reste de la
preuve, on supposera qdan B = 2" avecn > d + 1.

Par le théoreme 1.1, il existe y € F*,0 € BP;_(F) etA = (1), L X €
BP,_q41(F) telqueB ~ 20 ® (N L (y),) etT ~ 0 @ (1,y),, avec la condition
queé est semblable & ® A lorsquen > d + 2. Puisquéfy () est anisotrope, et
queTy(r) est métabolique, on déduit qde ) ~ yfr (). Par conséquent,

4 Br(r) 2= 2(0 @ A)p(r)-

La conditionB ~ 20 ® (X L (y),) implique queNs(B) = Nx(6 @ \)(y).

La forme# ® ) est anisotrope puisgu’elle est semblable a une sous-fdene
B. Ainsi, # ® X est aussi anisotrope. Par conséquadtagp(w/g@/)\) = 2", On
distingue deux cas:

(A) Supposons quey(>d+2)ou(n =d+ 1 etndegF(E) = 24+,

PuisqueE est semblable & © \ lorsquen > d + 2, et que par hypothése
ndegr(B) = 2" lorsquen = d + 1, on obtient quéNy(B) : F2] = 2". Ainsi,
2dim B > ndegF(E), et par conséquelﬁ est une quasi-voisine de Pfister. Par la
proposition 5.2 B est une voisine de Pfister. Puisque

ndegF(W/é/)\) = 2" = ndeg(B),
Nr(B) = Ne(§ & N (y),
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onay € NF(m/é/)\). Ainsi, Np(T) C Np(m/é/)\) puisquer ~ § ® (1,y),. Par
conséquent(m) F(r) st isotrope [10, Prop. 8.13]. Ainsi, par (4} (. est
isotrope.

(B) Supposons que = d + 1 etndegy(B) > 291

Alors, y ¢ Np(m/é/)\) car sinon on auraitdeg(B) = 2". Par conséquent,
Np(T) ¢ Np(m/é/)\), et donc(m/é/)\)p(ﬂ est anisotrope. Ainsi, par (4B €
GBPy.1(F(7)) et anisotrope. De plusz n'est pas une quasi-voisine puisqu’on
ne peut pas avo2 dim B = 2"+ > ndegF(E) > 2", Par conséquenf3 n'est
pas une voisine de Pfister.

Ceci acheve la preuve des assertions (2) et (3). [

La réciprogue de l'assertion (3) de la proposition 5.3 esinge par I'assertion
(3) de la proposition suivante:

Proposition 5.4. Soientd > 1 un entier, B une forme biliteaire anisotrope de
dimensior2¢+!, et C' une forme biliaire anisotrope. On suppose e o) €
BP,;1(F(C)) et anisotrope. On a les affirmations suivantes:

(1) Sidim C > 2%+2, alors B € BPy,((F).

(2) Sidim C > 24, alors B € GBP1(F).

(3) Sidim C = 2% et B n'est pas une voisine de Pfister (ou plus faibleméht,
n'est pas semblabla une forme de Pfister), alorB est bonne de hautew, de
degé d dont la forme dominante satisfaita la condition quer est semblablé

C. Dans ce cas, on adegp(B) > 2¢+1,

Preuve. (1)-(2) Supposons qudimC > 2¢.  On va montrer queB €
GBPy,1(F), etqueB € BPy,(F) sidim C > 2¢+2,

En partant du fait quépc) € BPy1(F(C)) C I*TTF(C), et en appliquant
successivement la proposition 3.2, on obtient Bue I%t1 F. Ainsi, B ~ xm pour
x € F* etr € BP;y1(F) convenables, d’ou I'assertion (2). Par la multiplicaévi
d'une forme de Pfister, on Br(cy >~ (27) (o) = Tr(cy- Ainsi, (1 L 27) p(c)
est métabolique. Slim C' > 2%t2, alorsw L z7 est métabolique, i.eB ~ 7 €
BP,.1(F), d'ou I'assertion (1).

(3) Supposons quéim C' = 2%, et queB ne soit pas une voisine de Pfister (ou
plus faiblement,B ne soit pas semblable a une forme Pfister). On va montrer que
B est bonne de haute@; de degré&l et de forme dominante € BPF,(F) qui
satisfait & la condition que est semblable &, etndeg(B) > 24,

Posonsideg-(C') = 2¥. On se base sur le fait qugy ) € I F(C), et on
applique successivement la proposition 3.2 pour aoie IF. On ne peut pas
avoir B € It F car sinonB serait semblable & une forme de Pfister, en parti-
culier B serait une voisine de Pfister. Par [20, Th. 4.5], on adpg B) = d.
CommeBp ) € BPyy1(F(C)), laforme Bp )y est métabolique. Puisque
n'est pas semblable a une forme de Pfister, la fofipgg) n'est pas métabolique.
Par le theoreme 3.3, on a qUBr(p))an ~ a1m L --- L a,m. pour certains
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ay, - ,0p € F*(r > 1), etry, -+, m,. € BP,(F) veérifiantm; ~ (C')g,. ENn par-
ticulier, 7-2F < dim B = 2%t1. Comme2* > dim C = 2% etr > 1, on déduit que
k = detr = 1. Ainsi, (Bp(p))an €St semblable a uneforme de Pfister, i.e 3 est
de hauteug. De plus, les conditiondim C' = 2¢ et ndegF(é) = 24 impliquent
queC est semblable &C),,, i.e., il exister = ((z1,--- ,z4)), € BPy(F) tel que
7 est semblable & En particulier,F'(C)) = F(r). PuisqueBp ) € I*1F(C),
on a queB + I4T1 F appartient au noyau de 'homomorphisifer — ﬁF(C).
Par le theoreme 3.1, il existe= ((y1,--- ,ya)), € BPy(F) tel queyy,--- ,yq €
F%(zy,--- ,xq)* etB L 7 € I F. Par le lemme 3.8, on a qée~ 7, et donc
7 est semblable &'. De plus, par [20, Prop. 5.3 (2)B est bonne de forme dom-
inanter. Finalement, le fait qué3 ne soit pas une voisine de Pfister implique que
ndegp(B) > 29+, ]

La proposition 5.4 étend aux formes bilinéaires en cératique2 un résultat
de Kahn [12, Prop. 4.2]. En combinant le théoréme 1.1 etrtpgsition
5.4, on obtient le corollaire suivant qui montre que le caipsfonctions d’'une
forme bilinéaire anisotrope de dimensidh (en particulier, celui d’'une forme de
BP,(F)) satisfait a la descente pour les formesRBIB, ., (F):

Corollaire 5.5. Soientn > 1 un entier,C une forme bilileaire anisotrope de
dimensior2™, et B une forme biliaire anisotrope de dimensia@fit!. SiBr(c) €
BP,1(F(C)) et anisotrope, alors il existg € BP,,1(F) tel que Bpc) =~
PF(C)-

Preuve.ll n'y arien a montrer sB est semblable a une forme bilinéaire de Pfister.
Supposons quéd? ne soit pas semblable a une forme bilinéaire de Pfister. Par
la proposition 5.4, la forme3 est bonne de haute@y de degrén dont la forme
dominanter satisfait a la condition qué est semblable &. Par le théoreme
1.1, il existed € BP,_1(F), D = (1), L D' € BP,(F) eta, 3 € F* tel que
B~ p0® (D' L (a),)etr ~0®(1,a),. Soitp =0® D € BP,(F). Puisque
Tr(r) €St métabolique etp(;) est anisotrope, on déduit par l'unicité de la partie
anisotrope quér -y =~ (af)) p(ry. Ainsi, By =~ (Bp) p(r)- Par la multiplicativité
d’'une forme de Pfister, on Br(;) >~ pr(;). D'0U, la conclusion désirée puisque
F(r)=F(C). [ ]

L'analogue du corollaire 5.5 pour les formes quadratiquesagactéristique: 2
est d0 a Rost pout = 3[12, Th. 4.3], et a Kahn pour quelconque [12, Prop. 4.3

(b)].

5.2. Cas des formes bilireaires bonnes de hauteu? et de degé 0. Lisotropie
d’'une telle forme sur le corps de fonctions de sa forme doménae raméne a la
proposition 5.3 comme indiqué dans 'assertion (2) de ¢gopsition qui suit.

Proposition 5.6. Soit B une forme biliaire anisotrope de dimension impaire (i.e.,
deg(B) = 0). On suppose qué& est bonne de hauter et de forme dominante
T € BP,y(F). Alors,dim B > 24 + 1, et on a les affirmations suivantes:

(1) Sidim B = 2% + 1, alors By, est isotrope.
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(2) Sidim B > 2¢ + 1, alors B L (det B), est bonne de hauted et de forme
dominanter, et on a queBp . est isotrope si et seulement(#® L (det )} )an
est isotrope Suf'(7).

Preuve. Par [20, Prop. 5.3], la formé& L (det B), est aussi bonne de forme
dominanter. Par [20, Prop. 5.9], on obtient que

5) B~C 1 zp,

ouxz € F*, p est une forme bilinéaire de Pfister dohtest voisine, eC est
semblable a la partie pure d’une formeB&,(F). Puisquelim p > dim B > 24,
on déduit

(B L (detB),) L (C L (detB),) € I*"'F.

Par [20, Prop. 5.32)lr ~ y(C L (det B),) pour un certairy € ™. En partic-
ulier, (C L (det B),) p(r) €st métabolique.

(1) Supposons quéim B = 2¢ + 1.

Alors, on a nécessairement qdien p = 2%t1. Par (5) et l'unicité de la partie
anisotrope, on a quB | C' >~ zp. CommeC ;) est isotrope, la formgp,) est
isotrope, et par conséqueBt (. est isotrope.

(2) Supposons quéim B > 2¢ + 1.

PosonsB’ = B L (det B),. Sans perdre de généralités, on peut supposer que

1 € Dp(B). Puisquepr(p) est isotrope, on obtient quUEr(B) C Nr(p). Ainsi,

Np(ﬁ) C Nr(p) puisqueB représentd. En particulier,NF((B/Z:)) C Nr(p).
Par conséquent(p; ) est isotrope. En étendant (5) au cofp&3yy,), on obtient

(6) (Bé\n)F(Bgn) ~ (yr )F(Bgn)-

La forme(yr) (s, €St anisotrope puisquém By, > dim B —1 > 2¢. Par (6) et
I'unicité de la partie anisotrope, on déduit qUeé;,) r(By))an =~ (Y7)Fr(By) i€,
B, est de hauteu.

Maintenant, siBj, est isotrope suf’(r), alors elle est métabolique sii(r)
par le lemme 3.9. AinsiBr;) ~ ({det B),)r(;), €t doncBp(;) est isotrope.
Réciproquement, sBp (. est isotrope, alorgp;y ~ 0. Comme(C L
(det B),)p(ry ~ 0, on a queB;(T) ~ 0. En particulier, By, est isotrope sur
F(7). ]

APPENDICEA. FORMES QUADRATIQUES BONNES DE HAUTEUR2 EN
CARACTERISTIQUE 2

Pour les formes quadratiqgues en caractéristigukes notions de hauteur, de
degré et de forme bonne se définissent de la méme facomeguour les formes
bilinéaires (voir [17]). On rappelle que la tour de déphoent standard d’'une
forme quadratique de partie quasi-linéaire de dimensioplas1 est générique
au sens de ce qui est connu en caractéristigue[16]. Mais on ne sait toujours
pas si ceci est vrai pour les formes bilinéaires en cariatitfue 2.
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A.1. Cas des formes quadratiques non singuires. Le théoreme suivant donne
la classification des formes quadratiques non singuliguesont bonnes de hauteur
2:

Théoreme A.1. Soientp une F-forme quadratique non singelie anisotrope, et
T € Py(F) anisotrope. Alors, les deux assertions suivantes 8quivalentes:

(1) ¢ est bonne de hauteiret de forme dominante.

(2) ¢ satisfait I'une des deux conditions suivantes:

(i) ¢ est une voisine d'une:-forme de Pfister dont la forme cordphentaire
estar pour certainsae € F* etm > d + 2.

(i) ¢ n'estpas une voisine de Pfisterget (X L (y),)®0, avecr,y € F*,
0€ Py 1(F),\= (1), LN € BPy(F)etr ~(1,y), ® 9.

Pour prouver ce théoreme, on aura besoin de quelquekatgésoréliminaires.
Le premier concerne la liaison des formes quadratiques déePfiPuisque ces
formes proviennent des formes bilinéaires de Pfister, andistinguer entre la
liaison a gauche et la liaison a droite, comme il a éteeltippé recemment par
Faivre [7]. Le résultat qui nous intéresse dans ce sensecoa la liaison a droite
et affirme ce qui suit:

Proposition A.2. ([7, Cor. 2.3.3] Soienty; € P,,(F') etyps € P,(F) des formes
anisotropes. Siy (z191 L za92) > 0 pour xy,zo € F*, alorsiy (z1p1 L
Topa) = 2% pour un certaink > 1. Dans ce cas, il existe € F*, § ¢ Py(F),
A1 € BP,,_(F)eths € BP,_,(F)tel quezx;p; ~ z\; ® § pouri = 1, 2.

Le résultat qui suit concerne le comportement des formadmtiques bonnes
de hauteue sur les corps de fonctions de leurs formes dominantes:

Proposition A.3. Soit p une F-forme quadratique non singélie anisotrope qui
n'est pas une voisine. On suppose guest bonne de haute@ret de forme domi-
nanter € Py(F). Alors,pr(y € GPy1(F (7)) et anisotrope.

Preuve. On reprend la méme preuve que celle donnée par Hoffmanraen c
actéristique# 2 [9], et on se sert des résultats de Faivre [7] sur les formasi@g-
tiques de Pfister tordues (twisted Pfister forms), qui &ahdeux donnés par Hoff-
mann en caractéristiqug 2 [8]. [

Proposition A.4. Soit p» une forme quadratique anisotrope appartenat
I"W,(F). Ona:

(1) dim ¢ > 2.

(2) Sidim ¢ = 2™, alorsp € GP,(F).

(3) Sidim ¢ > 2", alorsdim ¢ > 2" + 271,

Preuve. (1) D0 a Baeza [4, Satz 4.2].

(2) Par l'assertion (1), la formep, est hyperbolique. Par [17, Th. 3.1],
v € GP,(F).

(3) Soit K un corps de caractéristique 0 qui est complet pour une tiatua
discrete, et qui admef’ pour corps résiduel. Le relevement dea K, notéy/,
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est unek -forme quadratique anisotrope appartenafit & et de dimension- 2™,
Par le résultat de Vishik [24], on obtiedim ¢’ > 2" + 2"~ Ainsi, dim ¢ >
2n 4 2n—1, u

Preuve du theoreme A.1. Soienty une F-forme quadratique non singuliere
anisotrope, et € F,(F) anisotrope. Supposons quesoit bonne de hautedr
et de forme dominante. Il existea € F(¢)* tel que(vp(y))an = a(Tr(y))-

— Supposons que(7r(,)) soit definissable suf'. Par la multiplicativite der,
on peut supposer que € F*. Par [10, Th. 6.6], est une voisine d’une forme de
P,,(F) dont la forme complémentaire ast. Puisquedim ¢ > 2™~!1, on obtient
quedimr < 2™ 1 i.e.,m > d + 2.

— Supposons que(7x(,) ne soit pas définissable skt Alors, » ne peut pas
étre une voisine de Pfister. Par la proposition A.3, alirap = 2¢t!. Puisque
7 est la forme dominante dg, la formey L 7 est de degré> d + 1 ([15, Th.
9.6] s’étend sans la moindre difficulté aux formes quaguas non singulieres).
Par [2], o L 7 € I“"'W,(F). On peut supposer que représentel. Ainsi,
dim(¢ L T)an < 2971+ 29, Commep L 7 ne peut pas &tre hyperbolique, il existe
par la proposition A.4(3) une formee GPyy 1 (F) telquep L 7 =m € W, (F).
Ainsi, iy (7 L 7) = 2971, On conclut par la proposition A.2.

Réciproquement, sp vérifie la condition (i) ou (ii) de I'assertion (2), alors on
montre comme en caractéristiqge 2 que ¢ est bonne de hautedret de forme
dominanter. [

A.2. Cas des formes quadratiques singudires. Pour toute forme quadratique
on noteql(y) sa partie quasi-linéaire. La classification des formegtaues
singulieres qui sont (bonnes) de hautt@st la suivante:

Proposition A.5. Soity une F'-forme quadratique singuwie anisotrope. On a les
assertions suivantes:

(1) Sip est de hauteug, alorsdim gl(¢) = 1 ou 2.

(2) Sidim ql(¢) = 1, alors ¢ est bonne de hautedrsi et seulement s est une
voisine de Pfister de forme coréptentairea((1) L 7' ® [1,0]), ou o, 8 € F*,
7 = (1), L ' est une forme biligaire de Pfister.

(3) Sidimql(p) = 2, alors ¢ est de hauteu? si et seulement sb est une voisine
de Pfister avedim ¢ + dim ql(p) = 2™ pour un certainn > 2.

Preuve. (1) C'est une conséquence de [17, Th. 4.6].

(2) Supposons quéim ql(¢) = 1. Posonsyl(¢) = («). Supposons que soit
bonne de hautew. Soientr € BP; 1(F) etg € F* tel quer := 7 ® [1, ] soit
la forme dominante de. Par I'unicité de la partie quasi-linéaire, oy (,))an =
d L (a) pouré une F(y)-forme quadratique non singuliere. Puisguest bonne
de hauteur, on sait qued L «[l,A(d)] ~ y7 pour un certainy € F(¢)*, ou
A(6) désigne linvariant d’Arf dey. Par la multiplicativite d’'une forme de Pfister,
on obtient quexd L [1, A(d)] ~ 7. Par conséquent,

ad L[L,AW)) L) ~7"®[1,8] L[1,8] L(1).
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Comme[l,A(5)] L (1) ~ H L (1) ~ (1) L [1,3] (H désigne le plan hyper-
bolique), on déduit par la simplification de Witt que

ad L (1) ~7' 1,6 L(1).

En particulier,d L («) ~ o((1) L ' ® [1, 5]). Par [10, Th. 6.6], la forme est
une voisine de Pfister de forme complémentaitél) | 7’ ® [1, 3]).
Réciproquement, supposons que soit une voisine de Pfister de forme
complémentairex((1) L 7’ ® [1,0]), oua,f € F* etw = (1), L =’ estune
forme bilinéaire de Pfister. Par [10, Prop. 6.1], on a §ug(,))an =~ a((1) L
7' @ [1,8])r()- Puisquea((1) L 7' ® [1,8])p(,) €st uneF(y)-forme quadra-
tique de hauteut, on déduit quer est bonne de haute@r
(3) C’est prouvé dans [10, Th. 7.5]. [
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