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ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΡΓΑΣΙΩΝ 

 
 
[1] J-class operators and hypercyclicity, Journal of Operator Theory 67 

(2012), 101-119, από κοινού µε τον Γ. Κωστάκη. 
 
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία εισάγουµε µια νέα έννοια η οποία 
µπορεί να ιδωθεί ως µια «τοπικοποίηση»  της έννοιας της υπερκυκλικότητας 
(hypercyclicity). Συγκεκριµένα, έστω T  ένας φραγµένος γραµµικός τελεστής 
που δρα επί ενός χώρου Banach και x  ένα µη µηδενικό διάνυσµα του X  τέ-
τοιο ώστε για κάθε ανοιχτή περιοχή U X⊂  του x  και για κάθε µη κενό ανοι-
κτό σύνολο V X⊂  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος αριθµός n  τέτοιος ώστε 

.nT U V∩ ≠∅  Σε αυτή την περίπτωση ο T  λέγεται J-class τελεστής (ή τοπικά 
τοπολογικά µεταβατικός). Μελετάµε αυτή την νέα κλάση τελεστών και δίνου-
µε αρκετά παραδείγµατα. Αξίζει να σηµειωθεί ότι πολλά αποτελέσµατα από 
την θεωρία των υπερκυκλικών (hypercyclic) τελεστών έχουν τα ανάλογα τους 
στην θεωρία των  J-class τελεστών. Για παράδειγµα δίνουµε διάφορα αποτε-
λέσµατα που σχετίζονται µε το θεώρηµα των Bourdon-Feldman και επίσης 
χαρακτηρίζουµε τα J-class weighted shifts στους χώρους 2 ( )l `  και 2 ( )l ]  σε 
σχέση µε τις ακολουθίες των βαρών τους. Θα θέλαµε επίσης να επισηµάνουµε 
ότι µη διαχωρίσιµοι χώροι Banach που δεν δέχονται τοπολογικά µεταβατικούς 
(topologically transitive) τελεστές, όπως για παράδειγµα ο ( )l∞ ` , δέχονται J-
class τελεστές. 
 

 
ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 
Έστω X  ένας χώρος Banach  επί των µιγαδικών (ή πραγµατικών) αριθµών και T  
ένας φραγµένος γραµµικός τελεστής που δρα επί του X . Έστω x X∈ . To σύνολο  
 

( , ) : { : 0,1, 2,...}nOrb T x T x n= =  
 
θα συµβολίζει την τροχιά του x  ως προς τη δράση του τελεστή T . Αν η τροχιά ενός 
σηµείου x  είναι πυκνή στον X  ο τελεστής T  λέγεται  υπερκυκλικός (hypercyclic) 
και το διάνυσµα x  υπερκυκλικό. Αν για κάθε ζεύγος µη κενών ανοιχτών υποσυνόλων 

,U V  του X  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος n  έτσι ώστε nT U V∩ ≠∅  ο T λέγεται 
τοπολογικά µεταβατικός (topologically transitive) τελεστής. Ας σηµειωθεί ότι κάθε 
υπερκυκλικός τελεστής είναι τοπολογικά µεταβατικός ενώ ισχύει και το αντίστροφο 
στην περίπτωση που ο X  είναι διαχωρίσιµος (separable) χώρος. Ένας τελεστής T  
λέγεται supercyclic αν το σύνολο { : , 0,1,2,...}nT x nλ λ∈ =^ είναι πυκνό στον X . 
Μια καλή πηγή παραδειγµάτων και ιδιοτήτων των υπερκυκλικών και supercyclic τε-
λεστών µπορεί κανείς να βρει στην εργασία [18], καθώς επίσης και στις εργασίες 
[30], [19], [24], [8], [15], [20] και στο πρόσφατο βιβλίο [2]. Μερικά από τα πιο γνω-
στά παραδείγµατα στο πλαίσιο των χώρων Fréchet (δηλαδή τοπικά κυρτών τοπολογι-
κών διανυσµατικών χώρων των οποίων η τοπολογία ορίζεται από µια πλήρη µετρική 
αναλλοίωτη ως προς τις µεταθέσεις )  είναι τα ακόλουθα. 
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Παραδείγµατα    
 
(α) Ο τελεστής µετατόπισης στον χώρο των ακέραιων συναρτήσεων (G. D. Birk-
hoff (1929)). 
 
Έστω ( )H ^  ο χώρος των ακέραιων συναρτήσεων και έστω α  ένας µη µηδενικός 
µιγαδικός αριθµός. Έστω : ( ) ( )T H Hα →^ ^  ο τελεστής µετατόπισης ως προς α , 
όπου 
 

( )( ) : ( ),T f z f zα α= +       , ( )z f H∈ ∈^ ^ . 
 
Τότε ο T  είναι υπερκυκλικός. 
 
(β) Ο τελεστής διαφόρισης στον χώρο των ακέραιων συναρτήσεων 

: ( ) ( )D H H→^ ^ , όπου ( ) :D f f ′= , ( )f H∈ ^  (MacLane (1952)). 
 
(γ) Το backward shift : ( ) ( )p pB l l→` `  στον ( )pl ` , 1 p< < +∞ , όπου 
 

1 2 3 2 3 4( , , ,...) : ( , , ,...),B x x x x x x=      { } ( )p
nx l∈ `  

 
δεν είναι υπερκυκλικός τελεστής αφού 1nB =  για κάθε n∈`  αλλά ο τελεστής Bλ  

είναι υπερκυκλικός αν 1λ >  (Rolewicz (1969)). 
 

Ας προχωρήσουµε στην παρουσίαση µερικών βασικών εννοιών χρήσιµων για 
την παρουσίαση των κύριων αποτελεσµάτων της εργασίας. Τα παρακάτω οριακά σύ-
νολα περιγράφουν την ασυµπτωτική  συµπεριφορά των τροχιών τοπικά γύρω από ένα 
διάνυσµα x X∈ . 
 
Ορισµός   Το σύνολο 
 

( ) : { :υπάρχει µια γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικώναριθµών { } και

 µια ακολουθία { } τέτοια ώστε και }n

n
k

n n n

J x y X k

x x x T x y

= ∈

→ →
  

 
λέγεται το επεκτεταµένο (extended ή prolongational) οριακό σύνολο του x . 
 

Η επόµενη πρόταση µας δίνει έναν χαρακτηρισµό των οριακών συνόλων χρη-
σιµοποιώντας ανοικτά υποσύνολα του X . 
 
Πρόταση   Έστω x X∈ , τότε 
 

( ) { :για κάθε ζεύγος περιοχών ,  των ,  αντίστοιχα, υπάρχει ένας 
             θετικός ακέραιος  έτσι ώστε }.n

J x y X U V x y
n T U V

= ∈

∩ ≠∅
 

 
Η επόµενη πρόταση µας δίνει µερικές χρήσιµες ιδιότητες των οριακών συνόλων. 
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Πρόταση   Για κάθε x X∈  τα σύνολα ( )J x   είναι κλειστά και αµετάβλητα.  
 
 Παρατηρούµε ότι ο τελεστής T  είναι τοπολογικά µεταβατικός αν και µόνο αν 

( )J x X=  για κάθε x X∈ . 
 
Ένα από τα κύρια αποτελέσµατα µας είναι το επόµενο θεώρηµα το οποίο απο-

τελεί όχι µόνο µια γενίκευση του θεωρήµατος Bourdon-Feldman αλλά µας το δίνει ως 
ένα σχεδόν άµεσο  πόρισµα. Συγκεκριµένα  
 
Θεώρηµα   Έστω :T X X→  ένας (φραγµένος) τελεστής που δρα επί ενός (διαχωρί-
σιµου) χώρου Banach X  και x X∈  ένα κυκλικό διάνυσµα για τον T . Αν το επεκτετα-
µένο οριακό ( )J x  έχει µη κενό εσωτερικό τότε ( )J x X=  και ο T  είναι ένας υπερκυ-
κλικός τελεστής (χωρίς απαραίτητα το σηµείο x  να έχει πυκνή τροχιά στον X ).  
 
Όπου όταν λέµε κυκλικό διάνυσµα εννοούµε  
 
Ορισµός   Ένας τελεστής  :T X X→  λέγεται κυκλικός (cyclic) αν υπάρχει ένα διάνυ-
σµα x X∈  έτσι ώστε ο υπόχωρος του X  που αποτελείται από όλα τα στοιχεία της 
µορφής ( )P T x , όπου ( )P T  είναι οποιοδήποτε πολυώνυµο του T , είναι πυκνός στον 
X . Στην περίπτωση αυτή το διάνυσµα x X∈  λέγεται κυκλικό. 
 

Ας σηµειωθεί ότι η υπόθεση στο παραπάνω θεώρηµα ότι το διάνυσµα  x X∈  
είναι κυκλικό δεν µπορεί να παραληφθεί όπως δείχνουµε µε ανάλογο παράδειγµα. 
 
Πόρισµα (Θεώρηµα Bourdon-Feldman [11])  Έστω :T X X→  ένας φραγµένος τελε-
στής που δρα επί ενός διαχωρίσιµου χώρου Banach X . Αν x  είναι ένα διάνυσµα του 
X  τέτοιο ώστε η κλειστότητα της τροχιάς του ( , )Orb T x  έχει µη κενό εσωτερικό (: η 
τροχιά του x  είναι somewhere dense) τότε η τροχιά του x  είναι πυκνή στον X  (και 
άρα ο T  είναι ένας υπερκυκλικός τελεστής). 
 
 Ας σηµειωθεί ότι όπως δείχνουµε µε παραδείγµατα το παραπάνω θεώρηµα 
αποτελεί πράγµατι γενίκευση του θεωρήµατος Bourdon-Feldman. Το θεώρηµα Bour-
don-Feldman είναι αρκετά ισχυρό γιατί µεταξύ άλλων δίνει µε τη σειρά του ως άµεσο 
πόρισµα µια σειρά από σηµαντικά θεωρήµατα της θεωρίας των υπερκυκλικών τελε-
στών. Για παράδειγµα τα ακόλουθα. 
 
Θεώρηµα (Ansari) Έστω T  ένας υπερκυκλικός τελεστής επί ενός µετρικοποιήσιµου 
τοπολογικού διανυσµατικού χώρου. Τότε ο nT  είναι υπερκυκλικός για κάθε 1,2,...n = . 
 
Θεώρηµα   (Κωστάκης-Peris) Κάθε multi-hypercyclic τελεστής σε ένα χώρο Fréchet 
X  είναι υπερκυκλικός, οπού όταν λέµε multi-hypercyclic εννοούµε ότι υπάρχει πεπε-
ρασµένο πλήθος από διανύσµατα των οποίων η ένωση των τροχιών είναι πυκνή στον 
X . 
 

Στην συνέχεια της εργασίας και στο πλαίσιο των παραπάνω αποτελεσµάτων 
εισάγουµε και µελετάµε µια νέα κλάση τελεστών η οποία µπορεί να ιδωθεί ως µια 
«τοπικοποίηση»  της έννοιας της υπερκυκλικότητας . Συγκεκριµένα 
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Ορισµός   Έστω X  ένας χώρος Banach. Ένας τελεστής :T X X→  θα λέγεται J-class 
τελεστής (ή τοπικά τοπολογικά µεταβατικός) αν υπάρχει ένα µη µηδενικό διάνυσµα 
x X∈  έτσι ώστε ( ) .J x X=  Στην περίπτωση αυτή το διάνυσµα x  λέγεται  ένα  J-class 
διάνυσµα του T . 
 
 Ας σηµειωθεί ότι (όπως συµβαίνει και για την κλάση των υπερκυκλικών τε-
λεστών) µια σειρά κλάσεων τελεστών όπως οι συµπαγείς τελεστές (συµπεριλαµβανο-
µένων και των γραµµικών τελεστών σε χώρους πεπερασµένης διάστασης), οι θετικοί 
τελεστές και οι hyponormal τελεστές αποδεικνύουµε ότι δεν µπορεί να είναι J-class 
τελεστές. Επίσης, δίνουµε παραδείγµατα J-class τελεστών που δεν είναι υπερκυκλι-
κοί.  
 

Ενδεικτικά, µερικά από τα αποτελέσµατα της εργασίας µας σχετικά µε την 
παραπάνω νέα κλάση τελεστών είναι τα ακόλουθα. 
 
Πρόταση   Έστω : ( ) ( )B l l∞ ∞→` `  στον ( )l∞ `  το backward shift. Ο τελεστής B  δεν 
είναι  J-class τελεστής. Αν 1λ >  τότε ο τελεστής Bλ  είναι ένας J-class τελεστής και 
τα J-class διανύσµατα του Bλ  µαζί µε το µηδενικό διάνυσµα αποτελούνται από όλα τα 
στοιχεία του χώρου 0 ( ) : { { } ( ) : lim 0}n nn

c x x l x∞

→+∞
= = ∈ =` ` . 

 
Παρατήρηση   Θα θέλαµε επίσης να επισηµάνουµε ότι µη διαχωρίσιµοι χώροι Ba-
nach που δεν δέχονται τοπολογικά µεταβατικούς (topologically transitive) τελεστές, 
όπως για παράδειγµα ο ( )l∞ `  [3], δέχονται J-class τελεστές, όπως δείχνει η προη-
γούµενη πρόταση. 
  
Πρόταση   Έστω ένας τελεστής T  που δρα επί ενός χώρου Hilbert H . Τότε ο τελεστής 

*:T T X X X X⊕ ⊕ → ⊕  δεν είναι J-class. 
 
Πρόταση   Έστω :T X X→  ένας τελεστής επί ενός χώρου Banach X .  
 

(i) Για κάθε θετικό ακέραιο m  ισχύει ότι (0) (0).mT T
J J=  

 
(ii) Αν z  είναι ένα µη µηδενικό περιοδικό σηµείο για τον T , τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα: 
 

(1)   Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
(2)   (0) .J X=  
(3)   ( ) .J z X=  

 
(iii) Αν υπάρχει ένα µη µηδενικό διάνυσµα z X∈ , ένα διάνυσµα w X∈  και µια 

ακολουθία { }nz X⊂  έτσι ώστε nz z→  και n
nT z w→  τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα: 
 

(1)   Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
(2)   (0) .J X=  
(3)   ( ) .J z X=  
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Ειδικότερα το τελευταίο αποτέλεσµα ισχύει για τελεστές µε µη τετριµµένο 
πυρήνα ή για τελεστές µε ένα τουλάχιστον µη µηδενικό σταθερό σηµείο. 

 
 
 Με την επόµενη πρόταση δίνουµε µια γενική κατασκευή  J-class τελεστών 
που δεν είναι υπερκυκλικοί. 
 
Πρόταση   Έστω X  ένας χώρος Banach και Y ένας διαχωρίσιµος χώρος Banach. 
Θεωρούµε ένα τελεστή :S X X→  τέτοιον ώστε ( ) { : 1}Sσ λ λ⊂ > . Έστω, επίσης, 

:T Y Y→  ένας υπερκυκλικός τελεστής. Τότε 
 

(i) Ο τελεστής :S T X Y X Y⊕ ⊕ → ⊕  είναι J-class αλλά όχι υπερκυκλικός 
και 

 
(ii) το σύνολο των J-διανυσµάτων του τελεστή S T⊕  αποτελούν ένα απειρο-

διάστατο κλειστό υπόχωρο του X Y⊕  και ειδικότερα  
 

{ : ,  τέτοια ώστε  ( ) } {0} .x y x X y Y J x y X Y Y⊕ ∈ ∈ ⊕ = ⊕ = ⊕  
 
Στις επόµενες δύο προτάσεις δίνουµε κάποιους χαρακτηρισµούς για τα unilateral 

και bilateral backward weighted shifts στον 2 ( )l `  σε σχέση µε τους  υπερκυκλικούς 
και τους J-class τελεστές . Ας σηµειωθεί ότι στην κοινή µας εργασία µε τίτλο “J-class 
weighted shifts on the space of bounded sequences of complex numbers” [12] δίνουµε 
ένα πλήρη χαρακτηρισµό των J-class και mixJ -class weighted shifts στους χώρους 

( )l∞ `  και ( )l∞ ]  σε σχέση µε τις ακολουθίες των βαρών τους. Θυµίζουµε ότι το uni-
lateral backward shift στον 2 ( )l `  µε ακολουθία βαρών { }nα  είναι ο τελεστής 

2 2: ( ) ( )T l l→` `  µε 1 2 1 2 2 3( , ,...) ( , ,...)T x x x xα α= , 2{ } ( )nx l∈ ` . Ανάλογα ορίζεται 
και  το bilateral backward shift  στον 2 ( )l ]  µε ακολουθία βαρών { }nα . 
 
Πρόταση   Έστω 2 2: ( ) ( )T l l→` `  ένα unilateral backward shift µε ακολουθία θετι-
κών βαρών { }n nα ∈`  και έστω x  ένα διάνυσµα του 2 ( )l ` . Τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-
µα: 
 

(i) Ο T  είναι υπερκυκλικός τελεστής. 
 
(ii) 2( ) ( )J x l= `  

 
(iii) Το επεκτεταµένο οριακό σύνολο ( )J x  έχει µη κενό εσωτερικό. 

 
Πρόταση   Έστω 2 2: ( ) ( )T l l→] ]  ένα unilateral backward shift µε ακολουθία θετι-
κών βαρών { }n nα ∈]  και έστω x  ένα µη µηδενικό διάνυσµα του 2 ( )l ] . Τα ακόλουθα 
είναι ισοδύναµα: 
 

(i) Ο T  είναι υπερκυκλικός τελεστής. 
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(ii) 2( ) ( )J x l= ]  
 

(iii) Το επεκτεταµένο οριακό σύνολο ( )J x  έχει µη κενό εσωτερικό. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία φέρνουµε µαζί διάφορα αποτελέ-
σµατα σχετικά µε την πυκνότητα υπο-ηµιοµάδων αβελιανών οµάδων Lie, τον 
ελάχιστο αριθµό από τοπολογικούς γεννήτορες αβελιανών οµάδων Lie και ένα 
αποτέλεσµα σχετικά µε δράσεις αλγεβρικών οµάδων. Βρίσκουµε έτσι τον ε-
λάχιστο αριθµό από γεννήτορες πεπερασµένως παραγόµενων αβελιανών οµά-
δων ή ηµιοµάδων από πίνακες που έχουν µια πυκνή η µια κάπου (somewhere) 
πυκνή τροχιά υπολογίζοντας τον ελάχιστο αριθµό από γεννήτορες µας πυκνής 
υπο-ηµιοµάδας (ή υποοµάδας) της συνεκτικής συνιστώσας του ταυτοτικού 
στοιχείου της κλειστότητας Zariski της. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην υπό ανάλυση εργασία υπολογίζουµε τον ελάχιστο αριθµό από γεννήτορες µιας 
πεπερασµένως παραγόµενης αβελιανής οµάδας ή ηµιοµάδας πραγµατικών ή µιγαδι-
κών πινάκων που έχει µία πυκνή η µια κάπου (somewhere) πυκνή τροχιά για διάφο-
ρες κλάσεις πινάκων όπως διαγώνιους, τριγωνοποιήσιµους µη διαγώνιους και τριγω-
νοποιήσιµους µη διαγώνιους πίνακες Toeplitz. Θα θέλαµε να επισηµάνουµε ότι γι’ 
αυτό τον ελάχιστο αριθµό δεν υπάρχει διαφορά µεταξύ πυκνής ή κάπου πυκνής τρο-
χιάς ή µεταξύ ηµιοµάδων και οµάδων. Αυτό προκύπτει από το επόµενο θεώρηµα το 
οποίο είναι και το βασικό αποτέλεσµα της υπό ανάλυση εργασίας.  
 Έστω V  ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης επί των πραγ-
µατικών αριθµών και έστω S  µια υποοµάδα της ( )GL V .  
 
Θεώρηµα   Έστω S  µια πεπερασµένως παραγόµενη αβελιανή υποοµάδα της ( )GL V  
και έστω x V∈  ένα διάνυσµα µε µία κάπου πυκνή τροχιά. Έστω G  η κλειστότητα 
Zariski τής S  και έστω 0G  η συνεκτική συνιστώσα της µονάδας της G  ως προς την 
Ευκλείδεια τοπολογία. Τότε η τροχιά ( )G x  του x  είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του V , 
η φυσική απεικόνιση ( )G G x→ , g gx6 , είναι ένας diffeomorphism και η κλειστότη-
τα της S  είναι µια υποοµάδα της G  και περιέχει την 0G . 
 
 Το παραπάνω θεώρηµα προκύπτει από τα επόµενα αποτελέσµατα της υπό α-
νάλυση εργασίας, µερικά εκ των οποίων παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον από µό-
να τους. 
 
Θεώρηµα   Έστω G  µια αβελιανή οµάδα Lie της οποίας η συνεκτική συνιστώσα της 
µονάδας 0G  είναι πεπερασµένου δείκτη (finite index).  Έστω S  µια πεπερασµένως πα-
ραγόµενη αβελιανή υποοµάδα της G  που είναι κάπου πυκνή στην G , δηλαδή η κλει-
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στότητα της S  στην G  περιέχει ένα µη-κενό ανοιχτό υποσύνολο της G . Τότε η κλει-
στότητα της S  στην G  είναι µια υποοµάδα της G  και περιέχει την 0G . 
 
 Έστω G  µία τοπολογική οµάδα και έστω grd G  και md G  οι ελάχιστοι αριθµοί 
από στοιχεία ενός υποσυνόλου A  της G , έτσι ώστε η παραγόµενη οµάδα, αντίστοιχα 
υποοµάδα, από το A  να είναι πυκνή στην G . Αν η G  είναι µια συνεκτική αβελιανή 
οµάδα Lie τότε περιέχει µία µεγιστική συµπαγή υποοµάδα T  η οποία είναι torus, δη-
λαδή µια συµπαγής συνεκτική αβελιανή οµάδα Lie.  Έστω d  η διάσταση του χώρου-
πηλίκο /G T . Τότε ισχύει το ακόλουθο 
 
Θεώρηµα   1gr md G d G d= = +  εκτός αν η G  είναι τετριµµένη. 
 
 Έστω V  ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος διάστασης n  και έστω S  
µια υπο(ηµι)οµάδα της ( )GL V .  Έστω G  η κλειστότητα Zariski τής S , η οποία είναι 
µια κλειστή αβελιανή υποοµάδα της ( )GL V  µε πεπερασµένο πλήθος από συνεκτικές 
συνιστώσες και έστω  T µία µεγιστική συµπαγή συνεκτική υποοµάδα της. Τότε 
 
Θεώρηµα   Αν η S  έχει µια κάπου πυκνή τροχιά τότε έχει minimum 1 dimn T+ −  από 
γεννήτορες.  
 

Στη συνέχεια της υπό ανάλυση εργασίας δίνουµε µια περιγραφή αυτών των 
τροχιών κάτι που κάνουµε διεξοδικότερα στην [1]. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία δείχνουµε ότι αν µια (τοπικά συ-
µπαγής) οµάδα G  δρα γνησίως επί ενός τοπικά συµπαγή σ-συµπαγή χώρου 
X  τότε υπάρχει µια οικογένεια από G -αµετάβλητες γνήσιες συνεχείς ψευδο-
µετρικές που παίρνουν πεπερασµένες τιµές και επάγουν την τοπολογία του 
X . Αν, επιπλέον, ο X  είναι µετρικοποιήσιµος τότε η οµάδα G  δρα γνησίως 
στον X  αν και µόνο αν υπάρχει µια G -αµετάβλητη γνήσια µετρική που επά-
γει την τοπολογία του X . 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην εργασία αυτή θεµελιώνουµε µια ισχυρή διασύνδεση µεταξύ των γνησίων δρά-
σεων και των οµάδων ισοµετριών. Σ’ αυτή την κατεύθυνση υπάρχει ένα παλαιό απο-
τέλεσµα των van Dantzig και van der Waerden [5] στα 1928 που λέει ότι η οµάδα των 
ισοµετριών ( , )I X d  ενός τοπικά συµπαγούς και συνεκτικού µετρικού χώρου ( , )X d  
είναι τοπικά συµπαγής και δρα γνησίως επί του X . Θυµίζουµε ότι 
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Ορισµός   Έστω ( , )G X  µια συνεχής δράση µιας τοπολογικής οµάδας επί ενός τοπικά 
συµπαγούς χώρου. Η δράση λέγεται γνήσια (proper) αν η απεικόνιση G X X X× → ×  
µε ( , ) ( , )g x x gx  είναι γνήσια, δηλαδή, αν είναι κλειστή απεικόνιση και η αντίστροφη 
εικόνα ενός συµπαγούς συνόλου είναι ένα συµπαγές σύνολο,ή  ισοδύναµα, αν τα σύνολα 
 
 ( ) { | υπάρχουν δίκτυα  στον  και  στην  ώστε }i i i iJ x y X x x X g G g x y= ∈ → →∞ →   
 
είναι κενά για κάθε x X∈ , όπου ig →∞  εδώ σηµαίνει ότι το δίκτυο δεν έχει σηµεία 
συσσώρευσης στην G .  
 
Παρατήρηση   Σε περίπτωση που η (τοπολογική) οµάδα G  είναι τοπικά συµπαγής, 
µια συνεχής δράση ( , )G X  είναι γνήσια αν και µόνο αν για κάθε ,x y X∈  υπάρχουν 
περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, ώστε το σύνολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  
να έχει συµπαγή θήκη στη G . 
 

Σε περίπτωση που ο ( , )X d  πάψει να είναι συνεκτικός τότε η οµάδα των ισο-
µετριών του ( , )I X d  είναι κάποιες φορές τοπικά συµπαγής αλλά δεν δρα κατ’ ανά-
γκη γνησίως επί του X  (πρβλ. [13]). Ως αναφορά την γνησιότητα της δράσης οι Gao 
και Kechris [6], απέδειξαν ότι αν ο ( , )X d  είναι ένας γνήσιος µετρικός χώρος τότε η 
οµάδα των ισοµετριών του ( , )I X d  είναι τοπικά συµπαγής και δρα γνησίως επί του 
X . Θυµίζουµε ότι 
 
Ορισµός   Ένας (ψεύδο-) µετρικός χώρος ονοµάζεται γνήσιος (ή Heine-Borel) αν κάθε 
µπάλα µε πεπερασµένη ακτίνα έχει συµπαγή κλειστή θήκη στον X . 

 
Σ’ αυτήν την εργασία αποδεικνύουµε το ακόλουθο αντίστροφο αποτέλεσµα. 

 
Θεώρηµα   Έστω G  µία (τοπικά συµπαγής) οµάδα πού δρα γνησίως επί ενός µετρικο-
ποιήσιµου τοπικά συµπαγή σ-συµπαγή τοπολογικού χώρου X . Τότε υπάρχει µια G -
αµετάβλητη µετρική που επάγει την τοπολογία του X .  
 

Θυµίζουµε ότι ένας τοπολογικός χώρος καλείτε σ-συµπαγής αν µπορεί να 
γραφεί σαν αριθµήσιµη ένωση από συµπαγή σύνολα.  

 
Από το παραπάνω αποτέλεσµα προκύπτει φυσιολογικά το ερώτηµα κατά πόσο  

µπορούµε να το γενικεύσουµε στην µη µετρικοποιήσιµη περίπτωση. Σ’ αυτή την κα-
τεύθυνση απαντάµε πλήρως µε το ακόλουθο θεώρηµα το οποίο είναι και το κύριο α-
ποτέλεσµα της εργασίας µας. 
 
Θεώρηµα   Έστω G  µία (τοπικά συµπαγής) οµάδα πού δρα γνησίως επί ενός τοπικά 
συµπαγούς σ-συµπαγούς τοπολογικού χώρου Hausdorff X . Τότε υπάρχει µια οικογέ-
νεια από G -αµετάβλητες γνήσιες συνεχείς ψευδοµετρικές που παίρνουν πεπερασµένες 
τιµές και επάγουν την τοπολογία του X . 
 
 Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να θεωρηθεί ως αντίστροφο του επόµενου θεω-
ρήµατος. 
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Θεώρηµα   Έστω X  ένας τοπολογικός χώρος και ℑ  µια οικογένεια από γνήσιες συ-
νεχείς ψευδοµετρικές επί του X  που παίρνουν πεπερασµένες τιµές και επάγουν την το-
πολογία του X . Έστω G  η οµάδα όλων των «ένα προς ένα» και «επί» απεικονίσεων 

:f X X→  τέτοιων ώστε ( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y=  για κάθε ,x y X∈ και d ∈ℑ . Τότε 
η οµάδα G  εφοδιασµένη µε την συµπαγή-ανοιχτή τοπολογία είναι τοπικά συµπαγής και 
δρα γνησίως επί του X .  
 
Σηµείωση   Η µεγάλη σε έκταση απόδειξη του κυρίου αποτελέσµατος της υπό ανά-
λυση εργασίας γίνεται σε διάφορα βήµατα. Πιο συγκεκριµένα.  
 
(1) Πρώτα κατασκευάζουµε µια οικογένεια ℑ  από ψευδοµετρικές επί του X µε τιµές 

στο [0,1] που επάγουν την τοπολογία του X . 
 
(2) Στη συνέχεια δείχνουµε πως να κάνουµε τα στοιχεία της ℑ  G -αµετάβλητα. 
 
 
(3) Έπειτα κάνουµε κάθε στοιχείο της ℑ  τροχιωδώς γνήσιο (orbitwise proper), δηλα-

δή αν d ∈ℑ  τότε η εικόνα ( ( , ))dB x rπ  έχει συµπαγή θήκη για κάθε x X∈  και 
0 r< < +∞ , όπου : \X G Xπ →  είναι η φυσική απεικόνιση στον χώρο των τρο-
χιών \G X  και ( , ) : { : ( , ) }dB x r y X d x y r= ∈ < . 

 
(4) Στη συνέχεια παρουσιάζουµε το βασικό εργαλείο αυτής της εργασίας που είναι η 

κατασκευή µε measuring  sticks. Πιο συγκεκριµένα ας φανταστούµε ότι έχουµε 
µια οικογένεια από measuring sticks από δοθείσες αποστάσεις «γειτονικών» ση-
µείων. Τότε ορίζουµε µια ψευδοµετρική επί του X  παίρνοντας ως ( , )d x y , 

,x y X∈  το infimum από όλες τις µετρήσεις από ακολουθίες σηµείων 

0 ,..., nx x x y= =  τέτοιων ώστε η απόσταση δύο διαδοχικών σηµείων δίνεται από 
κάποια measuring sticks. Όπως προκύπτει, αν επιλέξουµε «κατάλληλα» measur-
ing sticks που προκύπτουν από  την ύπαρξη  ενός ανοιχτού «θεµελιώδους συνό-
λου» (fundamental set) της δράσης (πρβλ. [12]) τότε παίρνουµε µια γνήσια ψευ-
δοµετρική. Το µειονέκτηµα είναι ότι αυτή η ψευδοµετρική δεν παίρνει απαραίτητα 
πεπερασµένες τιµές. 

 
(5) Τότε χρησιµοποιούµε την «κατασκευή γεφυρών». Πιο συγκεκριµένα ας φαντα-

στούµε τα ζευγάρια των σηµείων για τα οποία ισχύει ( , )d x y < +∞  ότι βρίσκονται 
πάνω στο ίδιο «νησί». Αυτό που αποκαλούµε «νησί» είναι µια κλάση ισοδυναµίας 
που προκύπτει από την σχέση ισοδυναµίας ~x y  αν και µόνο αν ( , )d x y < +∞ . 
Στη συνέχεια συνδέουµε κάποια από αυτά τα «νησιά» µε γέφυρες (δηλαδή κάποια 
καινούρια measuring sticks) τοποθετώντας κάποια κατάλληλα (µεγάλα) βάρη σε 
αυτές και κατασκευάζουµε µια καινούρια ψευδοµετρική κατά τον τρόπο που πε-
ριγράψαµε στο προηγούµενο βήµα της απόδειξης χρησιµοποιώντας την ίδια την 
ψευδοµετρική από το τέταρτο βήµα και τα βάρη από τις «γέφυρες». Ως αποτέλε-
σµα είναι ότι παίρνουµε µια νέα γνήσια ψευδοµετρική (για την ακρίβεια µια οικο-
γένεια ψευδοµετρικών) που παίρνουν πεπερασµένες τιµές και επάγουν την τοπο-
λογία του X . Ας σηµειωθεί ότι όλες οι κατασκευές γίνονται µε τέτοιο τρόπο ώ-
στε η νέα οικογένεια ψευδοµετρικών να είναι G -αµετάβλητη. 

 
Ως συνέπεια του κυρίου αποτελέσµατός  µας παίρνουµε ως πορίσµατα τα παρακάτω. 
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Πόρισµα   ([14] και επαναποδείχτηκε στην [7]) Κάθε δεύτερη αριθµήσιµη τοπικά συ-
µπαγής οµάδα έχει µια αριστερά αµετάβλητη γνήσια µετρική που επάγει την τοπολογία 
της.  
 
Πόρισµα   ([4]) Η οµάδα των ισοµετριών ενός γνήσιου µετρικού χώρου έχει µια αρι-
στερά αµετάβλητη γνήσια µετρική που επάγει την τοπολογία της.  
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία απαντάµε στο επόµενο ερώτηµα: 
Έστω X  ένας τοπικά συµπαγής µετρικός χώρος και έστω G  η οµάδα των ι-
σοµετριών του. Έστω { }ig  ένα δίκτυο στην G  για το οποίο υπάρχουν σηµεία 

,x y X∈  έτσι ώστε ig x y→ . Τι µπορούµε να συνάγουµε για την σύγκλιση 
του { }ig ; Αποδεικνύουµε ότι υπάρχει ένα υποδίκτυο { }jg  του { }ig  και µια 
ισοµετρία : xf C X→  έτσι ώστε jg f→  κατά σηµείο στην xC  και 

( )x yf C C= , όπου xC  και yC  συµβολίζουν τις ψευδο-συνιστώσες (pseudo-
components) των x  και y  αντίστοιχα. Εφαρµόζοντας αυτό δίνουµε πολύ σύ-
ντοµες αποδείξεις του θεωρήµατος των van Dantzig – van der Waerden (1928) 
και του θεωρήµατος των Gao – Kechris (2003). 

 
 

 ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Μερικά λόγια για το συµβολισµό που θα χρησιµοποιήσουµε. Σε ότι ακολουθεί µε X  
θα συµβολίζουµε ένα τοπικά συµπαγή µετρικό χώρο και µε G  την αντίστοιχη οµάδα 
των ισοµετριών του. Αν εφοδιάσουµε την G  µε την τοπολογία της κατά  σηµείο σύ-
γκλισης τότε η G  είναι µια τοπολογική οµάδα [2, Ch. X, §3.5 Corollary]. Στην οµάδα 
G  υπάρχει επίσης και η τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης στα συµπαγή υποσύ-
νολα του X  η οποία είναι ίδια µε την συµπαγή-ανοικτή τοπολογία. Στην περίπτωση 
των οµάδων ισοµετριών οι τοπολογίες αυτές συµπίπτουν µε την τοπολογία της κατά 
σηµείο σύγκλισης και η φυσική δράση της G  επί του X  µε ( , ) ( )g x g x6 , g G∈ , 
x X∈ , είναι συνεχής απεικόνιση [2, Ch. X, §2.4 Theorem και  §3.4 Corollary 1].  
 Στην [4] οι S. Gao και A. S. Kechris εισήγαγαν την έννοια των ψευδο-
συνιστωσών (pseudo-components). Αυτές είναι οι κλάσεις ισοδυναµίας xC  της ακό-
λουθης σχέσης ισοδυναµίας: x y∼  αν και µόνο αν τα ζεύγη ( , )x y  και ( , )y x  µπο-
ρούν να συνδεθούν µε µία πεπερασµένη ακολουθία από σφαίρες που τέµνονται ανά 
δύο και έχουν συµπαγείς θήκες. Οι ψευδο-συνιστώσες είναι ανοιχτά και κλειστά υπο-
σύνολα του X  [4, Proposition 5.3]. Ο X  καλείται ψευδο-συνεκτικός (pseudo-
connected) αν έχει µόνο µία ψευδο-συνιστώσα.  
 
Τα κύριο αποτελέσµατα της υπό ανάλυση εργασίας είναι το ακόλουθο. 
 
Θεώρηµα   Έστω X ένας τοπικά συµπαγής µετρικός χώρος και G  η οµάδα των ισοµε-
τριών του. Έστω { }ig  ένα δίκτυο στην G  για το οποίο υπάρχουν σηµεία ,x y X∈  έτσι 
ώστε ig x y→ . Τότε υπάρχει ένα υποδίκτυο { }jg  του { }ig  και µια ισοµετρία 

: xf C X→  έτσι ώστε jg f→  κατά σηµείο στην xC  και ( )x yf C C= . 
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 Λίγα λόγια περί της γνησιότητας των δράσεων. Μια συνεχής δράση µιας το-
πολογικής οµάδας H  επί ενός τοπολογικού χώρου Y  λέγεται γνήσια (proper)  (ή 
Bourbaki γνήσια) αν η απεικόνιση H Y Y Y× → × µε ( , ) ( , )g x x gx6 , g H∈ , x Y∈  
είναι γνήσια, δηλαδή είναι συνεχής, κλειστή και η αντίστροφη εικόνα κάθε µονοσυ-
νόλου είναι συµπαγής. Με όρους δικτύων µια δράση είναι γνήσια αν οποτεδήποτε 
έχουµε δύο δίκτυα { }ig  στην H  και { }ix  στον Y  για τα οποία τα δίκτυα { }ix  και 
{ }i ig x  συγκλίνουν και τα δύο, τότε το δίκτυο { }ig  έχει συγκλίνων υποδίκτυο. Για 
δράσεις ισοµετριών είναι εύκολο κανείς να δείξει ότι µια δράση είναι γνήσια αν οπο-
τεδήποτε έχουµε ένα δίκτυο { }ig  στην H  για το οποίο το δίκτυο { }ig x  συγκλίνει για 
κάποιο x Y∈ , τότε το δίκτυο { }ig  έχει συγκλίνων υποδίκτυο. Άν η H  είναι τοπικά 
συµπαγής και ο Y είναι Hausdorff, τότε η H  δρα γνησίως επί του Y  αν και µόνο αν 
για κάθε  ,x y Y∈  υπάρχουν περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, ώστε το σύ-
νολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  να έχει συµπαγή θήκη στη H  [1, Ch. III, §4.4 Propo-
sition 7]. Παρατηρούµε ότι αν η H  δρα γνησίως επί ενός τοπικά συµπαγούς χώρου 
Y  τότε είναι τοπικά συµπαγής. 
 
 Μια άµεση συνέπεια του κυρίου αποτελέσµατος της υπό ανάλυση εργασίας 
είναι το θεώρηµα van Dantzig – van der Waerden [3]. Το πλεονέκτηµα της απόδειξης 
µας είναι ότι είναι αξιοσηµείωτα µικρή σε σχέση µε την απόδειξη των van Dantzig – 
van der Waerden η µε την απόδειξη στην [5, Theorem 4.7, pp. 46-49] 
 
Πόρισµα (Θεώρηµα van Dantzig – van der Waerden, 1928)   Έστω X ένας συνε-
κτικός τοπικά συµπαγής µετρικός χώρος µε οµάδα ισοµετριών G . Τότε η G  δρα γνη-
σίως επί του X  και είναι τοπικά συµπαγής. 
 
Μια άλλη εφαρµογή του κυρίου αποτελέσµατος της υπό ανάλυση εργασίας είναι ότι 
ξαναπαίρνουµε τα αποτελέσµατα των Gao και Kechris [4, Theorem 5.4 και Corollary 
6.2]. 
 
Πόρισµα (Θεώρηµα Gao – Kechris, 2003)   Έστω X  ένας τοπικά συµπαγής µετρι-
κός µε πεπερασµένο πλήθος από ψευδο-συνεκτικές συνιστώσες. Τότε η οµάδα των ισο-
µετριών του G  είναι τοπικά συµπαγής. Αν ο X είναι ψευδο-συνεκτικός, τότε η G  δρα 
γνησίως επί του X . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία µελετάµε τη δυναµική της “φυσι-
κής” δράσης της οµάδας των ισοµετριών G  ενός τοπικά συµπαγούς µετρικού 
χώρου ( , )X d  µε ένα πέρας (end). Χρησιµοποιώντας την έννοια των ψευδο-
συνιστωσών, που εισήχθη από τους  S. Gao και A. S. Kechris, δείχνουµε ότι ο 
X  έχει πεπερασµένο πλήθος από ψευδο-συνιστώσες εκ των οποίων µόνο µία 
είναι µη συµπαγής και η G  δρα γνησίως επί αυτής. Το συµπλήρωµα της µη 
συµπαγούς συνιστώσας είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του X  και η G  ενδε-
χοµένως να µη δρα γνησίως (properly) σε αυτό. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Για οικονοµία χώρου, για τους σχετικούς ορισµούς παραπέµπουµε στην ανάλυση των 
εργασιών “On the action of the group of isometries on a locally compact metric 
space: closed-open partitions and closed orbits” και “On embeddings of proper and 
equicontinuous actions in zero-dimensional compactifications”.   
 

Η ιδέα της µελέτης της δυναµικής της “φυσικής” δράσης της οµάδας των ισο-
µετριών G  ενός τοπικά συµπαγούς µετρικού χώρου ( , )X d  µε ένα πέρας (end), χρη-
σιµοποιώντας  την έννοια των ψευδο-συνιστωσών, που εισήχθη από τους  S. Gao και 
A. S. Kechris, προήλθε από µία εργασία του E. Michael [8]. Σ’ αυτή την εργασία  ει-
σήγαγε την έννοια του J-χώρου (προσοχή! οι J-χώροι  δεν έχουν καµία σχέση µε τους 
J-class τελεστές!! Το  γράµµα J προέρχεται από τις καµπύλες Jordan και όχι από τα J-
οριακά σύνολα). Ένας J-χώρος είναι ένας τοπολογικός χώρος  X  µε την ιδιότητα ο-
ποτεδήποτε το { , }A B  είναι ένα κάλυµµα του X  από κλειστά σύνολα έτσι ώστε η 
τοµή A B∩  να είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του X  τότε το A  ή το B  είναι συ-
µπαγές. Με όρους συµπαγοποιήσεων, ένας τοπικά συµπαγής µη συµπαγής χώρος εί-
ναι ένας J-χώρος αν και µόνο αν η end-point (Freudenthal) συµπαγοποίηση του X  
συµπίπτει µε την one-point συµπαγοποίησή του ([8], [9]). Από τοπολογικής άποψης 
οι τοπικά συµπαγείς χώροι µε ένα πέρας αποτελούν την «γενική περίπτωση», υπό την 
έννοια ότι το Καρτεσιανό γινόµενο δύο µη συµπαγών, τοπικά συµπαγών και συνεκτι-
κών χώρων είναι ένας τοπολογικός χώρος µε ένα πέρας ([8], [9]), οπότε αποτελεί 
µάλλον έκπληξη ότι η δυναµική της οµάδας G  ενός τοπικά συµπαγούς µετρικού χώ-
ρου ( , )X d  µε ένα πέρας είναι σχετικά απλή όπως δείχνει το κύριο αποτέλεσµα της 
υπό ανάλυση  εργασίας: 
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Θεώρηµα   Έστω ( , )X d  ένας τοπικά συµπαγής µετρικός χώρος µε ένα πέρας και 
έστω G  η οµάδα των ισοµετριών του. Τότε 

 
(i) ο X  έχει πεπερασµένο πλήθος από ψευδο-συνιστώσες εκ των οποίων 

µόνο µία είναι µη συµπαγής και η G  είναι τοπικά συµπαγής. 
(ii) Έστω P  η µη συµπαγής ψευδο-συνιστώσα. Τότε η G  δρα γνησίως 

(properly) επί της P , το \X P  είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του X  
και η G  ενδεχοµένως να µη δρα γνησίως σε αυτό. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία επεκτείνουµε την έννοια των τοπικά 
υπερκυκλικών τελεστών για n-άδες γραµµικών τελεστών. Στη συνέχεια δεί-
χνουµε ότι οι υπερκυκλικές n-άδες τελεστών αποτελούν γνήσια υποκλάση αυ-
τής των τοπικά υπερκυκλικών n-άδων γραµµικών τελεστών. Αυτό που είναι 
αξιοσηµείωτο είναι ότι σε κάθε διανυσµατικό χώρο πεπερασµένης διάστασης 
πάνω από το \  ή το ^ , υπάρχουν ζευγάρια από πίνακες  που µετατίθενται τα 
οποία είναι τοπικά υπερκυκλικά αλλά όχι υπερκυκλικά. Αυτό έρχεται σε πλή-
ρη αντίθεση µε την περίπτωση των υπερκυκλικών n-άδων από πίνακες όπου ο 
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ελάχιστος απαιτούµενος αριθµός πινάκων που χρειάζεται για να είναι υπερκυ-
κλικοί σχετίζεται µε την διάσταση του διανυσµατικού χώρου. Σε αυτή την κα-
τεύθυνση αποδεικνύουµε ότι ο ελάχιστος απαιτούµενος αριθµός πινάκων που 
χρειάζεται για να αποτελούν µια υπερκυκλική n-άδα στον n\  είναι n+1, συ-
µπληρώνοντας έτσι ένα πρόσφατο αποτέλεσµα του N. Feldman. 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Οι τοπικά υπερκυκλικοί (ή J-class) τελεστές αποτελούν µια κλάση από τελεστές µε 
συγκεκριµένες δυναµικές ιδιότητες. Αυτή η κλάση εισήχθη και µελετήθηκε στην κοι-
νή εργασία µε τον Γ. Κωστάκη “ J-class operators and hypercyclicity ” [5]. Η έννοια 
των J-class τελεστών µπορεί να ιδωθεί ως µια «τοπικοποίηση»  της έννοιας της υπερ-
κυκλικότητας (hypercyclicity). Για µια εκτενή µελέτη και αποτελέσµατα σχετικά µε 
τους υπερκυκλικούς τελεστές µπορεί κάποιος να δει το πρόσφατο βιβλίο των Bayart 
και Matheron [1]. 

Οι υπερκυκλικές  n-άδες γραµµικών τελεστών εισήχθησαν και µελετήθηκαν 
από τον Feldman στις εργασίες [6], [7] και [8], όπως επίσης και στην [12]. Μια n-άδα 
από τελεστές είναι µια πεπερασµένη ακολουθία µήκους n από συνεχείς µετατιθέµε-
νους γραµµικούς τελεστές 1 2, ,..., nT T T  επί ενός τοπικά κυρτού χώρου .X  Η n-άδα 

1 2( , ,..., )nT T T  λέγεται υπερκυκλική αν υπάρχει ένα διάνυσµα x X∈  τέτοιο ώστε το 
σύνολο 

1 2
1 2 1 2{ ... : , ,..., {0}}nkk k

n nT T T x k k k ∈ ∪`  
είναι πυκνό στον .X   
 
 Στην υπό ανάλυση εργασία επεκτείνουµε την έννοια των τοπικά υπερκυκλι-
κών (J-class) τελεστών για n-άδες γραµµικών τελεστών ως ακολούθως. Για x X∈ ο-
ρίζουµε το επεκτεταµένο οριακό σύνολο 

1 2( , ,..., ) ( )
nT T TJ x  ως το σύνολο των σηµείων 

y X∈  για τα οποία υπάρχουν µια ακολουθία από διανύσµατα { }mx  µε mx x→  και 
ακολουθίες από µη αρνητικούς ακεραίους ( ){ : }j

mk m∈`  για 1, 2,...,j n=  µε 
(1) (2) ( )... n
m m mk k k+ + + →+∞  

έτσι ώστε 
(1) ( 2) ( )

1 2 ... .
n

m m mk k k
n mT T T x y→  

Ας σηµειωθεί ότι η συνθήκη (1) (2) ( )... n
m m mk k k+ + + →+∞  είναι ισοδύναµη µε την συν-

θήκη ότι κάποια από τις ακολουθίες ( ){ : }j
mk m∈`  για 1, 2,...,j n=  έχει µια γνησίως 

αύξουσα υπακολουθία που συγκλίνει στο +∞ . Εποµένως, αυτός ο ορισµός είναι σε 
πλήρη αντιστοιχία µε τον αντίστοιχο ορισµό των επεκτεταµένων οριακών συνόλων 
από τη θεωρία των Transformation Groups και των Topological Dynamics. Η n-άδα 

1 2( , ,..., )nT T T  λέγεται τοπικά υπερκυκλική (ή J-class) αν υπάρχει ένα \{0}x X∈  τέ-
τοιο ώστε 

1 2( , ,..., ) ( ) .
nT T TJ x X=  

Σε κάθε διανυσµατικό χώρο πεπερασµένης διάστασης πάνω από το \  ή το 
^ , ένας τελεστής δεν µπορεί να είναι υπερκυκλικός (πρβλ [13]) ή J-class (πρβλ [5]). 
Αλλά, όπως δείχθηκε πρόσφατα από τον Feldman στην [8], όταν έχουµε n-άδες 
γραµµικών τελεστών σε χώρους πεπερασµένης διάστασης πάνω από το \  ή το ^  η 
κατάσταση είναι εντελώς διαφορετική. Εκεί δείχθηκε ότι υπάρχουν υπερκυκλικές 
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(n+1)-άδες από διαγώνιους πίνακες στον n^ , καθώς επίσης, και ότι δεν υπάρχουν υ-
περκυκλικές n-άδες από διαγώνιους πίνακες . Στην υπό ανάλυση εργασία συµπληρώ-
νουµε αυτό το αποτέλεσµα δείχνοντας ότι ο ελάχιστος απαιτούµενος αριθµός διαγώ-
νιων πινάκων που χρειάζεται για να αποτελούν µια υπερκυκλική n-άδα στον n\  είναι 
n+1. Θα θέλαµε επίσης να επισηµάνουµε ότι όπως δείξαµε στην [3] υπάρχουν άνω 
τριγωνικοί µη-διαγώνιοι πίνακες που αποτελούν µια υπερκυκλική κ-άδα στον n\ , 
απαντώντας σε µια σχετική ερώτηση του Feldman. 

 
Στην υπό ανάλυση εργασία κάνουµε µια πρώτη προσπάθεια για την µελέτη 

των τοπικά υπερκυκλικών n-άδων γραµµικών τελεστών σε χώρους πεπερασµένης δι-
άστασης πάνω από το \  ή το ^ . Πρώτα, δείχνουµε ότι αν µια n-άδα γραµµικών τε-
λεστών είναι υπερκυκλική τότε είναι  τοπικά υπερκυκλική. Στη συνέχεια δείχνουµε 
ότι οι υπερκυκλικές n-άδες τελεστών αποτελούν γνήσια υποκλάση αυτής των τοπικά 
υπερκυκλικών. Αυτό που είναι αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι σε κάθε χώρο πε-
περασµένης διάστασης πάνω από το \  ή το ^  ο ελάχιστος απαιτούµενος αριθµός 
πινάκων που χρειάζεται για να αποτελούν µια τοπικά υπερκυκλική n-άδα  είναι 2. 
Αυτό έρχεται σε πλήρη αντίθεση µε την περίπτωση των υπερκυκλικών n-άδων από 
πίνακες όπου ο ελάχιστος απαιτούµενος αριθµός πινάκων που χρειάζεται για να είναι 
υπερκυκλικοί σχετίζεται µε την διάσταση του διανυσµατικού χώρου. Τέλος δίνουµε 
παραδείγµατα από ζευγάρια διαγώνιων πινάκων, όπως επίσης και παραδείγµατα από 
ζευγάρια άνω τριγωνικών µη διαγώνιων πινάκων και πινάκων σε µορφή Jordan που 
είναι τοπικά υπερκυκλικά αλλά όχι υπερκυκλικά. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι οι 
κατασκευές µας µπορούν να γενικευτούν άµεσα σε άπειρες διαστάσεις, όπως δεί-
χνουµε σχετικά στην παρούσα εργασία. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία απαντάµε σε ένα ερώτηµα του N. 
Feldman στην [4] σχετικά µε τη δυναµική n-άδων γραµµικών τελεστών στον 

n\ .  Συγκεκριµένα, δείχνουµε ότι για κάθε θετικό ακέραιο 2n ≥  υπάρχουν n-
άδες 1 2( , ,..., )nA A A  από µη ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµους n n×  πίνακες επί 
του \  που είναι υπερκυκλικές. Επίσης, παραθέτουµε σχετικά αποτελέσµατα 
για n-άδες 2 2×  πινάκων επί του \  η του ^  που είναι σε µορφή Jordan. 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ακολουθώντας την πρόσφατη εργασία του Feldman [4], µια n-άδα από τελεστές είναι 
µια πεπερασµένη ακολουθία µήκους n από συνεχείς µετατιθέµενους γραµµικούς τε-
λεστές 1 2, ,..., nT T T  επί ενός τοπικά κυρτού χώρου .X  Η n-άδα 1 2( , ,..., )nT T T  λέγεται 
υπερκυκλική αν υπάρχει ένα διάνυσµα x X∈  τέτοιο ώστε το σύνολο 

1 2
1 2 1 2{ ... : , ,..., 0}nkk k

n nT T T x k k k ≥  
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είναι πυκνό στον .X  Ένα τέτοιο διάνυσµα λέγεται υπερκυκλικό για την 1 2( , ,..., )nT T T  
και το σύνολο όλων των υπερκυκλικών διανυσµάτων για την 1 2( , ,..., )nT T T  θα συµβο-
λίζεται µε 1 2(( , ,..., ))nHC T T T . Τα παραπάνω αποτελούν µια γενίκευση της γνωστής 
έννοιας της υπερκυκλικότητας για ένα γραµµικό φραγµένο τελεστή. Για περισσότερα 
αποτελέσµατα, σχόλια και για µια εκτενή βιβλιογραφία σχετικά µε την έννοια της υ-
περκυκλικότητας µπορεί κανείς να ανατρέξει στις εργασίες [1], [5], [6] και [7]. Για 
αποτελέσµατα σχετικά µε τη δυναµική n-άδων γραµµικών τελεστών µπορεί κανείς να 
ανατρέξει στις εργασίες [2], [3], [4] και [9]. 
 Στην [4] ο Feldman έδειξε, ανάµεσα στα άλλα, ότι στον n^  υπάρχουν n+1-
άδες από ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµες πίνακες που έχουν πυκνές τροχιές. Επιπλέον, 
έδειξε ότι δεν υπάρχουν n-άδες από ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµες πίνακες στον n\  
ή στον n^  που έχουν somewhere dense τροχιές. Εποµένως, εύλογα ανακύπτει το α-
κόλουθο 
 
Ερώτηµα (Feldman [4])   Υπάρχουν µη διαγωνοποιήσιµες n-άδες στον k\ που έχουν 
somewhere dense τροχιές; 
 
Στην εργασία αυτή απαντάµε θετικά στο παραπάνω ερώτηµα αποδεικνύοντας το α-
κόλουθο ισχυρότερο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα   Για κάθε θετικό ακέραιο 2n ≥  υπάρχουν n-άδες 1 2( , ,..., )nA A A  από n n×  
µη ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµους πίνακες επί του \  που είναι υπερκυκλικές. 
 
Περιοριζόµενοι στην περίπτωση των 2 2×  πινάκων επί του \  ή ^  δείχνουµε, επί-
σης, τα ακόλουθα. 
 
Θεώρηµα   Υπάρχουν 2 2×  πίνακες , 1, 2,3,4jA j =  σε µορφή Jordan επί του \  έτσι 
ώστε η τετράδα 1 2 3 4( , , , )A A A A  να είναι υπερκυκλική. Πιο συγκεκριµένα  

1 2
1 2 3 4 2

2

(( , , , )) : 0 .
x

HC A A A A x
x

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ∈ ≠⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

\  

 
Θεώρηµα   Υπάρχουν 2 2×  πίνακες , 1, 2,...,8jA j =  σε µορφή Jordan επί του ^  έτσι 
ώστε η οχτάδα 1 2 8( , ,..., )A A A  να είναι υπερκυκλική. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία δίνουµε έναν πλήρη χαρακτηρισµό 
των J-class και mixJ -class unilateral weighted shifts στον ( )l∞ `  σε σχέση µε 
τις ακολουθίες των βαρών τους. Σε αντιδιαστολή µε το προηγούµενο αποτέ-
λεσµα δείχνουµε ότι ένα bilateral weighted shift  στον ( )l∞ ]  δεν µπορεί να 
είναι ένας J-class τελεστής. 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Για όλες τις έννοιες και τους αντίστοιχους ορισµούς παραπέµπουµε για λόγους συ-
ντοµίας στην ανάλυση τις εργασίας µε τίτλο “ J-class operators and hypercyclicity”. 
Υπενθυµίζουµε ότι:  
 

Τα παρακάτω οριακά σύνολα περιγράφουν την ασυµπτωτική  συµπεριφορά των 
τροχιών τοπικά γύρω από ένα διάνυσµα x X∈ . 
 
Ορισµός   Το σύνολο 
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( ) : { :υπάρχει µια γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικώναριθµών { } και

 µια ακολουθία { } τέτοια ώστε και }n

n

k
n n n

J x y X k

x x x T x y

= ∈

→ →
  

 
λέγεται το επεκτεταµένο (extended ή prolongational) οριακό σύνολο του x  και το σύ-
νολο 
 

( ) : { :υπάρχειµια ακολουθία { } τέτοια ώστε και }mix n
n n nJ x y X x x x T x y= ∈ → →  

 
λέγεται το επεκτεταµένο mixing οριακό σύνολο του x . 
 

Η επόµενη πρόταση µας δίνει έναν χαρακτηρισµό των οριακών συνόλων χρη-
σιµοποιώντας ανοικτά υποσύνολα του X . 
 
Πρόταση   Έστω x X∈ , τότε 
 

( ) { :για κάθε ζεύγος περιοχών ,  των ,  αντίστοιχα, υπάρχει ένας 
             θετικός ακέραιος  έτσι ώστε }n

J x y X U V x y
n T U V

= ∈

∩ ≠∅
 

και 
 

( ) { :για κάθε ζεύγος περιοχών ,  των ,  αντίστοιχα, υπάρχει ένας 
                 θετικός ακέραιος  έτσι ώστε  για κάθε }.

mix

n

J x y X U V x y
N T U V n N

= ∈

∩ ≠∅ ≥
 

 
Η επόµενη πρόταση µας δίνει µερικές χρήσιµες ιδιότητες των οριακών συνόλων. 
 
Πρόταση   Για κάθε x X∈  τα σύνολα ( )J x  και ( )mixJ x  είναι κλειστά και αµετάβλη-
τα. Επιπλέον, το σύνολο ( )mixJ x  είναι κυρτό και το σύνολο (0)mixJ  είναι ένας κλειστός 
υπόχωρος του X . 
 
Ορισµός   Ένας τελεστής :T X X→  λέγεται τοπολογικά mixing αν για κάθε ζεύγος µη 
κενών ανοιχτών υποσυνόλων ,U V  του X  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος N  έτσι ώ-
στε nT U V∩ ≠∅ , για κάθε n N≥ . 
 
 Παρατηρούµε ότι ο τελεστής T  είναι τοπολογικά µεταβατικός αν και µόνο αν 

( )J x X=  για κάθε x X∈  και είναι τοπολογικά mixing αν και µόνο αν ( )mixJ x X=  
για κάθε x X∈ . 
 
 

Ένα πρώτο βήµα στην κατανόηση της δυναµικής των γραµµικών τελεστών εί-
ναι να µελετήσουµε συγκεκριµένες κλάσεις τελεστών όπως για παράδειγµα τα 
weighted shifts. Ο Salas [11] ήταν ο πρώτος που χαρακτήρισε τα υπερκυκλικά 
weighted shifts σε σχέση µε τις ακολουθίες των βαρών τους. Θα θέλαµε να επισηµά-
νουµε ότι οι χώροι ( )l∞ `  και ( )l∞ ]  δεν δέχονται υπερκυκλικούς τελεστές µιας και 
δεν είναι διαχωρίσιµοι χώροι Banach. Στην πραγµατικότητα δεν δέχονται ούτε τοπο-
λογικά µεταβατικούς τελεστές όπως δείχτηκε από τους Bermúdez και Kalton στην 
[2]. Τα αποτελέσµατα της υπό ανάλυση εργασίας είναι τα ακόλουθα.  
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Θεώρηµα   Έστω : ( ) ( )T l l∞ ∞→` `  ένα backward unilateral weighted shift µε θετι-
κά βάρη { }n nα ∈` . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 
 

(i) Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
 

(ii) 
0 1

lim inf .
n

i jn j
i

α +→+∞ ≥
=

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

 
Επιπλέον, αν ο T  είναι ένας J-class τελεστής τότε η ακολουθία των βαρών { }n nα ∈`  
είναι φραγµένη από κάτω από ένα θετικό αριθµό και έχουµε την ακόλουθο πλήρη περι-
γραφή του συνόλου των J-διανυσµάτων: 
 

0{ ( ) : ( ) ( )} ( )x l J x l c∞ ∞∈ = =` ` `  
  
όπου 0 ( ) : { { } ( ) : lim 0}n nn

c x x l x∞

→+∞
= = ∈ =` ` . 

 
Παρατήρηση   Ας σηµειωθεί ότι, όπως δείχνουµε µε ένα παράδειγµα υπάρχει ένα 
υπερκυκλικό backward unilateral weighted shift στον 2 ( )l `  που δεν είναι J-class τε-
λεστής στον ( )l∞ ` . Ενώ, όπως δείχνουµε στην [5], ένα backward unilateral (ή bilat-
eral) weighted shift είναι ένας J-class τελεστής στον ( )pl `  αν και µόνο αν ο T  είναι 
υπερκυκλικός στον ( )pl ` , για 1 p≤ < +∞ . 
 
Θεώρηµα   Αν : ( ) ( )T l l∞ ∞→] ]  είναι ένα backward bilateral weighted shift µε θετι-
κά βάρη { }n nα ∈]  τότε δεν είναι ένας J-class τελεστής. 
 
Πόρισµα   Έστω T  ένα  backward unilateral (bilateral) weighted shift µε ακολουθία 
βαρών { }n nα ∈`  ({ }n nα ∈]  αντίστοιχα). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα 
 

(i) (0) ( )J l∞= `    ( (0) ( )J l∞= ] ). 
 

(ii) 
0 1

lim inf
n

i jn j
i

α +→+∞ ≥
=

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏    (

1

lim inf
n

i jn j
i

α +→+∞ ∈
=

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏] ). 

 
Παρατήρηση   Από το προηγούµενο θεώρηµα και το πόρισµα προκύπτει ότι αν T  
είναι ένα backward unilateral  weighted shift και (0) ( )J l∞= `  τότε ο T  είναι ένας J-
class τελεστής. Στην περίπτωση που ο T  είναι ένα  backward bilateral weighted shift 
τότε, όπως δείχνουµε µε ένα παράδειγµα, το παραπάνω αποτέλεσµα δεν είναι απαραί-
τητα σωστό. 
 

Ανάλογα αποτελέσµατα ισχύουν και για την περίπτωση των  mixJ -class 
weighted shifts στον ( )l∞ ` : 
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Θεώρηµα   Έστω : ( ) ( )T l l∞ ∞→` `  ένα backward unilateral weighted shift µε θετι-
κά βάρη { }n nα ∈` . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 
 

(i) Ο T  είναι ένας mixJ -class τελεστής. 
 

(ii) 
0 1

lim inf .
n

i jn j
i

α +→+∞ ≥
=

⎛ ⎞
= +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

 
Επιπλέον, αν ο T  είναι ένας mixJ -class τελεστής τότε έχουµε την ακόλουθο πλήρη πε-
ριγραφή του συνόλου των mixJ -διανυσµάτων: 
 

0{ ( ) : ( ) ( )} ( )mixx l J x l c∞ ∞∈ = =` ` `  
  
όπου 0 ( ) : { { } ( ) : lim 0}n nn

c x x l x∞

→+∞
= = ∈ =` ` . 

 
Πόρισµα   Έστω : ( ) ( )T l l∞ ∞→` `  ένα backward unilateral weighted shift µε θετικά 
βάρη { }n nα ∈` . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 
 

(i) Ο T  είναι ένας mixJ -class τελεστής. 
 
(ii) Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
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 ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία δίνουµε ένα νέο εργαλείο για την 

µελέτη των  γνησίως µη συνεκτικών (properly discontinuous) δράσεων µη συ-
µπαγών οµάδων επί τοπικά συµπαγών, συνεκτικών και παρασυµπαγών  χώ-
ρων, εµβαπτίζοντας µια τέτοια δράση σε µια κατάλληλη µηδενοδιάστατη συ-
µπαγοποίηση του υποκείµενου χώρου µε «καλές ιδιότητες». Συγκεκριµένα, 
δοθείσης µιας δράσης ( , )G X  κατασκευάζουµε µια µηδενοδιάστατη συµπα-
γοποίηση Xµ  του X  (δηλαδή ο επισυναπτόµενος χώρος \X Xµ  είναι ολικά 
µη συνεκτικός) µε τις ακόλουθες ιδιότητες: (α) η δράση επεκτείνεται (συνε-
χώς)  στην Xµ , (β) αν \L X Xµ µ⊆  είναι το σύνολο των οριακών σηµείων 
των τροχιών της αρχικής δράσης, τότε ο περιορισµός της δράσης 
( , \ )G X Lµ µ  παραµένει γνησίως µη συνεκτική (properly discontinuous), είναι 
αδιαίρετη (indivisible) και κατά σηµείο ισοσυνεχής ως προς την οµαλή δοµή 
που επάγει η συµπαγοποίηση Xµ  στον \X Xµ , και (γ) η συµπαγοποίηση 

Xµ  είναι η µέγιστη δυνατή µηδενοδιάστατη συµπαγοποίηση του X µε τις 
παραπάνω ιδιότητες. Οι γνήσιες δράσεις συνήθως εµβαπτίζονται στην end 
point (ή Freudenthal) συµπαγοποίηση του X ώστε να εξαχθούν τοπολογικά 
invariants που αφορούν το πλήθος των περάτων του X , µε την υπόθεση ότι ο 
χώρος X έχει µια επιπλέον «καλή» ιδιότητα σχετικά τοπικού χαρακτήρα (την 
«ιδιότητα Ζ», δηλαδή κάθε συµπαγές υποσύνολο του X  περιέχεται σε ένα 
συµπαγές και συνεκτικό υποσύνολό του, αυτό ισχύει αν π.χ. ο X  είναι τοπικά 
συνεκτικός). Αν ο υπόψιν χώρος X  έχει αυτή την ιδιότητα τότε η καινούρια 
µας συµπαγοποίηση συµπίπτει µε την end point συµπαγοποίηση  του X . Από 
την άλλη, δίνουµε ένα παράδειγµα ενός χώρου που δεν έχει την «ιδιότητα Ζ» 
για τον οποίο η συµπαγοποίηση µας είναι διαφορετική της end point. Σαν ε-
φαρµογή δείχνουµε ότι το τοπολογικό invariant που αφορά το πλήθος των πε-
ράτων του X ισχύει για µια κλάση δράσεων που περιέχει γνήσια την κλάση 
των γνησίως µη συνεκτικών δράσεων και για χώρους που δεν έχουν κατ’ ανά-
γκη την «ιδιότητα Ζ». Ας σηµειωθεί ότι η κατασκευή της νέας αυτής συµπα-
γοποίησης γίνεται µε µία νέα µέθοδο. Συγκεκριµένα προκύπτει παίρνοντας την 
αρχική δράση ως αντίστροφο όριο γνησίως µη συνεκτικών δράσεων της G  
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πάνω σε πολύεδρα που «κατασκευάζονται» µέσω G - αµετάβλητων τοπικά 
πεπερασµένων ανοιχτών καλύψεων του X  που παράγονται από τοπικά πεπε-
ρασµένες ανοιχτές καλύψεις ενός κατάλληλου «θεµελιώδους συνόλου» (fun-
damental set) της δράσης.  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Η συµπαγοποίηση των τοπικά συµπαγών (κυρίως συνεκτικών) τοπολογικών χώρων 
ήταν ένα από τα πρώτα και, όπως αποδείχθηκε, γόνιµα «εργαλεία» για τη µελέτη 
τους. Κάτι ανάλογο επιχειρήθηκε έµµεσα (ήδη από το 1934) στη θεωρία των δράσε-
ων από τον Kerékjártó [2], ο οποίος µελέτησε οµάδες οµοιοµορφισµών του 2\  εµ-
βαπτίζοντας τις αντίστοιχες δράσεις στη σφαίρα, τη συµπαγοποίηση µε ένα σηµείο 
του επιπέδου. 

 
Μολονότι η εµβάπτιση δράσεων (κυρίως των γνήσιων) έχει παίξει σηµαντικό 

ρόλο στη µέχρι τώρα έρευνα (πρβλ. π.χ. [1] και [4]) και έχουν αποδειχθεί υπαρξιακού 
τύπου θεωρήµατα για την εµβάπτιση δράσεων σε συµπαγοποιήσεις (π.χ. για δράσεις 
τοπικά συµπαγών οµάδων, πρβλ. [5]), το ενδιαφέρον θέµα της πιο πρόσφορης επιλο-
γής µιας συµπαγοποίησης του υποκείµενου χώρου για χρήσιµες κατηγορίες δράσεων 
δεν έχει αντιµετωπισθεί επαρκώς. 

 

Ορισµός   Έστω ( , )G X  µια συνεχής δράση µιας τοπολογικής οµάδας επί ενός τοπικά 
συµπαγούς χώρου. Η δράση λέγεται γνήσια (proper) αν η απεικόνιση G X X X× → ×  
µε ( , ) ( , )g x x gx  είναι γνήσια, δηλαδή, αν είναι κλειστή απεικόνιση και η αντίστροφη 
εικόνα ενός συµπαγούς συνόλου είναι ένα συµπαγές σύνολο, ή ισοδύναµα, αν τα σύνολα 
 
 ( ) { | υπάρχουν δίκτυα  στον  και  στην  ώστε }i i i iJ x y X x x X g G g x y= ∈ → →∞ →   
 
είναι κενά για κάθε x X∈ , όπου ig →∞  εδώ σηµαίνει ότι το δίκτυο δεν έχει σηµεία 
συσσώρευσης στην G .  

 
Οι γνήσιες δράσεις αποτελούν µία από τις πιο ενδιαφέρουσες κλάσεις δράσε-

ων, τουλάχιστον διότι περιέχει τις δράσεις των οµάδων ισοµετριών τοπικά συµπαγών 
και συνεκτικών µετρικών χώρων. Οι γνήσιες δράσεις πρωτοεµφανίστηκαν στην ειδι-
κή (και ιδιαίτερα χρήσιµη για τη γεωµετρική έρευνα) περίπτωση των γνησίως µη συ-
νεκτικών (properly discontinuous) δράσεων, οι οποίες έπαιξαν καθοριστικό ρόλο στη 
θεωρία των «χώρων επικάλυψης» (covering spaces) και ορίζονται από την απαίτηση: 
για κάθε δύο σηµεία ,x y X∈  υπάρχουν περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, 
ώστε το σύνολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  να είναι πεπερασµένο. [Αν η G  είναι το-
πικά συµπαγής, η απαίτηση το σύνολο αυτό να έχει συµπαγή θήκη στην G  είναι ισο-
δύναµη µε την: ( )J x =∅  για κάθε x X∈ , δηλαδή µε τη γνησιότητα της δράσης.] 
 
 Κάθε δράση µιας συµπαγούς οµάδας είναι γνήσια, αφού τα J -σύνολα είναι 
κατά τετριµµένο τρόπο κενά. Αν περιορισθούµε σε µη συµπαγείς χώρους, η ύπαρξη 
µιας δράσης µιας συµπαγούς οµάδας δεν οδηγεί, γενικά, σε δοµικές πληροφορίες για 
τον χώρο· για παράδειγµα, κάθε τοπικά συµπαγής και συνεκτικός χώρος δέχεται µία 
δράση µιας µη τετριµµένης συµπαγούς οµάδας (πρβλ. [4]). Αντίθετα, η ύπαρξη µιας 



 32

γνήσιας δράσης µιας µη συµπαγούς οµάδας (οπότε ο χώρος θα είναι αναγκαστικά µη 
συµπαγής) οδηγεί σε ενδιαφέρουσες δοµικές πληροφορίες: 
 

Όπως προκύπτει από τον ορισµό της, µία γνήσια δράση χαρακτηρίζεται από 
τη µη ύπαρξη σηµείων συσσώρευσης για δίκτυα { }i ig x  µε ix x→  και ig →∞ . Το 
θεµελιώδες αυτό χαρακτηριστικό προτείνει την εµβάπτισή µιας γνήσιας δράσης σε 
µία συµπαγοποίηση Y  του χώρου X , µε την ελπίδα η µελέτη των J -συνόλων που 
θα προκύψουν στον υπόχωρο \Y X  να οδηγήσει σε πληροφορίες για τον X  και τη 
δράση, ή σε «αναλλοίωτα» για το ζευγάρι χώρος-δράση. Αυτό έχει συµβεί για 
Y X += , τη συµπαγοποίηση του X  µε τα πέρατα (end point ή Freudenthal 
compactification). Η συµπαγοποίηση αυτή έχει δύο βασικά πλεονεκτήµατα: 

 
      (α) ο X  δεν «χάνεται» στον X + , αφού ο \X X+  είναι «ολικά µη συνεκτικός» 
χώρος, και 
 
      (β) για συνεκτικούς χώρους οι δράσεις ( , )G X  επεκτείνονται (συνεχώς) σε δρά-
σεις ( , )G X + , αφού ο X +  είναι ο χώρος-πηλίκο της «συµπαγοποίησης Stone-Čech», 

Xβ , του X  στον οποίο µία συνεκτική συνιστώσα του \X Xβ  συρρικνώνεται σε 
ένα σηµείο· πρόκειται για τη «µέγιστη» συµπαγοποίηση του Χ µε «ολικά µη συνεκτι-
κό» επισυναπτόµενο χώρο (οι συµπαγοποιήσεις «διατάσσονται» ως εξής: µία συµπα-
γοποίηση είναι «µεγαλύτερη» από µία άλλη, αν υπάρχει µία απεικόνιση της πρώτης 
επί τη δεύτερη που επεκτείνει την ταυτοτική απεικόνιση του X ). 

 
Ας σηµειωθεί ότι το (β) δεν είναι δεδοµένο για όλες τις «µηδενοδιάστατες συ-

µπαγοποιήσεις» του Χ, δηλαδή για τις συµπαγοποιήσεις µε «ολικά µη συνεκτικό» 
επισυναπτόµενο χώρο. 

 
Αν µείνουµε στις γνήσιες δράσεις µη συµπαγών οµάδων και θέλουµε να τις 

αξιοποιήσουµε κυρίως για τη διερεύνηση τη δοµής τοπικά συµπαγών, συνεκτικών 
χώρων και την εύρεση «αναλλοιώτων» τους, οι επόµενες ιδιότητες δύσκολα µπορούν 
να αγνοηθούν ως κριτήρια για την επιλογή της εκάστοτε προτιµότερης «µηδενοδιά-
στατης συµπαγοποίησης», Y , του X : 

 
(1) Η θεωρούµενη δράση ( , )G X  επεκτείνεται (συνεχώς) σε µία δράση ( , )G Y . 

 
(2) Αν ℑ  είναι το σύνολο των οριακών σηµείων της αρχικής δράσης στον Y , δη-

λαδή, το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης στον Y  για δίκτυα { }ig x  µε 

ig →∞  και x X∈ , τότε η δράση ( , \ )G Y ℑ  παραµένει γνήσια. 
  

(3) Η δράση ( , \ )G Y ℑ  είναι κατά σηµείο ισοσυνεχής ως προς την επαγόµενη 
οµαλή δοµή στον \Y Xℑ⊃  από εκείνη του Y  (ώστε σε συνδυασµό µε την 
(2) να είναι αξιοποιήσιµα τα «εργαλεία» της Θεωρίας των Ισοσυνεχών ∆ρά-
σεων, µε τις «ανωµαλίες» ως προς τη δοµή αυτή να απωθούνται στον υπό-
χωρο ℑ  του \Y X , απ’ όπου θα αντληθούν χρήσιµες πληροφορίες ή/και τα 
«αναλλοίωτα»). 

 
(4) Έστω { }ig  ένα δίκτυο χωρίς οριακά σηµεία στην G  και \x Y∈ ℑ  τέτοιο, ώ-

στε να ισχύει ig x y→ ∈ℑ , τότε ισχύει ig z y→  για κάθε \z Y∈ ℑ . Μία εµ-
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βάπτιση της ( , \ )G Y ℑ  στην ( , )G Y  µε την ιδιότητα αυτή λέγεται αδιαίρετη 
(indivisible). 

 

            [Τα δύο αποκλίνοντα δίκτυα { }ig  και { }ig x  συσχετίζουν τις δοµές των G  και 
\Y ℑ · εποµένως, προκειµένου να αντληθούν πληροφορίες για τον \Y ℑ  από 

την G  και τη γνησιότητα της δράσης, είναι ευπρόσδεκτο το ότι το οριακό ση-
µείο y  είναι ανεξάρτητο από το x  και εξαρτάται µόνο από το δίκτυο { }ig : τα 
στοιχεία y  του ℑ  (που περιέχει τις πληροφορίες) «φαίνονται» στην G  ως δί-
κτυα { }ig .] 

 
 

(5) Η «µηδενοδιάστατη συµπαγοποίηση» Y  είναι η «µέγιστη» δυνατή µε τις τέσ-
σερις προηγούµενες ιδιότητες (ώστε, µε δεδοµένα τα «εργαλεία» που προσφέ-
ρουν οι τέσσερις αυτές ιδιότητες, να µη χάνονται πληροφορίες, λόγω µη ανα-
γκαίας «συµπίεσης» του ℑ ). 
 
 

 Ας σηµειωθεί ότι οι ιδιότητες (1)-(4) συναντώνται στη βιβλιογραφία και έ-
χουν οδηγήσει σε ενδιαφέροντα συµπεράσµατα για γνήσιες δράσεις µη συµπαγών 
οµάδων: η (4), συνδυασµένη µε την υπόθεση ότι η θεωρούµενη δράση επεκτείνεται 
σε µια δράση η οποία δεν είναι  κατά σηµείο ισοσυνεχής (ως προς κάποια οµαλή δο-
µή) ακριβώς στα σηµεία του ℑ , οδηγεί στο συµπέρασµα ότι «τα σηµεία του ℑ  είναι 
1, 2 ή άπειρα το πλήθος», ένα «αναλλοίωτο» για το ζευγάρι χώρος-δράση (πρβλ. [3]), 
ενώ ο συνδυασµός των (1), (2) και (4) οδηγεί (π.χ. στις [1] και [4]) στο ίδιο συµπέρα-
σµα (για Y X += ), υπό την προϋπόθεση ότι ο X  έχει την ιδιότητα Ζ (: κάθε συµπαγές 
υποσύνολο του X  περιέχεται σε ένα συµπαγές και συνεκτικό υποσύνολό του, αυτό 
ισχύει αν π.χ. ο X  είναι τοπικά συνεκτικός). 
 
 Στην υπό ανάλυση εργασία, δίνεται ένα παράδειγµα που δείχνει ότι η δράση 
( , \ )G X + ℑ  δεν είναι απαραίτητο να είναι γνήσια ή κατά σηµείο ισοσυνεχής, αν ο 
χώρος δεν έχει την ιδιότητα Ζ. Αυτό, το ισχυρό «οπλοστάσιο» της Θεωρίας των Ισο-
συνεχών ∆ράσεων και τα µεθοδολογικά πλεονεκτήµατα που προστίθενται από την 
ιδιότητα (4), οδήγησαν στο επόµενο ερώτηµα, το «βάρος» του οποίου έγκειται στο 
ότι µια θετική απάντησή του θα δώσει ένα καινούργιο διευρυµένο πλαίσιο «εργαλεί-
ων» για τη µελέτη των γνήσιων δράσεων. 

 
Ερώτηµα: Έστω ότι η µη συµπαγής οµάδα G  δρα γνησίως 
στον τοπικά συµπαγή, συνεκτικό και παρασυµπαγή χώρο X . 
Υπάρχει µία «µηδενοδιάστατη συµπαγοποίηση» του X  µε τις 
ιδιότητες (1)-(5); 

 
Στην εν λόγω εργασία αποδεικνύεται ότι, ειδικά για τις γνησίως µη συνεκτικές 

δράσεις, υπάρχει πάντα µία τέτοια συµπαγοποίηση. Η κατασκευή της νέας αυτής συ-
µπαγοποίησης γίνεται µε µία νέα µέθοδο. Συγκεκριµένα προκύπτει παίρνοντας την 
αρχική δράση ως αντίστροφο όριο γνησίως µη συνεκτικών δράσεων της G  πάνω σε 
πολύεδρα που «κατασκευάζονται» µέσω G - αµετάβλητων τοπικά πεπερασµένων α-
νοιχτών καλύψεων του X  που παράγονται από τοπικά πεπερασµένες καλύψεις ενός 
κατάλληλου «θεµελιώδους συνόλου» (fundamental set) της δράσης. Ας σηµειωθεί ότι  
αν ο X  έχει την ιδιότητα Ζ η συµπαγοποίηση αυτή ταυτίζεται µε την X + . 
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Ως εφαρµογή των µεθοδολογικών πλεονεκτηµάτων που προκύπτουν από την 
ύπαρξη µιας τέτοιας συµπαγοποίησης του X  αποδεικνύονται τα κύρια συµπεράσµα-
τα των [1] και [3] που προαναφέρθηκαν για χώρους που δεν είναι απαραίτητο να έ-
χουν την ιδιότητα Ζ και για µία κλάση γνήσιων δράσεων που περιέχει τις γνησίως µη 
συνεκτικές δράσεις. Πιο συγκεκριµένα αποδεικνύουµε το ακόλουθο. 
 
Θεώρηµα   Έστω X  ένας τοπικά συµπαγής, συνεκτικός και παρασυµπαγής χώρος και 
G  µια µη συµπαγής τοπολογική οµάδα που δρα γνησίως επί του X  τέτοια ώστε η συ-
νεκτική συνιστώσα της µονάδας 0G  της G  είναι µη συµπαγής είτε η 0G  είναι συµπαγής 
και ο χώρος πηλίκο των συνεκτικών συνιστωσών 0/G G  της G  περιέχει µια άπειρη 
διακριτή υποοµάδα. Τότε ο X  έχει 
 

(i) το πολύ δύο ή άπειρα το πλήθος πέρατα, και 
 
(ii) το πολύ δύο πέρατα αν η 0G  είναι µη συµπαγής. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία µελετάµε συνθήκες υπό τις οποίες η 
οµάδα των ισοµετριών ( , )I X d  ενός τοπικά συµπαγούς µετρικού χώρου 
( , )X d  είναι τοπικά συµπαγής ή δρα γνησίως επί του X .  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην εργασία αυτή ολοκληρώνεται η λύση ενός παλαιού προβλήµατος που αφορά την 
τοπική συµπάγεια τις οµάδας των ισοµετριών ενός τοπικά συµπαγούς µετρικού χώ-
ρου καθώς και του τρόπου δράσης αυτής της οµάδας πάνω στο χώρο (van Dantzig, 
van der Waerden (1928) [1], Π. Στράντζαλος (1989) [6]). 
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Η λύση του προβλήµατος, στη γενικότητά του, σχετίζεται µε ιδιότητες συνε-
κτικότητας του χώρου, δηλαδή κατά πόσο έχει συµπαγή χώρο συνεκτικών ή ηµισυνε-
κτικών συνιστωσών, και επίσης µε το κατά πόσο η αντίστοιχη οµάδα των ισοµετριών 
του χώρου είναι κλειστή στο χώρο των συνεχών απεικονίσεων του χώρου στον εαυτό 
του σε σχέση µε την τοπολογία της κατά σηµείο σύγκλισης. Θυµίζουµε ότι 
 
Ορισµός   Έστω ( , )G X  µια συνεχής δράση µιας τοπολογικής οµάδας επί ενός τοπικά 
συµπαγούς χώρου. Η δράση λέγεται γνήσια (proper) αν η απεικόνιση G X X X× → ×  
µε ( , ) ( , )g x x gx  είναι γνήσια, δηλαδή, αν είναι κλειστή απεικόνιση και η αντίστροφη 
εικόνα ενός συµπαγούς συνόλου είναι ένα συµπαγές σύνολο,ή  ισοδύναµα, αν τα σύνολα 
 
 ( ) { | υπάρχουν δίκτυα  στον  και  στην  ώστε }i i i iJ x y X x x X g G g x y= ∈ → →∞ →   
 
είναι κενά για κάθε x X∈ , όπου ig →∞  εδώ σηµαίνει ότι το δίκτυο δεν έχει σηµεία 
συσσώρευσης στην G .  
 
Παρατήρηση   Σε περίπτωση που η (τοπολογική) οµάδα G  είναι τοπικά συµπαγής, 
µια συνεχής δράση ( , )G X  είναι γνήσια αν και µόνο αν για κάθε ,x y X∈  υπάρχουν 
περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, ώστε το σύνολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  
να έχει συµπαγή θήκη στη G . 
 

Χρησιµοποιώντας κατάλληλες καλύψεις του υποκείµενου χώρου µε κλειστά-
ανοιχτά υποσύνολα του αποδεικνύουµε το επόµενο.   
 
Θεώρηµα   Έστω ( , )X d  ένας τοπικά συµπαγής µετρικός χώρος. Αν µε ( , )I X d  συµ-
βολίσουµε την οµάδα των ισοµετριών του µε την τοπολογία της κατά σηµείο σύγκλισης 
και µε ( )XΣ  τον χώρο των συνεκτικών συνιστωσών του X  µε την τοπολογία πηλίκο, 
τότε 
 
(i) Αν ο ( )XΣ  δεν είναι συµπαγής, τότε η ( , )I X d  δεν είναι απαραίτητα τοπικά συ-

µπαγής ούτε απαραίτητα δρα γνησίως επί του X . 
 
(ii) Αν ο ( )XΣ  είναι συµπαγής (αλλά όχι απαραίτητα χώρος του Hausdorff) τότε 
 

(1)   η οµάδα ( , )I X d  είναι τοπικά συµπαγής, 
(2)   η δράση ( ( , ), )I X d X  δεν είναι απαραίτητα γνήσια, και 
(3)   η δράση ( ( , ), )I X d X  είναι γνήσια αν ο X  είναι συνεκτικός. 

 
Παρατήρηση   Χρησιµοποιώντας τα ίδια επιχειρήµατα όπως και στην απόδειξη του 
προηγούµενου θεωρήµατος µπορούµε να αποδείξουµε ότι αν ο X  είναι ένας τοπικά 
συµπαγής µετρικοποιήσιµος χώρος µε συµπαγή χώρο ηµισυνεκτικών συνιστωσών 
(quasiconnected components)  ως προς την τοπολογία πηλίκο, τότε η οµάδα των ισο-
µετριών ( , )I X d  είναι τοπικά συµπαγής για κάθε µετρική d  που επάγει την τοπολο-
γία του X  (θυµίζουµε ότι η ηµισυνεκτική συνιστώσα ενός σηµείου x X∈ είναι η το-
µή όλων των ανοιχτών-κλειστών του X  που περιέχουν το x ). Η επιλογή µας να πα-
ρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα µας υπό τη συνθήκη «ο χώρος των συνεκτικών συνι-
στωσών του X είναι συµπαγής ως προς την τοπολογία πηλίκο» και όχι χρησιµοποιώ-
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ντας την γενικότερη συνθήκη (όπως δείχνουµε µε ένα παράδειγµα) «ο χώρος των ηµι- 
συνεκτικών συνιστωσών του X είναι συµπαγής ως προς την τοπολογία πηλίκο» έγινε 
γιατί θεωρούµε ότι αυτή η συνθήκη είναι τοπολογικά φυσιολογικότερη.  
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία χαρακτηρίζουµε πλήρως το ριζικό 
Jacobson ενός αναλυτικού σταυρωτού γινοµένου (analytic crossed product) 

0 ( ) dC X φ +× ]  ενός πολυµεταβλητού δυναµικού συστήµατος, απαντώντας σε 
ένα παλαιό ερώτηµα των Arveson και Josephson [1], χρησιµοποιώντας όρους 
από το δυναµικό σύστηµα (συγκεκριµένα χρησιµοποιώντας το σύνολο των 
«επανερχόµενων» (recurrent) σηµείων του δυναµικού συστήµατος). Αναλυτι-
κότερα αποδεικνύουµε ότι το ριζικό Jacobson ενός αναλυτικού σταυρωτού γι-
νοµένου ενός δυναµικού συστήµατος µιας µεταβλητής αποτελείται από τα 
στοιχεία των οποίων οι «συντελεστές Fourier» µηδενίζονται στο σύνολο των 
«επανερχόµενων» σηµείων του δυναµικού συστήµατος (ενώ ο µηδενικός συ-
ντελεστής είναι µηδέν). Για την πολυµεταβλητή περίπτωση απαιτείται µια πα-
ραλλαγή της έννοιας των recurrent σηµείων, παίρνοντας υπόψιν τους διάφο-
ρους βαθµούς ελευθερίας.  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Έστω ( , )X φ  ένα (τοπολογικό) δυναµικό σύστηµα, δηλαδή ένας τοπικά συµπαγής 
χώρος X  εφοδιασµένος µε µια συνεχή, επί και γνήσια (proper) απεικόνιση φ  (: η 
απεικόνιση είναι συνεχής, κλειστή και η αντίστροφη εικόνα κάθε µονοσυνόλου είναι 
ένα συµπαγές υποσύνολο του X ). Το αναλυτικό σταυρωτό γινόµενο (analytic crossed 
product ή semicrossed product) 0 ( )C X φ +× ]  είναι µια (µη αυτοσυζυγής) άλγεβρα τε-
λεστών που αντικατοπτρίζει τις ιδιότητες του δυναµικού συστήµατος, µε την έννοια ότι 
δύο τέτοια συστήµατα είναι τοπολογικά συζυγή αν και µόνο αν οι αντίστοιχες άλγεβρες 
είναι (αλγεβρικά) ισόµορφες  (πρβλ. [1],  [4] και [7]).  
 

Το αναλυτικό σταυρωτό γινόµενο κατασκευάζεται ως εξής. Αρχικά θεωρούµε 
τα στοιχεία 0( )n nf ≥  του χώρου Banach 1

0( , ( ))l C X+] , όπου 0 ( )C X  είναι ο χώρος 
όλων των συνεχών συναρτήσεων του X  που µηδενίζονται στο άπειρο, ως τυπικές 
(formal) σειρές της µορφής 

0

n
n

n
A U f

≥

= ∑  µε νόρµα 
0 ( )n C XA f=∑ . Ο πολλαπλα-

σιασµός στον 1
0( , ( ))l C X+]  ορίζεται θέτοντας 

 
: ( )n m n m mU f U g U f gφ+⋅ = D  

 
και επεκτείνοντας γραµµικά και συνεχώς. Με αυτόν τον πολλαπλασιασµό ο 

1
0( , ( ))l C X+]  είναι µια άλγεβρα Banach. Στην συνέχεια αναπαριστούµε την 

1
0( , ( ))l C X+] , µε µια πιστή (faithful) αναπαράσταση, ως µια (concrete) άλγεβρα 

φραγµένων τελεστών ( )B H  ενός χώρου Hilbert H . Το αναλυτικό σταυρωτό γινόµε-
νο 0 ( )C X φ +× ]  είναι η πλήρωση της άλγεβρας  1

0( , ( ))l C X+]  στον ( )B H . Ας ση-
µειωθεί ότι στην βιβλιογραφία υπάρχουν παραλλαγές αυτού του ορισµού αλλά τα α-
ποτελέσµατα της παρούσης εργασίας είναι συµβατά µε αυτές. 
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Έστω 1
0

0
( , ( ))n

n
n

A U f l C X+
≥

= ∈∑ ] . Ονοµάζουµε ( ) :n nE A f=  τον n-στο συ-

ντελεστή Fourier του A . Οι συναρτήσεις 1
0 0: ( , ( )) ( )nE l Z C X C X+ →  είναι συστολές 

ως προς την νόρµα που επάγεται από τον  ( )B H  και εποµένως επεκτείνεται σε µια 
συστολή επί του 0 ( )C X φ +× ] . 
 

Ανάλογο ορισµό για το αναλυτικό σταυρωτό γινόµενο µπορούµε να δώσουµε 
στην περίπτωση ενός πολυµεταβλητού δυναµικού συστήµατος ( , )nX φ  επί ενός τοπι-
κά συµπαγούς X , όπου { : }d

n nφ +∈]  είναι µια ηµιοµάδα συνεχών και γνήσιων επι-
µορφισµών, ισοµορφική µε την d

+] . 
 
Ορισµός   Ένα ιδεώδες ℑ  µιας άλγεβρας A  λέγεται primitive αν είναι ο πυρήνας µιας 
(αλγεβρικής)  irreducible αναπαράστασης. Η τοµή όλων των primitive ιδεωδών ονο-
µάζεται το ριζικό Jacobson της άλγεβρας A  και συµβολίζεται µε ( )Rad A . 
 Ένα ιδεώδες ℑ  µιας άλγεβρας A  λέγεται πρώτο (prime) αν δεν µπορεί να πα-
ραγοντοποιηθεί ως γινόµενο δύο διακεκριµένων ιδεωδών, δηλαδή αν 1 2,ℑ ℑ  είναι δύο 
ιδεώδη της A  τέτοια ώστε 1 2ℑ ℑ ⊆ ℑ  τότε είτε 1ℑ ⊆ ℑ  ή 2ℑ ⊆ ℑ . . Η τοµή όλων των 
πρώτων ιδεωδών ονοµάζεται το πρώτο (prime) ριζικό της άλγεβρας A  και συµβολίζε-
ται µε ( )PRad A . Μια άλγεβρα A  λέγεται ηµιαπλή (semisimple) αν το ριζικό Jacobson 

( ) {0}Rad A =  και ηµιπρώτη (semiprime) αν το πρώτο ριζικό ( ) {0}PRad A =  ή ισοδύ-
ναµα η A  δεν περιέχει µη µηδενικά µηδενοδύναµα (nilpotent) ιδεώδη. 
 

Στην εργασία αυτή χαρακτηρίζουµε πλήρως το ριζικό Jacobson ενός αναλυτι-
κού σταυρωτού γινοµένου, απαντώντας σε µια παλαιά ερώτηση των Arveson και Jo-
sephson το 1969 [1]. Η ερώτηση αυτή είχε απασχολήσει αρκετούς ερευνητές, όπως 
τους Muhly [3], Peters [5], [6] και Muhly, Mastrangelo, Solel [2]. Μάλιστα τα αποτε-
λέσµατά µας αναφέρονται σε ένα πολυµεταβλητό µη αντιστρεπτό δυναµικό σύστηµα 
( , )nX φ  όπου { : }d

n nφ +∈]  είναι µια ηµιοµάδα συνεχών και γνήσιων επιµορφισµών, 
ισοµορφική µε την d

+]  (τα αποτελέσµατα είναι νέα και στην περίπτωση 1d = ).  Συ-
γκεκριµένα αποδεικνύουµε το ακόλουθο. 
 
Θεώρηµα    Έστω ( , )X φ  ένα (τοπολογικό) δυναµικό σύστηµα, όπου X  είναι ένας 
µετρικοποιήσιµος τοπικά συµπαγής χώρος και φ  µια συνεχή, επί και γνήσια  απεικόνι-
ση του X . Το ριζικό Jacobson αποτελείται από τα στοιχεία των οποίων οι «συντελε-
στές Fourier» µηδενίζονται στο σύνολο των «επανερχόµενων» (recurrent) σηµείων του 
δυναµικού συστήµατος (ενώ ο µηδενικός συντελεστής είναι µηδέν). 
 

Στην (κλασική) περίπτωση 1d = , ένα x X∈  επανέρχεται αν υπάρχει γνήσια 
αύξουσα ακολουθία φυσικών ( )kn  ώστε lim ( ) .kn

k x xφ =  Στην πολυµεταβλητή περί-
πτωση η έννοια αυτή δεν αρκεί για την περιγραφή του ριζικού, όπως δείχνουµε µε 
διάφορα παραδείγµατα. Εισάγουµε λοιπόν µια νέα έννοια επαναφοράς, που λαµβάνει 
υπόψιν τους διάφορους βαθµούς ελευθερίας: ένα x X∈  µπορεί να επανέρχεται όσον 
αφορά στην δράση π.χ. της πρώτης µεταβλητής, ή των πρώτων δύο µεταβλητών, χω-
ρίς να ενδιαφέρει η συµπεριφορά του ως προς τις υπόλοιπες. Συγκεκριµένα 
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Ορισµός   Έστω  ( , )dX +]  ένα πολυµεταβλητό δυναµικό σύστηµα και έστω 
{1,2,..., }J d⊆ . Ένα σηµείο x X∈  θα λέγεται J -επανερχόµενο ( J -recurrent) αν υ-

πάρχει µια ακολουθία ( )kn  η οποία είναι γνήσια αύξουσα στην κατεύθυνση του J  (δη-
λαδή η j -συντεταγµένη του 1kn +  είναι µεγαλύτερη της j -συντεταγµένης του kn  για κά-
θε j J∈ ). 
 
Θεώρηµα   Έστω  ( , )dX +]  ένα πολυµεταβλητό δυναµικό σύστηµα, όπου X  είναι ένας 
µετρικοποιήσιµος τοπικά συµπαγής χώρος. Το ριζικό Jacobson είναι το κλειστό ιδεώ-
δες που παράγεται από όλα τα µονώνυµα nU f , 0n ≠ , όπου η f  µηδενίζεται στο σύ-
νολο  των J -επανερχόµενων σηµείων που αντιστοιχούν στο support J  του dn +∈] .  
 
Επιπλέον, αποδεικνύουµε τις ακόλουθες προτάσεις. 
 
Πρόταση   Το πρώτο (prime) ριζικό ταυτίζεται µε το ριζικό Jacobson µόνο όταν είναι 
κλειστό, πράγµα που δε συµβαίνει πάντα, όπως δείχνουµε µε ένα παράδειγµα. 
 
Πρόταση   Στην περίπτωση ενός µετρικοποιήσιµου τοπικά συµπαγούς χώρου το αναλυ-
τικό σταυρωτό γινόµενο 0 ( ) dC X φ +× ]  είναι ηµιαπλό (semisimple) αν και µόνο αν είναι 
ηµιπρώτο (semiprime). 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία κάνουµε µια πλήρη µελέτη των ελά-
χιστων (minimal) δυναµικών συστηµάτων (: συνεχών δράσεων του \ ) σε 2-
πολλαπλότητες του τύπου \M F , όπου η M  είναι µια συµπαγής 2-
πολλαπλότητα και F M⊂  ένα µη κενό, ολικά µη συνεκτικό, κλειστό σύνολο.  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Έστω µια 2-πολλαπλότητα του τύπου \M F , όπου η M  είναι µια συµπαγής 2-
πολλαπλότητα και F M⊂  ένα µη κενό, ολικά µη συνεκτικό, κλειστό σύνολο που 
λέγεται σύνολο των περάτων της \M F .  
 
Ορισµός   Ένα δυναµικό σύστηµα ( , )X\  (: µια συνεχής δράση του \ ) επί ενός τοπο-
λογικού χώρου X  λέγεται ελάχιστο αν κάθε σηµείο του X  έχει πυκνή τροχιά στον X . 
 

Παραδείγµατα τέτοιων δυναµικών συστηµάτων µε πεπερασµένο σύνολο πε-
ράτων ήταν γνωστά από παλιά. Στο βασικό αποτέλεσµα της εργασίας αποδεικνύεται 
ότι κάθε τέτοιο δυναµικό σύστηµα µε άπειρο σύνολο περάτων µπορεί να κατασκευαστεί 
από ένα µε πεπερασµένο µε τον τρόπο που περιγράφει το ακόλουθο. 
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Θεώρηµα   Έστω \M F  µια 2-πολλαπλότητα  µε άπειρο σύνολο περάτων F  που φέ-
ρει ένα ελάχιστο δυναµικό σύστηµα. Τότε υπάρχουν ένα πεπερασµένο σύνολο K F⊂ , 
ένα C∞  διανυσµατικό πεδίο ξ  στο \M K  µε ελάχιστη ροή και µια C∞  συνάρτηση 

: \ [0,1]f M K →  µε 1(0) \f F K− =  ώστε το επεκταµένο δυναµικό σύστηµα στην M  
είναι τοπολογικά ισοδύναµο µε την επέκταση της ροής του fξ  στην M , άρα και στο 

\ .M F  
 
Ορισµός   Έστω ( , )X\ ένα δυναµικό σύστηµα και x X∈ . Το θετικό οριακό σύνολο 
του x  είναι το σύνολο 
 

( ) { : υπάρχει µια ακολουθία τέτοια ώστε }n nL x y X t t x y+ = ∈ → +∞ → . 
 
Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και το αρνητικό οριακό σύνολο του x X∈ . 
 

Η επόµενη πρόταση µας δίνει ένα απαραίτητο εργαλείο για να λύσουµε πλή-
ρως το γενικό πρόβληµα της κατασκευής και της µελέτης των ελάχιστων (minimal) 
δυναµικών συστηµάτων σε 2-πολλαπλότητες του τύπου \M F . 
 
Πρόταση   Κάθε ελάχιστο δυναµικό σύστηµα σε µια διδιάστατη διάτρητη σπείρα 
(torus) 2 \T F  είναι τοπολογικά ισοδύναµο µε τον περιορισµό στο 2 \T F  της ροής του 
γινοµένου µιας C∞  συνάρτησης 2: [0,1]f T →  µε 1(0)f F− =  µ’ ένα άρρητο διανυ-
σµατικό πεδίο. 
 

Στη συνέχεια, και εφόσον ανάγαµε την περίπτωση που η πολλαπλότητα 
\M F  έχει άπειρο το πλήθος πέρατα σε αυτήν που η \M F  έχει πεπερασµένο πλή-

θος περάτων, δείχνουµε ότι αν η πολλαπλότητα \M F  έχει πεπερασµένο πλήθος από 
πέρατα, τότε κάθε πέρας (δηλαδή κάθε σηµείο του F ) είναι ένα πιθανώς εκφυλισµέ-
νο (degenerate) σάγµα (saddle point). Εποµένως, από το θεώρηµα δείκτη των 
Poincaré-Hopf, ο αριθµός των τροχιών της  \M F  που έχουν κενό θετικό (αρνητικό) 
οριακό σύνολο στην \M F  ισούται µε ( )F Mχ− , όπου F   είναι ο (πεπερασµένος) 
πληθάριθµος του F  και ( )Mχ  είναι η χαρακτηριστική Euler της M . Έτσι αν F εί-
ναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο της διδιάστατης σπείρας (torus) 2T , τότε κάθε ελά-
χιστο δυναµικό σύστηµα επί της 2 \T F  κατασκευάζεται (modulo τοπολογική ισοδυ-
ναµία) από ένα  άρρητο διανυσµατικό πεδίο πολλαπλασιάζοντας το µε µία λεία συ-
νάρτηση που µηδενίζεται ακριβώς επί του συνόλου F . Χρησιµοποιώντας τα παρα-
δείγµατα από την [4] (και χρησιµοποιώντας κατάλληλες συγκολλήσεις), αν η χαρα-
κτηριστική Euler ( ) 0Mχ < ,  δεν είναι δύσκολο να δειχτεί ότι µπορούν να υπάρξουν 
όλες οι πιθανές περιπτώσεις συµπεριφοράς στο άπειρο (δηλαδή γύρω από τα σηµεία 
του F )  ενός ελάχιστου δυναµικού συστήµατος  επί της \M F . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία αποδεικνύουµε ένα Birkhoff’s  tran-
sitivity τύπου θεώρηµα  για µη διαχωρίσιµους πλήρεις µετρικούς χώρους και 
παραθέτουµε µερικές εφαρµογές για δράσεις φραγµένων γραµµικών τελεστών 
επί χώρων Fréchet (δηλ. επί πλήρων µετρικοποιήσιµων διανυσµατικών χώ-
ρων). Ανάµεσα σε αυτές αποδεικνύουµε ότι κάθε θετική δύναµη και κάθε 
πολλαπλάσιο ενός τοπολογικά µεταβατικού γραµµικού τελεστή µε ένα µιγα-
δικό µέτρου 1 είναι ένας τοπολογικά µεταβατικός γραµµικός τελεστής γενι-
κεύοντας ανάλογα αποτελέσµατα της Ansari και των León-Müller για υπερ-
κυκλικού τελεστές. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ο σκοπός αυτής της εργασίας είναι να προµηθεύσουµε ένα «εργαλείο» για τη µελέτη 
τοπολογικά µεταβατικών γραµµικών τελεστών επί µη διαχωρίσιµων χώρων Fréchet 
χρησιµοποιώντας τεχνικές από τη θεωρία των υπερκυκλικών τελεστών. Αυτό το «ερ-
γαλείο» είναι το επόµενο θεώρηµα στο οποίο αποδεικνύουµε ότι κάθε διάνυσµα στον 
υποκείµενο χώρο X  περιέχεται σε «ένα µεγάλο αριθµό» από κλειστούς αµετάβλη-
τους υπερκυκλικούς υποχώρους: 
 
Θεώρηµα    Έστω :T X X→  ένας τοπολογικά µεταβατικός τελεστής επί ενός χώρου 
Fréchet X  και έστω y  ένα διάνυσµα του X . Τότε υπάρχει ένα Gδ -πυκνό υποσύνολο 
D  του X  τέτοιο ώστε για κάθε z D∈  υπάρχει ένας T -αµετάβλητος (διαχωρίσιµος) 
κλειστός υπόχωρος zY  του X  έτσι ώστε , zy z Y∈  και ο περιορισµός : z zT Y Y→  να εί-
ναι ένας υπερκυκλικός τελεστής.  
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Το προηγούµενο θεώρηµα είναι συνέπεια ενός Birkhoff’s  transitivity τύπου 

θεώρηµα  για τοπολογικά µεταβατικούς συνεχείς ενδοµορφισµούς επί ενός (όχι κατ’ 
ανάγκη διαχωρίσιµου) πλήρους µετρικού χώρου. Ποιό συγκεκριµένα αποδεικνύουµε 
το ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα   Έστω :T X X→ µία συνεχής απεικόνιση επί ενός πλήρους µετρικού χώ-
ρου X  χωρίς µεµονωµένα σηµεία και έστω x X∈ . Αν ο T είναι τοπολογικά µεταβατι-
κός τότε υπάρχει Gδ -πυκνό υποσύνολο D  του X  µε τι ακόλουθες ιδιότητες: 
 
 (i)   Κάθε σηµείο z D∈  είναι επανερχόµενο (recurrent). 

(ii)   Το σηµείο x  ανήκει στη θήκη της τροχιάς καθενός z D∈ . 
 

Αυτό το αποτέλεσµα προέρχεται «τοπικοποιώντας» το θεώρηµα µεταβατικό-
τητας του Birkhoff  (δηλ. ότι κάθε τοπολογικά µεταβατική απεικόνιση επί ενός δια-
χωρίσιµου πλήρους µετρικού χώρου είναι υπερκυκλική).. Αυτή η τοπική συµπεριφο-
ρά ήταν κρυµµένη πίσω από τη χρήση µιας αριθµήσιµης βάσης για τον χώρο. 
 

Οι εφαρµογές που παραθέτουµε υποδηλώνουν την δυνατότητα µελέτης της 
δυναµικής γραµµικών τελεστών µη διαχωρίσιµων χώρων Fréchet χρησιµοποιώντας 
ήδη γνωστές τεχνικές και αποτελέσµατα από τη θεωρία των υπερκυκλικών τελεστών. 
Ποιό συγκεκριµένα αποδεικνύουµε το επόµενο θεώρηµα το οποίο γενικεύει ανάλογα 
αποτελέσµατα της Ansari και των León-Müller για υπερκυκλικού τελεστές. 
 
Θεώρηµα   Έστω :T X X→  ένας τοπολογικά µεταβατικός τελεστής επί ενός χώρου 
Fréchet X  και έστω x  ένα διάνυσµα του X . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα 
 
(i)   Ο τελεστής :pT X X→  είναι τοπολογικά µεταβατικός για κάθε θετικό ακέραιο p  
και υπάρχει Gδ -πυκνό υποσύνολο D  του X  µε τι ακόλουθες ιδιότητες: 

(a)   Κάθε σηµείο z D∈  είναι επανερχόµενο (recurrent). 
(b)   Το σηµείο x  ανήκει στο οριακό σύνολο ( )pT

L z  για κάθε θετικό ακέραιο p        
και κάθε z D∈ . 

 
(ii)   Έστω λ  ένας µιγαδικός µέτρου 1, τότε ο τελεστής :T X Xλ →  είναι τοπολογι-
κά µεταβατικός και υπάρχει Gδ -πυκνό υποσύνολο D  του X  µε τι ακόλουθες ιδιότη-
τες: 

(a)   Κάθε σηµείο z D∈  είναι επανερχόµενο (recurrent). 
(b)   Το σηµείο x  ανήκει στο οριακό σύνολο ( )TL zλ  για κάθε | | 1λ =  και κά-

θε z D∈ . 
 

Τελειώνοντας τις εφαρµογές για γραµµικούς τελεστές δίνουµε ένα χαρακτηρισµό α-
νάλογο µε αυτόν του H. N. Salas στην  [14] για backward unilateral weighted shifts 
επί του 2 ( )l H , όπου H  είναι ένας (όχι κατ’ ανάγκη διαχωρίσιµος) χώρος Hilbert, σε 
σχέση µε τις ακολουθίες των βαρών τους. 

 
Τέλος, µια άλλη εφαρµογή που παραθέτουµε στην υπό ανάλυση εργασία είναι η ακό-
λουθη: 
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Ορισµός   Ένας σχεδόν τοπολογικά µεταβατικός ενδοµορφισµός ενός χώρου X  χωρίς 
µεµονωµένα είναι µια συνεχής απεικόνιση :T X X→  µε την ιδιότητα  για κάθε ζεύγος 
από µη-κενά ανοικτά σύνολα ,U V X⊂  υπάρχει ένας µη-αρνητικός ακέραιος n  τέτοιος 
ώστε nT U V∩ ≠∅  ή nT V U∩ ≠∅ , δηλ. για κάθε ζεύγος ,x y  σηµείων του X  ισχύει 

( )x J y∈  ή ( )y J x∈ . 
 
Θεώρηµα   Κάθε συνεχής σχεδόν (almost) τοπολογικά µεταβατικός ενδοµορφισµός 
ενός πλήρους µετρικού χώρου χωρίς µεµονωµένα σηµεία είναι τοπολογικά µεταβατι-
κός.  
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία απαντάµε σε ένα ερώτηµα που τέ-
θηκε από τους S. Gao και A. S. Kechris στην [3]. Συγκεκριµένα, κατασκευά-
ζουµε µια µονοδιάστατη πολλαπλότητα µε δύο συνεκτικές συνιστώσες, εφο-
διασµένη µε µία πλήρη µετρική, της οποίας η οµάδα των ισοµετριών έχει µια 
τροχιά που δεν είναι κλειστή. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην [3, σ. 35] οι S. Gao και A. S. Kechris έθεσαν το ακόλουθο πρόβληµα: Έστω 
( , )X d  ένας τοπικά συµπαγής πλήρης µετρικός χώρος µε πεπερασµένο πλήθος από 
ψευδο-συνεκτικές ή συνεκτικές συνιστώσες. Είναι αληθές ότι η οµάδα των ισοµετρι-
ών του X  έχει κλειστές τροχιές; (για χάρη οικονοµίας χώρου για σχετικούς ορισµούς 
µπορεί κάποιος να δει την ανάλυση της εργασίας “On the action of the group of iso-
metries on a locally compact metric space: closed-open partitions and closed 
orbits”.) Το ερώτηµα αυτό τέθηκε σύµφωνα µε το ακόλουθο πλαίσιο: Ας υποθέσουµε 
ότι µία τοπικά συµπαγής οµάδα µε αριθµήσιµη βάση δρα επί ενός τοπικά συµπαγούς 
χώρου που έχει αριθµήσιµη βάση. Τότε η δράση έχει τοπικά κλειστές τροχιές (δηλα-
δή τροχιές ανοιχτές στην κλειστότητά τους) αν και µόνο αν υπάρχει µια Borel section 
(τοµή) για τη δράση. ∆ηλαδή, υπάρχει ένα Borel υποσύνολο του X  που περιέχει ένα 
ακριβώς σηµείο από κάθε τροχιά (δες [4] και [2]).  Αφού για ισοµετρικές δράσεις το-
πικά κλειστές τροχιές σηµαίνει κλειστές και αντίστροφα το ερώτηµα των S. Gao και 
A. S. Kechris µεταφράζετε στην ερώτηση αν ένας τοπικά συµπαγής πλήρης µετρικός 
χώρος µε πεπερασµένο πλήθος από ψευδο-συνεκτικές ή συνεκτικές συνιστώσες έχει 
µια Borel section για την δράση της αντίστοιχης οµάδας των ισοµετριών του ή µε άλ-
λα λόγια αν η αντίστοιχη σχέση ισοδυναµίας των τροχιών είναι “smooth”. 
 

Στην υπό ανάλυση  εργασία δίνουµε αρνητική απάντηση στο παραπάνω ερώ-
τηµα. Συγκεκριµένα, κατασκευάζουµε µια µονοδιάστατη πολλαπλότητα µε δύο συνε-
κτικές συνιστώσες, µια συµπαγής ισοµετρική µε τον 1S  και µια µη συµπαγής, την 
πραγµατική ευθεία µε µια τοπικά Ευκλείδεια µετρική. Η πολλαπλότητα µας έχει µία 
πλήρη µετρική της οποίας η οµάδα των ισοµετριών έχει µη-κλειστές πυκνές τροχιές 
στον 1S . Κατά τη διάρκεια της κατασκευής δίνουµε ένα παράδειγµα µιας διδιάστατης 
πολλαπλότητας µε δύο συνεκτικές συνιστώσες, µια συµπαγής και µια µη-συµπαγής 
της οποίας η οµάδα των ισοµετριών G  έχει, επίσης, µη-κλειστές πυκνές τροχιές στη 
συµπαγή συνιστώσα. Η διαφορά µε τη µονοδιάστατη περίπτωση είναι ότι η G  περιέ-
χει  µια υποοµάδα µε index 2 η οποία είναι ισοµορφική µε την \ . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Έστω S  µία πεπερασµένως παραγόµενη αβελιανή υποοµάδα 
αντιστρέψιµων γραµµικών τελεστών επί ενός διανυσµατικού χώρου πεπερα-
σµένης διάστασης V . Αποδεικνύουµε ότι κάθε coarsely dense πυκνή τροχιά 
της S  είναι πυκνή στον V . Γενικότερα, αν η τροχιά περιέχει ένα coarsely 
dense υποσύνολο κάποιου ανοιχτού κώνου C  στον V  τότε η κλειστότητα της 
τροχιάς περιέχει την κλειστότητα του C . Στην µιγαδική περίπτωση η τροχιά 
είναι πυκνή στον V . Για την πραγµατική περίπτωση δίνουµε µία πλήρη περι-
γραφή όλων των δυνατών περιπτώσεων της θήκης της τροχιάς. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ορισµός   Ένα υποσύνολο Y  ενός µετρικού χώρου ( , )X d  λέγεται coarsely dense αν 
υπάρχει µια θετική σταθερά D  τέτοια ώστε η ένωση από µπάλες µε ακτίνα D  και κέ-
ντρο τα σηµεία του Y είναι µια κάλυψη του X .  
 
Έχοντας υπόψη τον παραπάνω ορισµό, ένα από τα κύρια αποτελέσµατα της υπό ανά-
λυση εργασίας είναι το ακόλουθο. 
 
Θεώρηµα   Έστω V  ένας πραγµατικός ή µιγαδικός διανυσµατικός χώρος  πεπερασµέ-
νης διάστασης εφοδιασµένος µε µία νόρµα. Έστω S  µία υποοµάδα της ( )GL V  που πα-
ράγεται από ένα πεπερασµένο πλήθος µεταθετικών στοιχείων. Τότε κάθε coarsely 
dense τροχιά του είναι πυκνή στον V . 
 
 Στην πραγµατικότητα αποδεικνύουµε κάτι ακόµα γενικότερο: 
 
Θεώρηµα   Έστω V  ένας πραγµατικός ή µιγαδικός διανυσµατικός χώρος  πεπερασµέ-
νης διάστασης. Έστω S  µία υποοµάδα της ( )GL V  που παράγεται από ένα πεπερασµέ-
νο πλήθος µεταθετικών στοιχείων. Έστω ότι υπάρχει ένας ανοιχτός κώνος C  στον V  
και µία τροχιά 0O S u= ⋅  του τέτοια ώστε το σύνολο O C∩  να είναι coarsely dense 
στον C . Τότε 
 (1) Η κλειστότητα S  της S  είναι µια ανοιχτή υποοµάδα της κλειστότητας 
Zariski της S . Ποιό συγκεκριµένα, η S  έχει πεπερασµένο πλήθος απο συνεκτικές συνι-
στώσες. 
 (2) Η απεικόνιση S V→ , 0g gu6 , είναι ένας analytic diffeomorphism 

της S  επί ενός ανοιχτού κώνου του V . Επιπλέον dim dimS V= \ . 
 (3) Η κλειστότητα της τροχιάς O  είναι ένας κώνος στον V  που περιέχει τον 
C . 
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 Τέλος, στο επόµενο θεώρηµα δίνουµε µία πλήρη περιγραφή όλων των δυνα-

τών περιπτώσεων ανοιχτών τροχιών της S . 
 
Θεώρηµα   Έστω *G  µία αβελιανή υποοµάδα της ( )GL V  η οποία έχει µια τροχιά µε 
ένα εσωτερικό σηµείο. Έστω G  η κλειστότητας Zariski της *G . Τότε ισχύουν τα ακό-
λουθα: 

(1) Η οµάδα *G  είναι µια ανοιχτή υποοµάδα της G  και περιέχει τη συνε-
κτική συνιστώσα 0G  της µονάδας της G . 

(2) Υπάρχει µόνο ένα πεπερασµένο πλήθος από µεγιστικούς 0G -
αµετάβλητους υποχώρους του V . Αυτοί είναι, επιπλέον, G -αµετάβλητοι και έχουν 
πραγµατική συνδιάσταση 1 ή 2. Έστω 1, , rH H…  οι υπόχωροι µε συνδιάσταση 1 και 

1, ,r dH H+ …  οι υπόχωροι µε συνδιάσταση 2. Τότε ισχύει το ακόλουθο 
2( ) dimr d r V+ − ≤ \ . 

 (3) Έστω U  το συµπλήρωµα της 
1

d
ii

H
=∪  στον V και έστω u  ένα σηµείο 

του U . Τότε η απεικόνιση G U→ , g gu6 , είναι ένας analytic diffeomorphism. 
 (4) Η οµάδα πηλίκο 0/G G  είναι ισοµορφική µε την ( / 2 )r] ] . Για ένα ση-
µείο u U∈  η τροχιά 0G u  είναι η συνεκτική συνιστώσα του u  στο U . Η κλειστότητα 
της τροχιάς 0G u  είναι τοµή r  το πλήθος ηµιχώρων. Ποιο συγκεκριµένα, για κάθε 

1, ,i r= …  υπάρχει ακριβώς ένας ηµίχωρος iC  ορισµένος από τον iH  που περιέχει το 

σηµείο u . Τότε 0
1

r
ii

G u C
=

=∩ . 
 (5) Αν ο V  έχει την δοµή ενός µιγαδικού διανυσµατικού χώρου έτσι ώστε 
κάθε *h G∈  είναι µιγαδικός γραµµικός τελεστής, τότε 0r = , η οµάδα G  είναι συνε-
κτική και εποµένως 0 *G G G= = . Τότε το U  είναι η µοναδική ανοιχτή *G -τροχιά και 
εποµένως είναι πυκνή στον .V  
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Ερευνώντας την επίδραση της τοπικής συµπάγειας και της συ-
νεκτικότητας στη θεωρία των Γνήσιων ∆ράσεων επί τοπικά συµπαγών και 
συνεκτικών χώρων, εισάγουµε µια νέα κλάση ισοµετρικών δράσεων επί δια-
χωρίσιµων µετρικών χώρων, τις «Cauchy-indivisible» δράσεις. Αυτή η νέα 
κλάση συµπίπτει µε αυτή των Γνήσιων ∆ράσεων σε τοπικά συµπαγείς χώρους 
χωρίς να υποθέσουµε τη συνεκτικότητα του υποκείµενου χώρου και, όπως 
δείχνουµε µε σχετικά παραδείγµατα, εν γένη διαφέρουν µεταξύ τους. Προκει-
µένου να εφοδιάσουµε µε µια βασική θεωρία γι’ αυτές τις δράσεις, εµβαπτί-
ζουµε µια  «Cauchy-indivisible» δράση σε µια Γνήσια δράση µιας ηµιοµάδας 
στην πλήρωση του υποκείµενου χώρου. Όπως δείχνουµε, στην περίπτωση που 
αυτή η ηµιοµάδα είναι οµάδα, υπάρχει µία αξιοσηµείωτη σχέση µεταξύ των 
«Cauchy-indivisible» δράσεων και των Γνήσιων δράσεων, ενώ, παράλληλα η 
αρχική οµάδα έχει πλήρωση Weil και αντιστρόφως. Επιπλέον συσχετίσεις σε 
αυτή την κατεύθυνση εδραιώνουν µια σχέση µεταξύ των «Borel sections» για 
«Cauchy-indivisible» δράσεις και «fundamental sets» για Γνήσιες δράσεις.  
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Οι Cauchy-indivisible δράσεις χαρακτηρίζονται από µια ισοτροπική συµπεριφορά σε 
σχέση µε την έννοια της ακολουθίας Cauchy: 
 
Ορισµός   Έστω ( , )G X  µια συνεχής δράση µιας τοπολογικής οµάδας G  επί ενός µε-
τρικού χώρου X . Η δράση λέγεται Cauchy-indivisible αν ισχύει το ακόλουθο: Για κά-
θε δίκτυο { }ig  στην G  τέτοιο ώστε ig →∞  και { }ig x  είναι ένα Cauchy δίκτυο στον 
X  τότε { }ig x  είναι ένα Cauchy δίκτυο για κάθε x X∈ . 
 

Όπως δείχνουµε στην υπό ανάλυση εργασία, αυτή η νέα κλάση συµπίπτει µε 
αυτή των Γνήσιων ∆ράσεων σε τοπικά συµπαγείς χώρους χωρίς να υποθέσουµε τη 
συνεκτικότητα του υποκείµενου χώρου και, όπως δείχνουµε µε σχετικά παραδείγµα-
τα, εν γένη διαφέρουν µεταξύ τους.  

 
Έστω lX  η πλήρωση του µετρικού χώρου ( , )X d , ( )Iso X  η οµάδα των ισο-

µετριών του X  και έστω E  η ηµιοµάδα Ellis της ανυψωµένης οµάδας  n( )Iso X  στον 

χώρο των συνεχών απεικονίσεων l l( , )C X X  του lX  εφοδιασµένου µε την τοπολογία 
της κατά σηµείο σύγκλισης. Έστω 

 
l l

l l l
{ ( , )|υπάρχει ακολουθία { } ( ) µε  στην ( ) 

         και h στον ( , )}
n n

n

H h C X X g Iso X g Iso X

g C X X

= ∈ ⊂ →∞

→
            { | , }lX hx h H x X= ∈ ∈  και 

l{ | ( ), }pX hx h H Iso X x X= ∈ ∩ ∈ . 
 
Τα κύρια αποτελέσµατα της υπό ανάλυσης εργασίας είναι τα ακόλουθα. 
 
Θεώρηµα   Το σύνολο pX X∪  είναι το µέγιστο υποσύνολο του lX X∪  που περιέχει 
τον X  έτσι ώστε η απεικόνιση 
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l: ( ) ( )p pE X X X X Xω × ∪ → ∪ ×  
µε ( , ) ( , )f y y fyω = , f E∈  και py X X∈ ∪  να είναι γνήσια. 
 
Πρόταση   Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 

(1) Η απεικόνιση 
l: ( ) ( )l lE X X X X Xω × ∪ → ∪ ×  

 είναι γνήσια. 
(2) Η ηµιοµάδα E  είναι µια (κλειστή) υποοµάδα της l( )Iso X . 
(3) Η οµάδα των ισοµετριών ( )Iso X  του X  έχει πλήρωση Weil. 
 

Πρόταση   Αν η ηµιοµάδα E  είναι οµάδα τότε η δράση ( , )lE X X∪  έχει µια τοµή 
Borel. 
 

Τέλος, µε το παρακάτω θεώρηµα δείχνουµε ότι υπάρχει µια αξιοσηµείωτη 
σχέση µεταξύ των «Borel sections» για «Cauchy-indivisible» δράσεις και «fundamen-
tal sets» για Γνήσιες δράσεις: 

 
Θεώρηµα   Έστω G  µια οµάδα που δρα γνήσια επί ενός τοπικά συµπαγούς χώρου X . 
Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι ο χώρος των τροχιών \G X  είναι παρασυµπαγής. Έστω 
S  µια τοµή (section) για τη δράση ( , )G X , δηλαδή ένα υποσύνολο του X  που περιέχει 
ένα µόνο σηµείο από κάθε τροχιά. Τότε 

(1) Για κάθε ανοιχτή περιοχή U  του S  µπορούν να κατασκευαστούν ένα 
κλειστό fundamental set cF  και ένα ανοιχτό fundamental set oF  τέτοια ώστε  

c oF F U⊂ ⊂ . 
(2) Αν, επιπλέον, ο X  είναι ένας διαχωρίσιµος µετρικός χώρος, στην οποία 

περίπτωση, η δράση ( , )G X  είναι Cauchy-indivisible, τότε υπάρχει µια τοµή Borel BS , 
η οποία είναι επίσης και fundamental set, τέτοια ώστε 

B c oS F F U⊂ ⊂ ⊂ . 
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