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Aufgabe 1. Es sei On(R) = {A ∈ M(R) | AtA = E}. Die Elemente von On(R) heißen
orthogonale Matrizen.

(a) Zeigen Sie, dass On(R) eine Untergruppe von Gln(R) ist.
(b) Zeigen Sie für eine Matrix A ∈Mn(R) gilt: A ist genau dann orthogonal, wenn {Ae1, . . . , Aen}

eine ON-Basis des Rn bezüglich des Standardskalarproduktes ist.
(c) Für t ∈ R betrachten wir

D(t) =

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
, S(t) =

(
cos(t) sin(t)
sin(t) − cos(t)

)
.

Zeigen Sie: O2(R) = {D(t) | t ∈ R} ∪ {S(t) | t ∈ R}.
Zeigen Sie zuerst: Für v ∈ R2 gilt |v| = 1 genau dann, wenn es ein t ∈ R gibt mit

v =

(
cos(t)
sin(t)

)
.

Aufgabe 2. Wir betrachten V = R3 mit dem Standardskalarprodukt 〈−,−〉. Wir betrachten eine
Ebene E = v0 +U mit v0 = (1, 1, 1) und U = L(e1− e3, e2 + e3). Es sei v = (2, 3, 4) ∈ V . Es sei

d(v, E) = min
w∈E
|v − w|

der Abstand von v zu E. Überlegen Sie sich eine Methode zur Berechnung dieses Abstandes und
berechnen Sie d(0, E) und d(v, E).
Hinweis: VL, Satz (3.8)

Aufgabe 3. Es sei V = C([0, 1],R) mit dem Skalarprodukt 〈−,−〉 : V × V → R definiert durch
〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx mit f, g ∈ V . Berechnen Sie den Winkel zwischen f, g ∈ V definiert

durch f(x) = x und g(x) =
√
3(x− 1) + 1.

Aufgabe 4. Wir betrachten R3 mit dem Skalarprodukt 〈−,−〉A : R3 × R3 → R gegeben durch
A = BtB mit

B =

1 1 0
0 1 1
0 0 2

 .

Es sei U = L(e2, e3) ⊂ R3.

(a) Finden Sie eine ON-Basis b1, b2 für U bezüglich der Einschränkung des Skalarproduktes
(〈−,−〉A)|U×U : U × U → R.

(b) Finden Sie eine ON-Basis b3 für U⊥ bezüglich 〈−,−〉A.
(c) Bestimmen Sie die darstellende Matrix M(p; a1, a2, a3, c1, c2) für die orthogonale Projek-

tion p : R3 → U bezüglich
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(1.) der Standardbasis a1 = e1, a2 = e2, a3 = e3 in R3 und der Basis c1 = e2, c2 = e3 von
U .

(2.) der ON-Basis a1 = b1, a2 = b2, a3 = b3 von R3 aus Teil (a),(b) und c1 = b1, c2 = b2
aus Teil (a).
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