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Aufgabe 1. Man bestimme mithilfe der Cramerschen Regel die Lösung (x1, x2, x3) in Q3 des
folgenden linearen Gleichungssystems:

x1 − x2 = −3
x2 + 3x3 = −10

4x1 − x2 + x3 = 5

(4 Punkte)

Aufgabe 2. Sei A ∈Mn(R). Man beweise, dass die Matrizen A und ATA äquivalent sind.

Hinweis: Man zeige zunächst Ax = 0⇔ ATAx = 0 für alle x ∈ Rn.
(4 Punkte)

Aufgabe 3. Für (n× n)-Matrizen A = (αij) über dem Körper K wird der Skalar

Sp(A) := α11 + α22 + · · ·+ αnn ∈ K
die Spur von A genannt. Man weise folgende Eigenschaften der Spur nach:

(a) Sp(λA+ µB) = λSp(A) + µSp(B) für alle A,B ∈Mn(K) und λ, µ ∈ K.

(b) Sp(AB) = Sp(BA) für alle A ∈Mm,n(K) und B ∈Mn,m(K).

(c) Sind A ∈Mn(K) und B ∈Mn(K) ähnlich, so gilt Sp(A) = Sp(B).

(d) Gilt für zwei diagonalisierbare (2×2)-MatrizenA undB überK sowohl det(A) = det(B)
als auch Sp(A) = Sp(B), so sind A und B bereits ähnlich.

Man entscheide jeweils ob die beiden Matrizen über den rationalen Zahlen ähnlich sind:

(e)
(
1 2
3 4

)
und

(
−1 5
−1 7

)
(f)
(
1 2
3 4

)
und

(
−2 −4
3 7

)

(g)

−7 5 −3
1 −2 6
3 5 1

 und

4 1 12
2 −7 −6
2 1 −5

 (h)

−7 5 −3
1 −2 6
3 5 1

 und

4 1 12
2 −7 −6
1 1 −4


(je ein halber Punkt)

Aufgabe 4. Sei K ein Körper und p(X) = α0+α1X+α2X
2+ · · ·+αnX

n ein Polynom in K[X].
Weiterhin sei f eine lineare Transformation eines K-Vektorraums V , die den Eigenwert λ besitzt.
Man zeige, dass dann p(λ) ein Eigenwert von p(f) ist.

(4 Punkte)
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