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1 Einleitung

Ferdinand D. Veldkamp hat 1959 in [8] (Polar Geometry III) als erster ein
axiomatisches System fiir Polarrdume oder, wie er sie zunéichst bezeichnete,
Polargeometrien eingefiihrt. Thm ist zusammen mit Jacques Tits in [7] und [§]
die vollstdndige Charakterisierung der Polarrdume vom Rang grofler als zwei
gelungen. Dabei hat J. Tits 1974 in [7] gezeigt, dass sich aus Polarrdumen
Gebéude eines bestimmten Typs konstruieren lassen und mehr noch, dass die
Gebéude dieses Typs gerade dieser Konstruktion aus Polarrdumen entspre-
chen. Wihrend dieser Arbeit hat J. Tits die urspriinglich zehn Axiome von
F. D. Veldkamp auf vier Axiome vereinfacht und diese Geometrie dann Po-
larraum genannt. Francis Buekenhout und Ernest Shult konnten schliellich
in [2] zeigen, dass eine Inzidenzgeometrie, die zwei einfache Axiome erfiillt,
genau den Eigenschaften der immer noch komplexen Definition von J.Tits
geniigt. Wir werden hier diese neue, einfachere Definition verwenden, die es
ermoglicht einige Dinge anschaulicher darzustellen.

Der Hauptteil dieser Arbeit beschiftigt sich mit dem Beweis des Einbet-
tungssatzes fiir Polarrdume. Dieser Satz besagt, dass sich dicke Polarraume
vom Rang grofler oder gleich drei, deren maximale singuldre Unterrdume
desarguesch, also projektive Rdume von Vektorrdumen sind, in projektive
Réaume mit einer Polaritédt einbetten lassen, so dass sich die Kollinearitats-
relation des Polarraumes mit der Polaritat vertragt. Aus diesem Satz folgt
die schone Aussage, dass diese Polarrdume den Vektorrdumen mit einer nicht
ausgearteten hermiteschen oder pseudo-quadratischen Form entsprechen. Die
Forderung, dass die maximalen singuldren Unterrdume desarguesch sind, ist
nur fiir Polarrdume vom Rang gleich drei nétig, ansonsten sind sie dies sofort.
Schon 1959 hat F. D. Veldkamp in [8] (Polar Geometry IV) einen Ein-
bettungssatz fiir Polargeometrien formuliert und bewiesen. J. Tits gibt in
[7] (8.21.) einen weiteren Beweis des Einbettungssatzes, der die Gebaude-
theorie und den oben erwéhnten Zusammenhang zwischen Polarrdumen und
Gebéduden verwendet. Genauer benutzt er die Sétze 4.1.1. sowie 4.1.2. und
4.16 aus [7] iiber Fortsetzungen von Isomorphismen von Gebduden. Dadurch
wird der Beweis im Vergleich zu dem von Veldkamp deutlich kiirzer, aber
auch komplexer.

In dieser Arbeit wird der Beweis des Einbettungssatzes nun neu aufgeschrie-
ben. Er richtet sich dabei in vielen Teilen nach dem von J. Tits. Der Teil
iiber Gebdude wird allerdings ersetzt durch einen spezielleren aber dadurch
einfacheren Satz iiber Fortsetzungen von Isomorphismen zweier Polarrdume,
bewiesen von Romain Hild in [5]. Dadurch kommt der Beweis des Einbet-
tungssatzes ohne Gebédudetheorie aus, wird sehr viel elementarer und ist
schliefflich auch deutlich kiirzer als Veldkamps Beweis.
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2 Punkt-Geraden-Riaume

In diesem Kapitel soll der Begriff des Punkt-Geraden-Raumes eingefiihrt wer-
den. Dieser Begriff ist grundlegend fiir die Definition der projektiven Rdume
und der Polarrdume, die in Kapitel 3 bzw. in Kapitel 5 eingefiihrt werden.

Definition 2.1. Ein Punkt-Geraden-Raum ist ein Paar S = (P, L), beste-
hend aus einer Menge P, deren Elemente Punkte heiflen und einer Menge
L von Teilmengen von P der Kardinalitdt mindestens zwei, deren Elemente
Geraden heiflen.

Definition 2.2. Zwei Punkte aus P heiflen kollinear, wenn sie gleich sind
oder es eine Gerade in L gibt, die beide Punkte enthélt. Ist p ein Punkt aus
P, dann bezeichnet p* die Menge der Punkte, die kollinear sind zu p. Fiir

eine Teilmenge X von P setze X+ := () zt.
reX

Bemerkung 2.3. Die Menge X+ enthilt also die Punkte von S, die kollinear
sind zu allen Elementen aus X.

Definition 2.4. Eine Teilmenge U von P heifit Unterraum von S, wenn alle
Geraden [ aus L, die zwei Punkte mit U gemeinsam haben, in U enthalten
sind.

Lemma 2.5. Die Schnittmenge zweier Unterrdume ist ein Unterraum.

Beweis. Seien X und X’ zwei Unterraume eines Punkt-Geraden-Raumes und
[ eine Gerade mit |[IN (X NX’)| > 2. Dann ist sowohl | N X| > 2 als auch
|INX’'| > 2. Daher ist | sowohl in X als auch in X’ enthalten, denn X
und X’ sind Unterrdume. Also liegt [ in X N X’ und damit ist X N X’ ein
Unterraum. O

Definition 2.6. Eine Teilmenge X C P heifit singuldr, wenn X C X+ gilt.

Bemerkung 2.7. Eine Teilmenge X ist also genau dann singuldir, wenn
jeder Punkt aus X kollinear ist zu allen anderen Punkten aus X.

Definition 2.8. Ein singuldrer Unterraum X hat die Dimension j, auch
mit dim(X) bezeichnet, wenn jede Kette ) # X; € ... € X; (€ X) von
verschiedenen, echt in X enthaltenen, singuldren Unterrdumen hochstens j
Elemente hat, also ¢ < j ist.

Definition 2.9. Ein Punkt-Geraden-Raum S hat den Rang n, wenn jede
Kette ) # X; € X5 € ... € X; von verschiedenen singulidren Unterrdumen
von S hochstens n Elemente hat, also ¢ < n ist.



Bemerkung 2.10. Es ist also Rang(S) = dim(X) + 1 fir einen mazimalen
singuldren Unterraum X wvon S.

Definition 2.11. Ist X C S, so induziert S eine Punkt-Geraden-Struktur
Sx = (X, Lx) auf X, wobei Ly ={lNX:l€ Lund |[INX]|>2}.

Definition 2.12. Seien S = (P, L) und S' = (P’, L) zwei Punkt-Geraden-
Raume. Eine bijektive Abbildung o : P — P’ heit Isomorphismus von
Punkt-Geraden-Rdumen, wenn « eine Bijektion von L nach L' induziert.

Definition 2.13. Seien S = (P, L) und S’ = (P', L') zwei Punkt-Geraden-
Raume und X und X’ Teilmengen von P . Die Abbildung #: X — X’ ist ein
Isomorphismus von X nach X' wenn 3 einen Isomorphismus von Sx nach
S’ induziert.

Definition 2.14. Fiir eine Teilmenge X C P eines Punkt-Geraden-Raumes
S = (P,L) setze (X) := [ Y, wobei Y Unterraum von S sein soll, der
XCY

X enthélt. Nach Lemma 2.5. ist (X) ein Unterraum, der von X erzeugter
Unterraum genannt wird.

Definition 2.15. Ein Punkt-Geraden-Raum S = (P, L) heifit linear, wenn
fiir je zwei beliebige Punkte aus P eine eindeutige Gerade in L existiert, die
beide Punkte enthélt.

Bemerkung 2.16. In einem linearen Punkt-Geraden-Raum ist also (x,y)
die eindeutige Gerade, die die Punkte x und y enthdlt.

Definition 2.17. Ein Punkt-Geraden-Raum S = (P, L) heifit dick, wenn
jede Gerade mindestens drei verschiedene Punkte enthélt.



3 Projektive Raume

Die projektiven Rdume spielen eine zentrale Rolle in dieser Arbeit, denn
in Kapitel 6 werden die Polarrdume, die gewisse Eigenschaften erfiillen, in
projektive Rdume mit einer Polaritét eingebettet.

Definition 3.1. Sei S = (P, L) ein dicker, linearer Punkt-Geraden-Raum,
der mindestens drei Punkte enthélt, die nicht auf einer gemeinsamen Gera-
den liegen. Aulerdem gelte, dass zwei beliebige Geraden aus L einen Punkt
gemeinsam haben. Dann heifit S' projektive Ebene.

Eine Fbene in einem Punkt-Geraden-Raum ist ein Unterraum X von S, fiir
den gilt, dass Sy projektive Ebene ist.

Definition 3.2. Ein projektiver Raum ist ein linearer Punkt-Geraden-Raum
S = (P, L), der das Veblen-Young-Axiom erfiillt:

Seien a, b, ¢, p und ¢ Punkte aus P, so dass (a, b, p) bzw. (a, q,c) Geraden in
S bilden. Dann folgt, dass sich die Geraden (b, c) und (p, ¢) in einem Punkt
2 schneiden. D

C

Bemerkung 3.3. FEs ist klar, dass eine projektive Ebene auch ein projektiver
Raum ist.

Lemma 3.4. Ein Unterraum eines projektiven Raumes ist ebenfalls ein pro-
jektiver Raum.

Beweis. Sei X ein Unterraum des projektiven Raumes S = (P, L). Weiter
seien a, b, ¢, p und ¢ Punkte aus X |, so dass (a, b, p) bzw. (a, ¢, c) Geraden in
X bilden. Da S ein projektiver Raum ist, haben die Geraden (b, ¢) und (p, q)
zunéchst einen gemeinsamen Punkt z in S'. Da aber X ein Unterraum von S
ist, miissen nach Definition des Unterraumes beide Geraden in X enthalten
sein, also auch ihr Schnittpunkt x. Damit ist X ebenfalls ein projektiver
Raum. O

Definition 3.5. Ist S = (P, L) projektiver Raum, dann ist die Menge P
ein singuldrer Unterraum. Die Dimension des projektiven Raumes S ist dann
definiert als die Dimension von P als singuldrer Unterraum.
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Lemma 3.6. Eine projektive Ebene ist ein projektiver Raum der Dimen-
sion 2.

Beweis. Sei E eine projektive Ebene. Da es in E drei Punkte gibt, die nicht
auf einer gemeinsamen Geraden liegen, hat £ mindestens die Dimension 2.
Es gibt demnach eine Kette X; C X5 C X3 C F singuldrer Unterrdume,
wobei X; Punkt und X, Gerade in F ist und X3 Dimension 2 hat. Aufler X,
gibt es eine weitere Gerade [ in X3, die X; enthélt. Sei  Punkt in £ . Dann
ist = kollinear zu allen Punkten in X5. Sei y ein solcher Punkt verschieden
von X;. Da E projektive Ebene ist, schneidet die Gerade (z,y) auch die
Gerade [ in einem Punkt z. Mit y, 2z € X3 ist dann auch z € X3, denn X3
ist Unterraum. Es folgt daher £ C X3, also X3 = E und damit hat F die
Dimension 2. ]

Definition 3.7. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Schiefkérper k£ und setze
P(V) = (P, L). Dabei sei P die Menge der Geraden durch den Ursprung in
V und L die Menge der Ebenen durch den Ursprung in V. Dann heifit P(1)
projektiver Raum des Vektorraumes V.

Bemerkung 3.8. Das Paar P(V) ist auch im Sinne der Definition 3.2. ein
projektiver Raum.

Definition 3.9. Ein projektiver Raum heif3t desarguesch, wenn er isomorph
ist zum projektiven Raum eines Vektorraumes.

Theorem 3.10. (vgl. [4], S.10, Theorem 1.) Ist S projektiver Raum der
Dimension grifler oder gleich drei, dann ist S desarguesch.

Bemerkung 3.11. Dieses Theorem gilt nicht fiir projektive Riaume der Di-
mension 2.

Theorem 3.12. (vgl. [4], S.31, Proposition 1.3.) Sei P ein desarguescher
projektiver Raum. Dann gilt die folgende Desargues-Konfiguration:

Seiena, b, ¢, d, e, f, g, h, i und j verschiedene Punkte, so dass die Punkte in
folgenden Tripel jeweils auf einer Geraden liegen: (a,b,c), (a,d,e), (a, f,g)
(b,d,h) (c,e,h) (b, f,i) (c,g,7) (d, f,j) (e,g,7). Dann gibt es eine Gerade,
die h, i und j enthdlt. Siehe dazu auch die Abbildung unten.



Theorem 3.13. (vgl. [4], S.35, Theorem 2.1.) Eine projektive Ebene ist ge-
nau dann desarguesch, wenn sie die Desarques-Konfiguration erfillt.

Korollar 3.14. FEine projektive Ebene, die in einem desargueschen projekti-
ven Raum enthalten ist, ist desarguesch.

Beweis. Sei E eine projektive Ebene, die in einem desargueschen projektiven
Raum P enthalten ist. Nach Theorem 3.12. ist die Desargues-Konfiguration
fiir IP erfiillt. Gibt es verschiedene Punkte a, b, ¢, d, e, f, g, h, i und j in E, so
dass die Punkte in folgenden Tripel jeweils auf einer Geraden liegen: (a, b, ¢),
(a,d,e), (a, f,g) (b.d h) (c,e,;h) (b, f.i) (c,g.1) (d, f,]) (e,g,j). Dann gibt
es eine Gerade in P, die h, ¢ und j enthélt. Da aber h, i und 7 Punkte in F
sind und F Unterraum von P ist, ist die Gerade (h, 7, j ) auch in E enthalten.
Damit gilt auch in E die Desargues-Konfiguration. Nach Theorem 3.13. ist
E also desarguesch. O

Hauptsatz der projektiven Geometrie 3.15. (vgl. [1], Theorem 2.26)
Seien P(V') und P(V') zwei projektive Rdume derselben Dimensionn > 2 von
Vektorrdumen V und V' iber Korpern K und K'. Ist f : P(V) — P(V’) ein
Isomorphismus projektiver Raume, dann ist f induziert auf P(V') durch eine
Bijektion g : V. — V', die additiv ist und folgendes erfillt: g(ax) = s(a)g(x),
wobei s : K — K’ ein fester Korperisomorphismus ist.

Definition 3.16. Eine Hyperebene eines Punkt-Geraden-Raumes ist ein ech-
ter, maximaler Unterraum.



Theorem 3.17. (vgl. [5], Theorem 2.11)

Sei P = (P,L) ein projektiver Raum der Dimension n > 2 und H, eine
Hyperebene von P . Seien p und q zwei verschiedene Punkte in P\Hy . Sei H|,
eine Hyperebene eines projektiven Raumes P' = (P, L") . Seien p' und ¢’ zwei
verschiedene Punkte in P'\H{ . Setze r := (p,q) N Hy und r' := (p',¢') N H|, .
Sei o : Hy — H|, ein Isomorphismus mit a(r) = r’. Dann ldsst sich o auf
eindeutige Weise zu einem Isomorphismus & zwischen S und S fortsetzen,
so dass a(p) = p' und &(q) = ¢ .



4 Affine Raume

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt wie sich aus Vektorrdumen projektive
Réaume konstruieren lassen. Umgekehrt kann man aus projektiven Rdumen
von Vektorrdumen affine Rdume konstruieren. Das soll nun gezeigt werden.

Definition 4.1. Sei (G, -) eine Gruppe und M eine nichtleere Menge. Einen
Homomorphismus ¢ : G — Sy von G auf die Permutationsgruppe Sy, von
M nennt man eine Operation der Gruppe G auf der Menge M. Fiir g € G
und m € M schreibe statt ¢(g)(m) auch g - m oder gm .

Definition 4.2. Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und A eine
Menge auf der V' von rechts operiert. Schreibe die Operation additiv. Dann
gibt es fiir jedes a € A und jedes v € V einen Punkt a +v € A, so dass

(i) a+0=a
(ii) a+ (u+v)=(a+u)+vfiruveV

(iii) Seien a,b € A. Dann gibt es ein eindeutiges Element v € V', so dass
a+v=>b.

Die Menge A heifit dann affiner Raum basierend auf V und die Dimension
von A wird definiert als die Dimension des Vektorraumes V.

Beispiel 4.3.

(i) Ist V ein Vektorraum, dann ist V' ein affiner Raum basierend auf sich
selbst.

(ii) Sei V ein Vektorraum, U ein Unterraum und v € V. Dann ist v + U
ein affiner Raum basierend auf U.

Lemma 4.4. (vgl.[6], S.14) Sei P(V) = (P, L) ein projektiver Raum eines
Vektorraumes V und H C P eine Hyperebene von P(V') . Dann ist das Paar
(P\H,Lp\p) = P(V)\H =: A ein affiner Raum basierend auf H als Unter-

raum von V.

Beweis. Sei w € V. Da H Hyperebene in V ist, kann jedes Element von
A geschrieben werden als (u+ h) mit einem eindeutigen Element h aus
dem Vektorraum H. Definiere die Operation von w € V auf (u+ h) durch
(u+h)+w=(u+h+w). Dann gilt fir a = (u+h) € A

(i) a+0=(u+h)+0=(u+h+0)=(u+h)=a
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(ii) a+(v4+w) = (u+ h)+(v+w) = (u+h+ (v+w)) = (u+ h +v) +w)
=u+h+v)+w=(u+h)+v)+w=(a+v)+w

(iii) Seien a = (u+h) und b= (u+ h') € A. Dann ist v := h'—h € H und
esgilta+v=(u+h)y+(h —h)={(u+h+(H —-h))=(u+h")y="5b.
Das Element v ist eindeutig, denn ist v" € H mit a + v = b, dann ist
a+ v =0b=a+ v und damit sofort v = v'.

Also ist A ein affiner Raum. O
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5 Polarriaume

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die Polarrdume definiert und einige
Beispiele gegeben. Der zweite Teil beschéftigt sich mit einigen wichtigen Ei-
genschaften dieser Rédume, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit von Bedeu-
tung sein werden. Der darauf folgende Teil fithrt die Polaritdten ein, iiber
die spater die Einbettungen definiert werden. Schlieflich werden im letz-
ten Teil aus hermiteschen Formen bzw. pseudo-quadratischen Formen Po-
larrdume konstruiert.

5.1 Definitionen und Beispiele

Definition 5.1. Ein Punkt-Geraden-Raum S = (P, L) heiit Polarraum,
wenn die beiden folgenden Axiome gelten:

(i) Fiir jeden Punkt p und jede Gerade [ gilt, dass p kollinear ist zu allen
oder genau einem Punkt in /.

(ii) Kein Punkt p ist kollinear zu allen Punkten aus P.

Beispiel 5.2. Die leere Menge ist ein Polarraum, sowie die beiden Beispiele:

i) ii)

Definition 5.3. Ein Polarraum S hat den Rang n, wenn er als Punkt-
Geraden-Raum den Rang n hat.

Beispiel 5.4. Die leere Menge hat den Rang 0 und fiir die anderen beiden
Beispiele aus 5.2. gilt:

i) i)

hat den Rang 2 hat den Rang 1
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5.2

Eigenschaften

Lemma 5.5. (vgl. teilweise [5], Propositionen 3.5., 3.7. und 3.13.)
Sei S = (P, L) ein Polarraum. Dann gelten folgende Eigenschaften:

1. Sind X undY zwei Teilmengen von S, dann ist (XUY )t = X+tNnYyL.
2. Sind X und Y zwei Teilmengen von S, dann folgt aus X C Y, dass
Y+ C Xt gilt.
3. Sei Y ein singuldrer Unterraum von S und X ein in Y enthaltener
Unterraum. Dann ist auch X singuldr.
4. Fiir alle Punkte p ist p+ ein Unterraum von S.
5. Ist X eine Teilmenge von P, dann ist X+ ein Unterraum von S.
6. Ist X eine Teilmenge von P, dann gilt: X+ = (X)*.
7. Ist X eine maximale singuldre Teilmenge von P, dann ist X ein Un-
terraum.
8. Ist X C P eine singulire Teilmenge, dann ist (X) singuldr.
9. Fiir allex € P, 1 € L gilt: v+ # 1*+.
10. Fiir zwei Punkte p und q € P gilt p* C ¢, genau dann wenn p = q.
11. Seien p und q zwei nicht kollineare Punkte. Dann ist der Punkt-
Geraden-Raum Singey = (0" N q*), Lyingry) ein Polarraum. Hat S
den Rangn > 1, dann hat S,1qq1y als Polarraum den Rangn —1.
12. Gibt es eine Gerade durch zwei Punkte v und y aus P, dann ist diese
Gerade eindeutig.
18. Fiir p € P ist die Menge p* eine Hyperebene von S.
Beweis.
L XtnYt=NztnNyt= N ztnyt= N zP=XUuY)t
zeX yey zeX,yeYy z€(XUY)
2. Mit 1. folgt, dass Y+ = (X UY)t = Xt nYyt C X+ gilt.
3. Mit 2. folgt, dass X CY C Y+ C X+ gilt.
4. Sei l € L mit ‘l N pl‘ > 2. Dann gilt nach Definition des Polarraumes,

dass [ in p* enthalten ist. Also ist p* ein Unterraum von S.

13



. Die Menge X+ ist definiert durch () 2. Wegen 4. ist 2 ein Unter-
zeX

raum und nach Lemma 2.5. ist der Schnitt von Unterrdumen wieder
ein Unterraum. Also ist X+ ein Unterraum von S.

. Es ist einerseits X C (X), also gilt nach 2. die Inklusion (X)" C X*.
Sei andererseits y in X*. Dann ist X C y* und da y* nach 4. ein
Unterraum ist, gilt dann (X) C gy Also ist y € (X)" und damit
X+ =(x)*"

. Sei X eine maximale singuldre Teilmenge von P und [ eine Gerade,
die zwei Punkte a und b mit X gemeinsam hat. Dann sind alle x € X
kollinear zu @ und b. Also ist [ in 2 enthalten fiir alle z € X und damit
| C X+ und X C [+, Also folgt, dass X Ul C Xt NIt = (XUt . Da
aber X maximaler singuldrer Unterraum ist, muss dann [ C X sein.
Damit ist X also ein Unterraum von S.

. Sei X’ ein maximaler singularer Unterraum, der X enthélt. Dann folgt,
zusammen mit 2., dass (X) € X' C X't C (X)* gilt. Also ist (X)
singulér.

. Angenommen es gibt x € P und [ € L mit 2+ = [+
dann:

. Fir y € [ setze

P, = {peP:p-ni={y}}
Q = {yel:P,#0}

o Ist |Q| = 0, dann gilt fiir alle p in P, dass p* N = [ und das
heift, dass | C P+ . Aber das ist ein Widerspruch, denn P+ = 0.

o Ist [Q =1, also Q = {a}, dann ist P = [+ U P,, denn wenn
p & P,, dann ist [ C p* und damit p € I+. Weiter ist a € I+ und

a € Pt denn a € pt fir p € P, alsoa € () pt = PL. Also
PEF

ist a € I*t NPt = (I*uUP,)t = Pt und das widerspricht der

Tatsache, dass P+ = 0.

o Alsoist |Q| > 2. Wiihle a, b € Q mit a # b. Seien @’ € a+\I* und
v € b\I* und [, eine Gerade, die a und @’ enthilt. Weiter sei [,
eine Gerade, die b und b enthilt. Es ist a ¢ b'*, da ’aL N lb’ =1
und a_Lb. Sei a” der Schnittpunkt von [, und ¥'* und I’ eine Gerade
durch a” und o'. Weiter sei 2’ € I' N z*.

Ist ' = b, dann ist ' € 2+ = [+, was der Annahme, dass b’ & [+,
widerspricht.
Ist 2’ # ¥, dann ist 2’ € 2+ = [+ C b*. Die Inklusion folgt aus 2.

14



10.

11.

Dann ist 2’ € b und 2’ € I, was impliziert, dass ’bL N l/} > 2 ist.
Alsoist I' C b*+. Daa” € I’ ist dann a” € b*. Also folgt aus a” € b+
und a € b+, dass ‘bl N la‘ > 2. Dann ist I, C b und daraus folgt,
dass @’ € b*. Weiter ergibt sich, dass b € a’*. Es folgt also, dass
[ C a'*. Das heifit ' € I+, aber das ist ein Widerspruch, denn
a € at\l*.

Also ist z* # [+ fiir allexs € Pund [ € L.

Sei zunichst p = ¢. Dann ist natiirlich p* = ¢* und damit p* C ¢*.
Sei also nun p, ¢ € P, p* C ¢*, und nehme an, dass p # ¢. Dann ist
p € ¢t und es existiert eine Gerade [ € L, die p und ¢ enthilt. Es gilt
fir alle Punkte 2z in P, dass z € [+ genau dann, wenn z € p- N qt.
Aber dann ist z € [+ genau dann, wenn z € p*, da pt C ¢*. Also ist
pt = [+, aber das ist ein Widerspruch zu 9., daher ist p = g.

Zeige, dass die Axiome aus der Definition des Polarraumes fiir S,1q41)
erfiillt sind:

(i) Seixz e (ptNgt)und I € Lyunge). Ist ‘l N(pt N ql)‘ > 2, dann
folgt I € (p Ngt), da p* und ¢ nach 4. Unterrdume von S sind
und nach Lemma 2.5. somit auch ihre Schnittmenge (p* N g¢t).
Also gilt nach Definition 2.11., dass [ € L ist.

In S gilt ’xL N l} =1oder ! C zt.

Ist ‘xL N l‘ = 11in S, dann gibt es also eine Gerade I’ € L, die x
und einen Punkt y € [ enthéilt. Da aber ‘l’ N (pt N qL)} > 2 ist,
gilt I’ € (p* Ng*) und damit I' € Ly,ipgey . Also gilt [zt N1 =1
auch in S, 11y

Ist I C 2t in S, dann sind [ und z in (p* N ¢') enthalten und
damit auch jede Gerade I’ aus L, die x und einen Punkt aus [
enthilt. Also gilt [ C 2t auch in SpLngt) -

(i) Ist 2= = (p~ NgF) in Spingy, dann ist (prNgt) € 2t in S.
Angenommen es gilt 2t # pt. Dann gibt es also y € pt\zt.
Sei I’ eine Gerade, die die Punkte p und y enthilt. Dann gibt es
einen Punkt z in I/, der kollinear zu ¢ ist. Also ist z € (p* N¢t)
und damit kollinear zu . Daher folgt [ C 2+ und z_Ly. Das ist
aber ein Widerspruch, also ist #+ = p'. Daher folgt mit 10.,
dass ©* = p ist. Aber dann wére plq, was der Vorraussetzung
widerspricht. Damit ist (pt Nqt) € x4, also gilt 2+ # (p~ Ngt)
n S(plqu).

Damit ist S,1ng1) also ein Polarraum.

15



12.

13.

Sei nun m der Rang von S(,1n.1). Angenommen es gibt eine Kette
0#X: C X, C ... C X, singuldrer Unterrdume der Lange n in S, ..
Dann setze Y; = {p} und Y1 = (p, X;) fir 1 < i < n. Dann ist
Y1 CYs € ... C Y,y eine Kette singulérer Teilmengen der Lange n+1,
enthalten in S. Aber das ist ein Widerspruch zu Rang(S) = n, also ist
m<n.

Sei X7 € X,... € X, eine Kette singuldrer Unterrdume der Lange n in
S mit X; = {p}. Dann ist X; von der Form (p, Z;_,) fir 2 <i <mn,
wobei die Z; singulire Mengen in (p N ¢t) sind. Das heifit die Kette
(Z1) € (Z2) € ... € (Z,—1) ist eine Kette singuldrer Unterrdume der
Linge n — 1in (pt Nngt).

Insgesamt ist dann also m =n — 1.

Seien x und y zwei verschiedene Punkte in P und seien l1,ly € L, so
dass z, y € [; Nly. Nehme an, dass l; # Iy und sei p; € l;\ly. Nach 9.
gilt, dass pi # I und es existiert ¢ € p;\l; mit ¢t Ny = {p;}. Dann
ist z, y € ¢, was impliziert, dass }CJ‘ N 12‘ = 1. Sei py der Schnittpunkt
von ¢t und ly . Da z Lp, Ly ist, gilt, dass ‘pf N 12} > 2. Dannist Iy C pi
und damit p; Lpy. Sei [ eine Gerade durch p; und py . Es gilt:

}:plﬂl‘ > 2
‘clﬂl > 2
}yLﬁl > 2

und es folgt I C (zt Net)nyt. Alsoist I C (zt Net) und py € 1.
Nach 11.ist Si.1n,1y ein Polarraum. Sei u € pt N (ct Nat). Dann ist
‘ul N ll} > 2. also I; C ut und damit p; Lu. Weiter ist }uL N 12‘ > 2,
also l» C u* und damit polu. Also ist ’l ﬂul’ > 2 und dann folgt
[ C ut, demnach ist u € I+,

Daher ist p; N (ctNat) C I+ und damit pi N(ctNat) CIEN(ctnat).
Es folgt pi C I+ in S(etnat) , also gilt pt = I+. Nach 9. ist das aber ein
Widerspruch und daher [ # [ .

Dass p ein Unterraum ist, folgt aus 4. Sei ¥ ein Unterraum von P,
so dass pt C Y. Dann gibt es einen Punkt y € P mit y & p*, so dass
pt# (pty) CY gilt,

Ist # € p* U {y}, dann folgt sofort, dass z € Y.

Ist also x € P\(ptU{y}), dann gibt es eine Gerade [ in L, die x enthélt,
so dass p und y kollinear sind zu verschiedenen Punkten auf [. Eine
solche Gerade existiert, denn sonst wire 2+ C y* oder y* C ' und
damit nach 10. z = y, aber das wére ein Widerspruch.
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Es gibt einen Punkt z; € [ kollinear zu y und nach 72. eine eindeutige
Gerade (z1,y). Auf dieser Geraden gibt es einen Punkt x5 kollinear
zu p und auf [ einen Punkt z3 kollinear zu p. Es ist also x3 € <pl, y>
und auflerdem folgt aus xo,y € <pL,y>, dass (x1,y) enthalten ist in
(p*,y). Also sind z1, 23 € (p*,y) und damit ist die Gerade [ enhalten
in <pL,y>, also auch x € <pL,y> cY.

Insgesamt folgt also, dass P C <pL, y> C Y und damit P =Y. Also ist
p* eine Hyperbene von S.

O

Definition 5.6. In einem Polarraum S = (P, L) vom Rang n heifit eine
Teilmenge F von P der Kardinalitit 2n Polarrahmen, wenn es zu jedem
Punkt aus F' genau einen anderen in F' gibt zu dem er nicht kollinear ist.

Lemma 5.7. In jedem Polarraum vom Rang n > 1 existieren Polarrahmen.

Beweis. Sei S = (P, L) Polarraum vom Rang n > 1. Beweis durch Induktion
iitber den Rang n von S:

e Induktionsanfang:
Ist der Rang n = 1, dann sind alle singuldren Unterrdume einzelne
Punkte und somit ist die Menge L der Geraden leer. Weiter enthilt
S mindestens zwei Punkte, sonst wire (4i) aus Definition 5.1. nicht
erfiillt. Da L leer ist, sind je zwei Punkte aus S nicht kollinear. Also ist
jede Menge F' bestehend aus zwei Punkten aus S ein Polarrahmen.

e Induktionsvorraussetzung:
In jedem nichtleeren Polarraum S vom Rang n gibt es einen Polar-
rahmen.

e Induktionsschritt:
Sei S ein Polarraum vom Rang n 4+ 1 und seien p und ¢ zwei nicht
kollineare Punkte in S. Nach Lemma 5.5.71. ist der Punkt-Geraden-
Raum Sg,1n41) ein Polarraum vom Rang n, der nach Induktionsvor-
raussetzung einen Polarrahmen F' besitzt. Dann ist F' = F U {p, ¢} ein
Polarrahmen von S, denn p und ¢ sind kollinear zu allen Punkten aus
F' aber nicht kollinear zueinander.

O

Definition 5.8. Sei S = (P, L) ein Punkt-Geraden-Raum. Eine geometrische
Hyperebene von S ist ein echter Unterraum X C P, der mit jeder Geraden
[ € L mindestens einen Punkt gemeinsam hat.
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Theorem 5.9. (vgl.[3], Theorem 1.) Sei M ein singuldrer Unterraum eines
Polarraumes S und 7 die Menge der geometrischen Hyperebenen von M,
so dass gilt:

(i) Fiir jedes Paar verschiedener Elemente Hy, Hy von 7€ und jeden Punkt
p € M\(Hy N Hs), gibt es ein H in S, das p und Hy N Hy enthdlt.

(ii) Fiir jeden Punkt p in M gibt es ein Element H von €, das p nicht
enthdlt.

Dann ist M ein projektiver Raum.

Theorem 5.10. (vgl. [3], Theorem 2.) Singulire Unterriume von Po-
larrdumen sind projektive Rdume.

Beweis. Sei X ein singuldrer Unterraum des Polarraums S. Dann ist X in
einem maximalen singuldren Unterraum M enthalten. Sei p ein Punkt in
S\M und 7 die Menge der Teilmengen der Form p N M von M.
Behauptung: Die Menge p* N M ist eine echte Teilmenge von M. Angenom-
men M C p*. Dann wiire {p} U M eine singulire Teilmenge von P. Nach
Lemma 5.5.8. wire dann (p, M) ein singuldrer Unterraum, der M echt ent-
hielte. Das ist aber ein Widerspruch zur Maximalitdt von M.

Da p* N nicht leer ist fiir jede Gerade [ € L und damit auch fiir jede Gerade
[ C M, ist € eine Menge von geometrischen Hyperebenen von M. Sei p ein
Punkt in M. Da S ein Polarraum ist, gibt es einen Punkt ¢ in S, so dass
p ¢ ¢*. Damit gilt (i) vom obigen Theorem 5.9.

Seien H; , Hy verschiedene Elemente von s und p € M\ (H; N H,) . Es gibt
Punkte a,b € S\M, so dass H; = a* N M und Hy, = b+ N M. Es sind H,
und Hy Unterrdume von M und damit nach Lemma 5.5.5. singuldr. Weiter
sind @ und b singuldre Unterrdume und da H; C a* und H, C b*, sind auch
die Mengen {a} U H; und {b} U H, singulér. Nach Lemma 5.5.8. sind dann
(Hy,a) =: My und (Hs,b) =: M, singulér.

Da (Hy N Hy) € Hy € M, eine Kette verschiedener Unterrdume ist, gibt es
eine Gerade [ in M7 disjunkt von Hy N Hy. Auf [ gibt es einen Punkt o’ kol-
linear zu b. Es ist H; = a'* N M, denn o’ € M, . Da M, singulir ist, ist dann
a’ kollinear zu H; . Das heifit H; C a’'* und damit H; C ¢’ N M. Umgekehrt
ist a kollinear zu a’* N M, also a'* "M C a+ N M = H,. Weiter ist a’ # b,
denn a* N M = H,,b* N M = Hy und H, # H,. Es gibt eine Gerade m,
die @’ und b enthilt. Auf m gibt es einen Punkt ¢ € p*. Ist ¢ € M, dann ist
ce (d+nM)n(btNM)= H N Hy, und damit H, C m*. Also ist Hy C H,
und damit Hy = H;. Das ist aber ein Widerspruch! Also ist ¢ € S\M und
damit ¢t N M € 2. AuBerdem ist p und H; N Hy in ¢ N M enthalten. Also
gilt auch (7) von Theorem 5.9. und damit ist M und nach Lemma 3.4. dann
auch X ein projektiver Raum. O
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Korollar 5.11. Drei paarweise kollineare Punkte eines Polarraumes, die
nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, spannen eine projektive Fbene

auf.

Beweis. Seien a, b, ¢ drei paarweise kollineare Punkte, die nicht auf einer
gemeinsamen Geraden liegen. Dann ist {a,b,c} eine singuldre Menge und
nach Lemma 5.5.8. auch ({a,b,c}) = F singuldr. Damit ist £ nach vorheri-
gem Theorem 5.10. ein projektiver Raum. Seien g; := (a, b), g> := (b, ¢) und
g3 := (a,c). Eine Gerade des Polarraumes ist in F enthalten genau dann,
wenn sie zwei Punkte mit der Menge M := g; U g, U g3 gemeinsam hat. Seien
l1,15 zwei beliebige Geraden in F. Dann haben sie also jeweils zwei Punkte
mit M gemeinsam. Das heifit sie schneiden jeweils mindestens zwei der drei
Geraden g;, g2 und g3. Es gibt also eine gemeinsame Gerade, die sie schnei-
den. Sei dies 0.B.d.A. die Gerade g3. Stimmt eine zweite auch {iberein, dann
folgt, da das Veblen-Young-Axiom gilt, dass sich [; und [l schneiden. Sind sie
verschieden, dann seien s; bzw. sy jeweils die Schnittpunkte mit g; bzw. gs.
Da E projektiver Raum ist, gibt es eine eindeutige Gerade (s, s2). Weil g3
die Geraden g; und gy ebenfalls schneidet, gibt es nach dem Veblen-Young-
Axiom einen Schnittpunkt von gz und (s, s9). Wieder mit Veblen-Young-
Axiom schneiden sich dann auch [; und Is. OJ

Lemma 5.12. Sei S = (P, L) Polarraum vom Rang n. Sei Po die Menge
der Geraden aus L die p enthalten und Lo Menge von Teilmengen von Pg,
die enthalten sind in einer Ebene von S. Dann ist das Paar C, = (Pc, L¢)
ein Polarraum vom Rang n — 1.

Beweis. Die Kollinearitatsrelation, die sich durch die Definition von C), er-
gibt, wird im Folgenden mit L, bezeichnet. Zu zeigen ist also zunédchst, dass
die beiden Axiome aus Defintion 5.1. gelten:

(i) Sei x € Pound | € Lo . Dann ist z eine Gerade in S, die den Punkt p

enthélt und (I) eine Ebene in S, die p enthélt. Sei l; € L eine Gerade
in [, die p nicht enthédlt und y # p ein Punkt aus S enthalten in x.
Dann ist y kollinear zu einem Punkt z aus [; . Da x,y beide kollinear
sind zu p, ist (p, y, z) eine Ebene in S, die die Gerade z und die Gerade
(p, 2) € l enthélt. Damit ist also |zt» N{| > 1.
Angenommen es ist ’xLP N l’ > 2. Dann gibt es also zwei Geraden aus
S in [, die mit x eine Ebene in S erzeugen. Sei [; eine Gerade, die p
nicht enthélt und a ein Punkt in x. Dann ist a also kollinear zu zwei
Punkten in /; und damit zu allen. Jede Gerade, die p enthélt, schneidet
auch [y, weil [ projektive Ebene ist. Daher erzeugt x zusammen mit
jeder Geraden in [ eine projektive Ebene. Also gilt [ C zt».
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(i) Angenommen es gibt einen Punkt x in Pz mit 2» = Pz . Dann gilt
also fiir einen beliebigen Punkt y € x aus P, dass y kollinear ist zu
allen Punkten aus p*. Also ist pt C y+. Mit Lemma 5.5.10. folgt dann,
dass p = y fiir alle y € x und das ist ein Widerspruch, also 2 # P .

Also ist C, ein Polarraum.

Sei X1 € Xs... € X, Kette singuldrer Unterrdume von S mit X; = p. Dann
enthalt X; fiir © > 2 also eine Menge Y; von Geraden durch p. Weiter ist
X; € X;y1. Daher enthélt X;,; einen Punkt y ¢ X, der, da X; singulér ist,
kollinear zu p ist. Damit enthélt Y;,; die Gerade (p,y), die nicht enthalten
ist in Y;, also ist Y; C Y. Daher ist dann Y5 C Y3 C ... C Y, eine Kette
singulérer Unterrdume von C), und damit ist der Rang von C), gleich n—1. [

Definition 5.13. Der Polarraum C, aus Lemma 5.12. wird auch Cone(p)
genannt.
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5.3 Polaritaten

Definition 5.14. Sei P = (P, L) ein projektiver Raum und 7 C P x P eine
symmetrische Relation. Das heifit ist (x,y) € 7, dann ist auch (y,z) € 7. Es
wird dann (z,y) € 7 auch geschrieben als x Ly oder einfach z Ly . In diesem
Fall heilen = und y dann kollinear beziiglich 7. Fiir eine Teilmenge X von P
setze X1 :={y € P: xl,y fiir alle v € X} oder einfach X*. Die Relation
7 heiBt Polaritit in P, wenn fiir alle z € P die Menge x* entweder gleich P
oder eine Hyperebene von P ist.

Beispiel 5.15. Betrachte den projektiven Raum P:

Fiir P definiere eine Relation m C P x P durch den folgenden Punkt-Geraden-
Raum:
01

q4 qs
q7

q3 q2
3

wobei (¢;,¢;) € m genau dann gilt, wenn ¢; = ¢; oder es eine Gerade gibt,
die ¢; und g¢; enthélt. Dann ist 7 eine Polaritdt, denn die Relation ist sym-
metrisch, ¢7= = P und fiir 1 < i < 6 ist ¢~ eine Gerade von P und damit
Hyperebene.

Definition 5.16. Eine Polaritit 7 heiit nicht ausgeartet, wenn P~ = ().
Bemerkung 5.17. Die Polaritit m aus Beispiel 5.15. ist ausgeartet.

Definition 5.18. Sei k ein Schiefkérper. Dann ist eine Abbildung o : k — k
ein Antiautomorphismus, wenn fiir alle z,y € k gilt, dass (v + y)? = 27 + y°
und (x - y)? =y - 2°.

Definition 5.19. Sei k ein Schiefkorper, V' ein Rechts-k-Vektorraum und
o : k — k ein Antiautomorphismus. Eine Abbildung f : V x V — k heifit
o-Sesquilinearform, wenn sie biadditiv ist und wenn fiir alle z, y € V und

21



a,b € k gilt, dass f(z-a,y-b) =a” - f(x,y) - b ist. Eine o-Sesquilinearform
f heifit reflexiv, wenn es ¢ € k* gibt, so dass f(x,y) = f(y,x)? - € fiir alle
z,y € V. In diesem Fall heifit f dann auch (o, €)-hermitesch.

Lemma 5.20. Sei P(V') = (P, L) projektiver Raum eines k-Vektorraumes V
und f: VxV — k eine reflexive Sesquilinearform. Dann wird durch folgende
Relation eine Polaritit m auf P(V') induziert: Fir x, y € P sei v 1,y genau
dann, wenn f(z,y) = {0} .

Beweis. Aus der Reflexivitit der Sesquilinearform f folgt die Symmetrie der
Relation 1, .

Sei p € P. Dann ist p eine Gerade durch den Ursprung in V', die von einem
Element p; # 0 aus V erzeugt wird und [ eine Ebene in V', die von zwei
Elementen [, Iy € V erzeugt wird. Ist f(py,{1) = 0 oder f(py,l2) = 0, dann
gilt fiir die Punkte a = (1), b = (l2) € P,, die in [ liegen, dass p_L,a oder
pL.bist. Also folgt, dass p bzgl. 7 kollinear ist zu einem Punkt in [. Ist aber
f(p1,l1) = c#0und f(p1,lx) =d#0,dannist Iy - ¢! — Iy -d™t € V ein
Element in der Ebene [ in V' und es gilt

flo,li-ct=ly-d™) = flpr,l) ¢ = flpr, o) -d7!
= c-ct—d-dt

1-1

0

Es gilt also fiir den Punkt {I; -¢™* — 1l -d™') = ¢ € P, der in der Geraden
[ € L liegt, dass pL e. Damit ist p kollinear zu mindestens einem Punkt auf
jeder Geraden aus L , also ist p* eine geometrische Hyperebene.

Ist nun p € P~ dann ist also p_L,z fiir alle z € P und damit p*~ = P.

Ist p ¢ Pt~ dann gibt es x € P\p'~. Sei y € P. Dann ist y kollinear zu x
und da pt= geometrische Hyperebene in P ist, gibt es einen Punkt z € (x, )
verschieden von y, der in p*~ liegt. Es ist also z, 2 € <pl“, x> und damit auch
Yy € <pl“, x> Es folgt, dass <pl“, x> = P und damit ist p*~ Hyperebene von
P. Also wird durch die Relation L, eine Polaritat = induziert. O

Definition 5.21. Die Polaritit m aus Lemma 5.20. heifit dann reprdsentiert
durch f und statt 1, wird auch L ; geschrieben.

Definition 5.22. Ein Unterraum X C P heif$t total isotrop fiir eine Polaritét
7, wenn X C X1r.
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5.4 Polarriume assoziiert zu hermiteschen Formen

Lemma 5.23. Ist f : V xV — k eine nicht triviale (o, €)-hermitesche Form,
dann gilt:

(i) Zu jedem t € k gibt es x,y € V mit f(x,y) =1.
(ii) e° =¢!
(iii) 17" =c-t-e" fiir allet € k
Beweis.
(i) Seien z,v € V. Ist t = 0, dann gilt:
f(@,0) = f(z,v —v) = f(z,0) = f(z,v) = 0.

Es ist f(x,y) =t also z.B. fiir y = 0.
Ist t € k* und v € V, dann setze s := f(z,v). Also ist

flzv-s7t )= f(zv)-st-t=s5-5"t=t
und damit f(x,y) =t firy=v-s! -t

(ii) Nach (i) gibt es x,y € V, so dass f(x,y) = €. Aus der Reflexivitit von
f folgt e = f(y,z)? - . Dann ist f(y,z)” = 1 und damit f(y,z) = 1.
Also ist

e’ = f(z,y)” = flz,y)" - e-e' = fly,x) et =",
(iii) Nach (i) gibt es z,y € V, so dass f(z,y) = t. Dann folgt mit ():

7 = (1) = (f(2,9)°)" = (f(z,y)7 -7 = (fly, ) - 1)
= (e > fly,x)7 = <e* )7 fly, @) e e
= () flay) et = flay) et =e-t-e!

fir alle t € k.
O

Lemma 5.24. (vgl. [7], 8.1.4.) Ist f eine (o, €)-hermitesche Form, dann sind
die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) f(z,y) = g(z,y)+g(y,x)7¢, fir eine o-Sesquilinearform g : VxV — k
und alle x,y € V.
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(ii) f(x,x) e{t+t7-c:t €k} firalexeV.

(iti) Es gibt eine Basis (e;)ier von 'V, so dass f(e;,e;) € {t +t7-c:t €k}
fir alle i € 1.

Beweis.

(i)= (ii): Ist f(z,y) = g(x,y) + g(y, x)? - € fiir eine o-Sesquilinearform
g:V xV — kund alle z,y € V, dann folgt sofort, dass fiir alle z € V'
gilt, dass f(z,z) = g(z,z) + g(z,2)7 e € {t +17 - : t € k}.

(i1) = (iii): Ist f(z,z) € {t+17-¢:t € k} fir alle z € V, dann folgt sofort,
dass fiir jede Basis (e;);e; von V gilt, dass f(e;,e;) € {t+17-c:t € k}
fiir alle 7 € .

(7ii) = (i): Gibt es eine Basis (e;);cr von V, so dass fiir alle ¢ € I gilt, dass
flei,e;) € {t+1t7-¢:t €k}, dann ordne I total und wihle g; € k, so
dass f(e;, e;) = gi+ g7 - €. Definiere eine o-Sesquilinearform g wie folgt:

flei,e;) fallsi <y
glei,e;) =< g; falls i = j
0 falls i > j

Seien x,y € V. Dann lassen sich x, y darstellen als Linearkombination

der Basis, also v = ) e; - x; und y = > e, - y;. Nach der Rechnung aus
i€l jEI

Anhang A.1 ist dann f(x,y) = g(z,y) + g(y,2)? - €. Also folgt (7).
0

Definition 5.25. Eine (o, ¢)-hermitesche Form, die die Eigenschaften (i),
(71) und (7ii) aus Lemma 5.24. erfiillt, heiit spurwertig.

Definition 5.26. Sei f : V x V — k eine (o,¢)-hermitesche Form. Ein
Unterraum X des Vektorraumes V heifit singuldr bzgl. f, wenn X enthalten
ist in der Menge X/ := {v € V : f(z,v) = 0 fiir alle x € X}.

Lemma 5.27. (vgl. [7], 8.1.3.) Sei f : V x V — k eine nicht ausgearte-
te (o,¢)-hermitesche Form. Seien X und Y zwei endlich dimensionale Un-
terrdume von V, die maximal sind mit der Eigenschaft singuldr bzgl. f zu
sein. Dann haben X und Y dieselbe Dimension.

Beweis. Haben X und Y dieselbe Dimension als Unterrdume von (X,Y),
dann haben sie auch dieselbe Dimension als Unterrdume von V. Also kénnen
wir V = (X,Y) annehmen. Da X und Y endlich dimensional sind, ist dann
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auch V' endlich dimensional.

Die Schnittmenge X NY ist ein Unterraum sowohl von X als auch von Y. Sei
X' der Komplementéarraum von X NY in X und Y’ der Komplementirraum
von X NY in Y. Angenommen dim(X') < dim(Y’). Seien x und 2’ Elemente
aus X + (X7 NY’). Dann gibt es x1,2) € X und z9, 2, € (X' NY’), so
dass . =z +zp und 2’ = 2} + 2. Da zy, 2y € X C X ist f(xy, 7)) =0
und da 29,25, € Y/ CY C YL C Y™ ist f(xo,25) = 0. AuBerdem sind
79, 75 € X7 NY” kollinear zu allen Elementen in X’ und zu allen Elementen
in Y, denn Y’ CY C Y4/, Also sind sie kollinear zu allen Elementen in X,
denn X C (X' Y). Daher ist f(xy,24) =0 und f(z2,2]) = 0. Es folgt

fx,2") = f(o1+ 29,2} + 73)
= f(l‘1,$/1)+f(1‘1,1‘/2)+f($2,$/1)+f($2,$/2)
= flan, ) + f(az, )
= 0

und damit ist X + (X’ NY”) singulir bzgl. f.

Es ist dim(X') + dim(X'") = dim(V) = dim(Y") + dim(Y'+7), denn f ist
nicht ausgeartet. Dann gilt nach Annahme dim/(V) < dim/(Y") + dim(X'+7).
Also ist (X’ N'Y’) nicht leer. Damit ist X echt in dem singulidren Unter-
raum X + (X' NY’) von V enthalten. Das ist aber ein Widerspruch zur
Maximalitdt von X. Also ist dim(X') = dim(Y”) und damit haben auch X
und Y dieselbe Dimension. O

Definition 5.28. Die Dimension eines maximalen bzgl. f singuléren Unter-
raumes X von V heift der Witt-Index von f.

Theorem 5.29. (vgl. [7], Theorem 8.5.4.) Sei P(V') = (P, L) ein projektiver
Raum eines Vektorraumes V und m C P X P eine nicht ausgeartete Polaritdt
reprasentiert durch eine spurwertige (o,e)-hermitesche Form f mit endli-
chem Witt-Index n > 2. Setze Sy = (Py, L), wobei P, = {x € P : z1l, x}
die Menge der Punkte und L, = {l € L : z 1,y fir alle z,y € l} die Menge
der Geraden sei. Dann ist S, ein Polarraum vom Rang n.

Beweis. Zu zeigen ist also, dass die beiden Axiome aus Definition 5.1. gelten:

(i) Sei p € P, und | € L,. Der Beweis, dass p bzgl. 7 kollinear ist zu
mindestens einem Punkt in [, ist der gleiche wie in Lemma 5.20.
Sei nun ’pl" N l} > 2. Das heifit es gibt a,b € [ mit pl a und pL,b,
also ist f(p,a) = f(p,b) = {0}. Sei ¢ € [ beliebig. Dann ist ¢ genauso
wie p,a und b Gerade durch den Ursprung in V. Seien p’ € p, d’ € a,
b € bund ¢ € ¢ verschieden von 0. Dann ist ¢’ linear abhéangig von a’
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und b’ in V', also gibt es A\, u € k, so dass ¢ =a’ - A+ - . Daher ist

o) = f0 A+ ) = Fa) - A+ F(,B) - = 0. Also ist
f(p,c) = {0} und daraus folgt, dass p_L c. Damit ist [ C pt~.

(ii) Da m nicht ausgeartet ist, gilt Pi* = () und damit p+ # P, fiir alle
peEP;.

Also ist Sy ein Polarraum.

Wire X; € ... € X, eine Kette singuldrer Unterrdume in S, mit m > n,
dann wire (X;) € ... € (X,,) eine Kette bzgl. f singuldrer Unterraume
in V und damit der Witt-Index groBler als n. Also ist Rang(S,) < n. Sei
X1 € ... € X, eine Kette singuldrer Unterrdume von V' und Y; die Menge
der Geraden durch den Ursprung in V', die in X; enthalten sind. Dann ist
Y, € ... €Y, eine Kette singuldrer Unterrdume in S, . Damit hat S, also
den Rang n . O

Definition 5.30. Der Polarraum S, aus Theorem 5.29. heif3t Polarraum
assozitert zu m oder auch Polarraum assoziiert zur hermiteschen Form f und
wird dann Sy genannt.
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5.5 Polarrdume assoziiert zu pseudo-quadratischen
Formen

Lemma 5.31. (vgl. [7], 8.2.1) Sei k ein Schiefkorper, V ein Rechts-k-
Vektorraum, o ein Antiautomorphismus von k und € € k, so dass e = ¢ 1
und t°° = ¢ -t - e\, Setze koo = {t — 17 - € : t € k}. Diese Menge ist eine
Untergruppe der additiven Gruppe k. Fir eine Abbildung q : V' — k/ky. sind
die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

(i) Es gibt eine o-Sesquilinearform g : V XV — k, so dass fir alle v € V
gilt, dass q(x) = g(z,x) + ko .

(it) Fira,y € kundz eV istq(x-a) =a’-y-a+k,. mity € q(x) und es
gibt eine spurwertige (o, €)-hermitesche Form f:V xV — k, so dass
fiir alle x,y € V' gilt, dass q(z +y) = q(x) + q(y) + (f(2,y) + ko) -

Beweis.

(i)= (ii): Sei also eine o- Sesquilinearform ¢ : V' x V — k gegeben, so dass
fir alle x € V gilt, dass ¢(z) = g(x,x) + ko . Dann gilt fiir a,y € k
und z € V:

gx-a) = g(x-a,x-a)+ ko

= a’-g(x,x)-a+ky.
= a’ -y -a+k,. mity € q(z)

Fiir den Raum V sei eine Abbildung f : V x V — k definiert durch
flz,y) = g(x,y) + g(y,x)? - e. Dann gilt fiir alle v, x,y,z € V:

faty,v+2) = glrt+yv+z)+gv+z,r+y) ¢

= g(x,v) +g(z,2) + g(y,v) + 9(y, 2)
+(g(v,z) + g(v,y) + 9(z,7) + g(z,9))" - €

= g(x,v) +g(x,2) + g(y,v) + 9(y, 2) + g(v,2)7 - ¢
+9(v,y)7 e+ 9g(2,2) e +g(z,y) €

= g(z,v) +g(v,2)7 e+ g(z,2) +g(z,2)7 -
+9(y,v) +9(v,y)7 e+ 9(y,2) + g(2,y)7 - €

= [flz,0)+ f(z,2) + f(y,0) + f(y,2)

Also ist f biadditiv und aulerdem gilt fiir a,b € k:

flx-a,y-0) = glx-a,y-b)+g(y-bx-a) - e
= a”-g(@,y) - b+ (b7 - g(y,x)-a)’ -
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Damit ist f also eine o-Sesquilinearform und weiter gilt:

fz,y) e = (g(z, y)+g(y, x)?-e)’ €
= g(z,y)” e+ (9(y,z)7 - )"-6
’ g(y, )" €+g(:c y) -
e-g(y,x) e -6+g(x,y)"-€
+g(z,y) €

£

9(y, x)
fly,x)
Also ist f eine (o, ¢)-hermitesche Form und, da (i) von Lemma 5.24.
gilt, ist f spurwertig. Es gilt fiir alle z,y € V:

g +y) = glx+y,z+y)+koe
= g(x,7) +g(z,y) + 9(y,7) + 9(y,y) + ko
= q(z) +q(y) + (9(z,y) + 9(y, ) + ko)
= q(x)+ () (9(z,y) +g(y,z)
+9(y, )7 e = (9(y, 2)7 - €)7 - € + ke)
= q(z) + C.I(?/) + (9(z,y) + 9(y, z)
+g(y,2)7 e — 7 g(y, )7 - & + ko)
= q(z) +q(y) + (9(z,y) + g(y, 2)
gy, x)7 e —ete-gly,x) e e+ ko)
= q(z) +q(y) + (9(z,y) + 9y, ) + g(y, )" - ¢

_g(yv :L‘) + kme)
= q(z) +q(y) + (9(x,y) + 9y, 2)" - & + ko)
= q(z) +q(y) + (f(z,y) + ko)

Also folgt (7i).

(ii)= (i): Fira,y €e kund v € V seiq(z-a) =a” - y-a+k,. mit y € g(z)
und f : V x V — k eine spurwertige (o, €)-hermitesche Form, so dass
fir alle z,y € V gilt, dass ¢(z +y) = q¢(z) + q(y) + (f(x,y) + k).
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Dann folgt aus

q(x) +q(y) + (f(z,y) + ko) = ¢

dass f(z,y) + koe = f(y,x) + ko gilt. Sei nun (e;);cr eine Basis von
V', ordne [ total und setze ¢q(e;) = ¢; + kye. Definiere eine Abbildung
g wie im Beweis zu Lemma 5.24.:

feiej) fallsi<j
glei,ej) =1 g; falls i = 5
0 falls 7 > 7

Aus der Rechnung aus Anhang A.2 folgt dann, dass ¢(z) = g(z, )4k
Also gilt (7).

O

Definition 5.32. Eine Abbildung ¢ : V' — k/k,., wie in Lemma 5.31., die
die Bedingungen (i) und (7i) erfiillt, heifit (o, €)-quadratische Form oder auch
pseudoquadratische Form bzgl. o und €.

Lemma 5.33. Die spurwertige (o,¢)-hermitesche Form f:V xV — k aus
Lemma 5.31.(ii) ist eindeutig bestimmdt.

Proof. Sei f' eine weitere Form, die die Bedingungen aus Lemma 5.31.(7i)
erfiillt. Dann ist A : V X V — k mit h(z,y) = f(z,y) — f'(z,y) fir z,y € V
eine (o, €)-hermitesche Form, die Werte nur in k,. hat. Angenommen h ist
nicht trivial. Dann gibt es a € k,\{0} und z,y € V, so dass h(x,y) = a. Sei
b€ k*\k,.. Dann ist h(z,y-b-a ') =h(z,y)-a”t-b=a-a'-b=>b, aber
das ist ein Widerspruch dazu, dass h nur Werte in k, . hat. Also ist h trivial
und damit f = f'. O

Bemerkung 5.34. Die Form f ist also eindeutig bestimmt und damit wie
im Beweis zu Lemma 5.31. gegeben durch f(z,y) = g(x,y) + g(y,z)? - € fiir
alle x,y € V.

Definition 5.35. Die Form f aus Lemma 5.31.(7i) heifit zu q gehirige Ses-
quilinearform und wird auch mit ((q) bezeichnet. Durch ((q) wird wie in
Lemma 5.20. eine Orthogonalitétsrelation definiert, die analog dazu mit L 5,
bezeichnet wird.
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Notation 5.36. Die Elemente v+ k, . von k/k,. werden im Folgenden auch
mit [z, bezeichnet.

Definition 5.37. Eine pseudo-quadratische Form ¢ heifit nicht ausgeartet,
wenn die Dimension des Untervektorraumes V+4@ M ¢=1([0],.) von V gleich
0 ist.

Definition 5.38. Sei ¢ eine (o,¢)-quadratische Form, sei ¢ € k* und sei
o' k — k definiert durch t” = c-t°-c ' und & = ¢- (¢”)7! - e. Dann ist
¢+ kye = koo und man kann eine Abbildung c¢q : V' — k/ky o definieren,
die eine (0’,¢’)-quadratische Form ist. Die Formen ¢ und cq heiflen dann
proportional.

Definition 5.39. Sei P ein projektiver Raum eines Vektorraumes V. Eine
Proportionalitiatsklasse x von pseudoquadratischen Formen in V' heifit pro-
jektive pseudoquadratische Form in P. Die Form x heif3t nicht ausgeartet,
wenn es ¢ € k ist. Die Polaritét, die durch ((q) reprasentiert wird, wird auch
mit F(k) bezeichnet und sie heifit die Polaritit assoziiert zu k.

Ist k nicht ausgeartet, dann wird wie in Theorem 5.29. durch die Polaritét
[(r) assoziiert zu x ein Polarraum Spg(.) definiert. Es kann aber auch auf
andere Weise durch x ein Polarraum konstruiert werden. Dazu wird zunéchst
folgende Relation definiert.

Definition 5.40. Seien V und ¢ wie oben und z,y € V. Dann schreibe z 1,y
genau dann, wenn ¢((z,y)) = {[0],.} gilt. Die Punkte x und y heilen dann
kollinear bzgl. q. Fiir einen Unterraum X von V ist also X+ die Menge der
Elemente y aus V, fiir die gilt, dass ¢((z,y)) = {[0],.} fur alle z € X.

Definition 5.41. Eine Unterraum X von V heifit singuldr bzgl. q, wenn
X C Xt

Lemma 5.42. Sind z,y € V kollinear bzgl. q, dann gilt fir f = ((q), dass
f(z,y) =0 und damit f({x),(y)) = {0} fir die Geraden (z),(y) C V.

Beweis. Seien also x,y € V kollinear bzgl. q. Dann gilt fiir alle a,b € k
0]pe = qlz-a+y-b)

= qlxz-a)+qy-b)+ fx-a,y-b) +kye
= f(x'avy'b)—i_ko,s

Also ist f(z - a,y - b) € ky fiir alle a,b € k und damit f(z,y) = ¢ € ko .
Angenommen ¢ # 0. Dann sei d € k\k,. und es folgt

flxyy-d-ct)=flz,y)-ct-d=c-c'-d=d ¢ ky.
Das ist ein Widerspruch, also ist f(x,y) = 0. O
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Lemma 5.43. (vgl. [7], 8.2.6.) Sei q : V — k/k,. eine nicht ausgearte-
te (0,¢)-quadratische Form. Seien X und Y zwei endlich dimensionale Un-
terrdume von V', die mazimal sind mit der Eigenschaft singuldr bzgl. q zu
sein. Dann haben X und Y dieselbe Dimension.

Beweis. Haben X und Y dieselbe Dimension als Unterrdume von (X,Y),
dann haben sie auch dieselbe Dimension als Unterrdume von V. Also kénnen
wir V = (X,Y) annehmen. Da X und Y endlich dimensional sind, ist dann
auch V' endlich dimensional.

Die Schnittmenge X NY ist ein Unterraum sowohl von X als auch von Y. Sei
X' der Komplemetirraum von X NY in X und Y’ der Komplementarraum
von X NY in Y. Angenommen dim(X') < dim(Y’). Seien x und 2’ Elemente
aus X + (X't NY’). Dann gibt es x1,2) € X und x9,25 € (Xt NY’),
so dass © = x1 + 29 und o’ = 2 + 2. Es ist x5 € X" N Y kollinear zu
allen Elementen in X’ und zu allen Elementen in Y, denn Y’ C Y C Yo,
Also ist 5 kollinear zu allen Elementen in X, denn X C (X' Y) und damit
ist x;L,x9. Also folgt fiir f := ((g) mit vorherigem Lemma 5.42., dass
f(z1,22) = 0. Genauso folgt f(xq1,2h) = f(2, x2) = f(x),2}) = 0.

Dann ist

gz -a+2a'-b)
q((z1+ x9) - a+ (2] + x5) - b)

= q(r1-a+tzy-a+x)]-b+ay-b)

= q(z1-a+2)-b)+q(xg-a+ah-b)
+[f(x1-a+ 2] byxg-a+ah-b),e
[f(x1-a+2) - byag-a+ah-b)e
[a” -« f(x1,22) - a+a” - f(zy,2h) - b
+O7 - flah, w2) - a+ b7 - (2, @) - bl

= 0

und daher ist X + (Xt NY’) singulér bzgl. q.

Es ist dim(X') + dim(X"*e) = dim(V) = dim(Y") + dim(Y"*4), denn ¢ ist
nicht ausgeartet. Dann gilt nach Annahme dim(V) < dim(Y") + dim/(X't9).
Also ist (X'*e NY”) nicht leer. Damit ist X echt in dem singulidren Unter-
raum X + (Xt NY’) von V enthalten. Das ist aber ein Widerspruch zur
Maximalitdt von X. Also ist dim(X') = dim(Y”) und damit haben auch X
und Y dieselbe Dimension. O

Definition 5.44. Die Dimension eines maximalen bzgl. ¢ singuléren Unter-
raumes X von V heifit der Witt-Index von q.
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Theorem 5.45. (vgl. [7], Theorem 8.4.2.) Sei P ein projektiver Raum eines
Vektorraumes V' und k eine nicht ausgeartete projektive (o, ¢)-quadratische
Form in P mit endlichem Witt-Index n > 2. Setze S, := (P, L), wobei
P, ={x e P:k(x) ={[0lsc}} und L, :={l € P: k(l) = {[0]pc}}. Dann ist
S, ein Polarraum vom Rang n.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die beiden Axiome aus Defintion 5.1. gelten:

(i) Gibt es fiir zwei Punkte x, y € P, eine Gerade in L, die diese beiden
Punkte enthélt, dann schreibe analog zu Definition 5.40. auch x 1,y
oder z ist bzgl. k kollinear zu y.

Seien p € P, und [ € L,,. Es ist p eine Gerade in V', die von p; € V
erzeugt wird und [ eine Ebene in V', die von [, ls € V erzeugt wird. Ist

q((p, (h))) = {[0lo.c } oder q((p, {I2))) = {[0]o.c}, dann ist sofort p L. (1)

oder p Ly (Iz). Ist aber q((p, (11)}) # {[0lo,c} und q((p, (12))) # {[0].c}
dann gibt es also a,b,¢,d € k, so dass ¢(p1 - a + 11 - b) = [21]5c 7# [0]oc
und q(py - ¢+ Iy - d) = [22]5e # [0]5- . Dann ist also

[71]0e = q(p1-a+1-b)
= q(pr-a)+q(li-b)+ f(p1-a,ly-b) + kye
= [0loe +a” - f(pr, 1) - b+ ko
a’ - f(p1,lh) - b+ ko

Also ist f(p1,l1) =: a1 & ko und genauso folgt f(p1,ls) =: as & ko .
Esist Iy -a;' —lp-ay' € 1 und da {l;) L, (l5), folgt mit Lemma 5.42.
fiir alle a,b € k

qpr-a+ (L -a;t —ly-ay') - b)

= q(pr-a)+q(ly-a;'-b—1ly-a;"-b)
+f(pr-aly-a;t b—ly-ay’ - b) + kK,

= Ooetall-ar b=z’ b+ a - Flpu ) o b
—a” - f(p1,la) - az" - b+ ko

= q(ly-a;t-b—1ly-a;'-b)
+a”-a1-af1-b—ao-a2-a§1-b+k:a,€

= q(ly-a;t-b) —qlly-ay' - b) — f(ly-a;t - b,ly-ay" - b)
+a’ - b—a’ - b+ ke,

= [O]U,e - f(ll : afl ' b7 l2 ' agl ’ b) + ko,e
= (o' (=0)7 - f(l,lo) - b-ay" + ko
= [0]0—,5
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(i)

Also ist <p, <l1 cayt =1y a2_1>> eine Gerade in F,, die p und einen
Punkt <l1 capt —ly-ay 1> aus [ enthélt und damit ist p kollinear zu
mindestens einem Punkt jeder Geraden.

Seien p € P, und [ € L,, so dass ‘p“ ﬂl} > 2, das heiit es gibt
x,z €1, so dass pL,x und pLl,z. Also sind (p,x), (p,z) € L. Sei also
y ein weiterer Punkt der Geraden [ und r ein Element der Geraden

(p,y) aus IP. Zu zeigen ist jetzt also, dass k(r) = {[0],.} ist, bzw., dass
q(r) = {[0],} fiir alle ¢ € k. Seien also ¢ € x und Punkte p’ € p,
rer,d €x,y €y, 2 € zaus V alle ungleich 0. Dann gibt es a, b, A
und p € k,sodass ' =p' -a+y -bund y - b=2"- A+ 2" - pu Mit
Lemma 5.42. folgt fiir alle ¢ € k:

q(r'-c)
= q((p-a+y-b)-c)
= q((p-ata’-A+2"p)-c)
= q(pf-a-c+a-XN-c+2p-c)
= qp'-a-co)+q@'-XN-c+2 e

+Hf a-e, @ Nc+ 2 o)
= q(p'-a-c)+q@-Ac)+qzp-c)
+f(p a-c,x N+ p)pH[f(@ N2 e 0)]oe
= [f'a ;" N )oe +[f(P a2 pc)loe
A )7 - f(22) e ploe
= [(a- )7 f(0'2") - A doe+[(a )7 f(P,2) - - cloe
= [0]o,c

Also ist {p,y) € L, und damit [ C p*=.

Sei p € P, . Dann ist ¢(p) = [0],. fir alle ¢ € k. Es ist p eine Gerade
in V. Sie ldsst sich also schreiben als (p;) fiir ein Element p; € V.
Da pl,p, folgt mit Lemma 5.42., dass f(p1,p1) = 0. Wie im Beweis
zu Lemma 5.20. kann man zeigen, dass pllf gleich V' oder Hyperbene
von V ist. Da ¢ nicht ausgeartet ist, folgt, dass pff # V. Also ist
pllf Hyperebene von V. Es gibt demnach ein Element y; € V mit
f(y1,p1) = ¢ # 0 und auBerdem wihle y; so, dass f(y1,p1) ¢ ko -

Ist g(y1,91) = 0, so ist ¢(y1) = [0]s- und damit (y,) € P, .

Ist g(y1,11) = d # 0, dann ist

qyr +p1- (=d)- ¢
= qy) +alpr- (=d) - )+ fly.pr- (—d) - 1) + ko
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= gy, v1) + flyr.p1) - ' (=d) + ko
= d+c-c - (=d) +koe
- [0]0,5

Also ist y := (y; + p1 - (—d) - ¢ ') € P, und es gilt:

q(pr+ (g +p1- (=d) -7
= q(p1) +a((r + (pr - (=d) - 1))
+f 1, (1 + (- (—d) - 7)) + Ko
= flpr, W+ (pr- (=d) - ¢ 1) + ko
= f(pr,51) + f(pr,pr- (=d) - 7Y + ko
= fpr,y) + fpr.p1) b7t (=d) + ko,
= f(pr, 1) + ko
= c+kye
# [0]oe

Daher ist p /. y und damit p ¢ P~.

Also ist S, ein Polarraum.

Wire X; € ... € X,, eine Kette singuldrer Unterrdume in S, mit m > n,
dann wire (X1) € ... € (X,,) eine Kette bzgl. x singuldrer Unterrdume in V'
und damit der Witt-Index grofler als n. Also ist der Rang von S,; < n. Sei
X1 € ... € X, eine Kette singuldrer Unterrdume von V und Y; die Menge
der Geraden durch den Ursprung in V, die in X; enthalten sind. Dann ist
Y, € ... €Y, eine Kette singuldrer Unterrdume in S,,. Damit hat S, also

den Rang n. O

Definition 5.46. Der Polarraum S, aus Theorem 5.45. heifit Polarraum
assoziiert zu k und die Kollinearitétsrelation, die sich durch diesen Polarraum
ergibt, wird, wie im Beweis eingefiihrt, mit |, bezeichnet.
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6 Einbettungen von Polarrdumen

Zunichst wird die Einbettung eines Polarraumes definiert und ein Beispiel
gegeben. Darauf folgt ein Abschnitt, in dem der Fortsetzungssatz fiir Po-
larrdume zitiert wird, er ist das Ergebnis der Arbeit [5] von Romain Hild
und wird spéter im Beweis des Einbettungssatzes 6.10. in Abschnitt 6.3 ver-
wendet. Im letzten Abschnitt folgt schlieflich der Hauptteil dieser Arbeit,
nédmlich der Beweis des Einbettungssatzes von Veldkamp.

6.1 Definitionen und ein Beispiel

Definition 6.1. Sei S ein Polarraum. Eine projektive Einbettung von S ist
ein Tripel (P, 7, ), bestehend aus einem projektiven Raum P, einer Polaritét
7 und einer injektiven Abbildung ¢ : S — P\ P so dass P von ¢(S)
aufgespannt wird, das heifit P ist der kleinste Unterraum, der ¢(.S) enthilt.
Fiir jede Gerade [ in S ist ¢(1) Gerade in P mit (l) C ¢(1)*~. Existiert eine
solche Einbettung, so heifit S (projektiv) einbettbar.

Lemma 6.2. (vgl. [7], 8.5.2.) Sei S ein Polarraum und (P, 7, ) eine pro-
jektive Einbettung von S. Dann sind zwei Punkte x und y in S genau dann
kollinear, wenn ¢(x) und p(y) kollinear sind beziiglich .

Beweis.

e Seien zunédchst x und y zwei zueinander kollineare Punkte in S. Dann
gibt es eine Gerade [ in S, die diese beiden Punkte enthélt. Nach der
Definition einer Einbettung ist ¢(() eine bzgl. 7w total isotrope Gerade,
das heiBt (1) C ¢(1)*1=, die auBerdem ¢(z) und o(y) enthilt. Also sind
¢(x) und ¢(y) kollinear bzgl. 7.

e Seien nun z und y nicht kollinear in S und nehme an ¢(z) und ¢(y) sei-
en kollinear bzgl. m. Die Menge o(x)*~ ist laut Definition der Polaritéit
gleich P oder eine Hyperebene von P. Ist ¢(x)*" = P, dann ist also
¢(z) € P+, Das ist aber ein Widerspruch, denn ¢(S) NPt = . Also
ist p(z)1™ eine Hyperebene von P. Angenommen es gibt ein u € S, so
dass p(u) ¢ p(x)t=. Sei v € S kollinear zu beiden Punkten z und u.
Sei [ eine Gerade durch y, so dass "UJ‘ N l‘ = 1 ist. Eine solche Gerade
| existiert, denn sonst wire y* = v+ und damit v = y, also y = v L,
was ein Widerspruch wire. Sei s der Punkt auf [, der kollinear zu v
ist. Setze I’ := (u,v) und fiir jedes ¢t € I\{s} setze I, := (t,t* NI).
Es ist | = (y,z* N1), denn = £ y und nach Annahme ¢(z)L o(y).
Da ¢(x)* Hyperebene von P ist, also Unterraum, ist mit den beiden
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Punkten o(y) und @(zt N1) die ganze Gerade o(l) in ¢(z)*~ enthal-
ten. Andererseits gilt fiir u € I, dass ¢(u) ¢ p(x)*" und daher ist
auch o(I') ¢ (x)t=. Damit ist o(I') N (z)t* = @(v). Also gilt fiir
alle t € I\{s}, dass p(t* N1I') ¢ p(x)*, da o(v) der einzige Punkt
von o(I') ist, der kollinear zu ¢(z) ist. Also ist p(l;) ¢ o(x)*" und
ezt N (- N1 € o(ly) Np(x)t™ = ¢(t). Da ¢ injektiv ist, folgt
dann zt N <t,tl N l'> = t. Also ist = kollinear zu allen Punkten in
I\{s}. Daher ist er auch kollinear zu allen Punkten auf [ und damit
insbesondere auch zu y. Das widerspricht der Vorraussetzung, dass x
und y nicht kollinear sind. Damit ist also p(S) C p(z)t~. Da {(¢(S))
Schnitt aller Unterriiume ist, die ¢(S) enthalten, und ¢ ()1~ ein eben-
solcher Unterraum ist, gilt P = (¢(S)) C p(x)*~. Das widerspricht der
Tatsache, dass ¢(z)1* Hyperebene und damit echter Unterraum von P
ist. Also sind ¢(z) und ¢(y) nicht kollinear bzgl. 7.

U
Beispiel 6.3. Betrachte den Polarraum S = (P, L):
e D1

P3e e P2

und den projektiven Raum P:

Fiir P definiere die Polaritat m C P x [P wie in Beispiel 5.15., also durch den
folgenden Punkt-Geraden-Raum:

q1

q4 a5
qr

q3 g2
3
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wobei (g;,q;) € ™ genau dann, wenn ¢; = ¢; oder es eine Gerade gibt, die g;
und ¢; enthalt.

Sei eine Abbildung ¢ : S — P\P!~ definiert durch o(p;) = ¢;. Dann ist
¢ injektiv. Da q1,¢2,q3 € (p(5)), sind auch q4,¢s,q6 € ((S)) und damit
auch g7 € (p(S5)). Also ist P = (¢(5)). Das heifit P wird aufgespannt von
©(S) = {q1,q2,q3}. Da L = () ist, gilt trivialerweise fiir jede Gerade | € L,
dass ¢(I) Gerade in P ist mit ¢(I) C ¢(I)*=. Also ist fiir den Polarraum S
das Tripel (P, 7, ) eine Einbettung:

Definition 6.4. Ein Morphismus projektiver Raume P und P’ ist eine Ab-
bildung ¢ : P — P, so dass fir ¢ € (a,b) gilt, dass p(c) € (¢(a), (b)) fir
alle a, b, c € P, das heifit Kollinearitat wird erhalten.

Definition 6.5. Ein Morphismus von einer Einbettung (P, 7, ¢) eines Po-
larraumes zu einer anderen (P, 7', ¢') ist ein Morphismus « : P — P’ projek-
tiver Rédume, so dass ¢’ = a o ¢ gilt und fir z,y € P mit (z,y) € 7 sofort
(a(z),a(y)) € ' folgt.

Definition 6.6. Eine Einbettung heifit dominant, wenn jeder Morphismus
von einer anderen Einbettung zu ihr ein Isomorphismus ist.

Theorem 6.7. (vgl. [7], 8.6.(1)) Sei (P, 7, ¢) eine projektive Einbettung eines
Polarraumes S vom Rang > 2, wobei die Polaritat m reprdsentiert sei durch
eine (o,€)-hermitesche Form. Dann gibt es die folgenden beiden Fille:

(i) Ist jede (o,€)-hermitesche Form spurwertig, dann ist w nicht ausgear-
tet, es ist p(S) = Sy, die Finbettung (P, m, ¢) ist dominant und jeder
Morphismus von ihr zu einer anderen Einbettung ist ein Isomorphis-
mus.

(ii) Ist nicht jede (o,e)-hermitesche Form spurwertig, dann gibt es eine
Einbettung (P, 7, %) von S, einen Morphismus pu von (P,%, %) nach
(P, 7, ) und eine pseudo-quadratische Form & in P, so dass @ = 3(F)
und B(S) = Sz. Der Morphismus p (und damit auch die Einbettung
(P, 7,9)) ist eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomorphismus. Die
Einbettung (P, 7, ) ist dominant.
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6.2 Fortsetzung von Isomorphismen zweier Polarrdume

Seien S = (P, L) und S" = (P', L') zwei dicke Polarraume vom Rang > 3.
Seien (p,q) und (p/,q’) zwei Paare nicht kollinearer Punkte aus S. Setze
B = {p,¢} U{p,¢}" und B == {p/,¢YU{p,¢d}". Sei a : B — B’ ein
Isomorphismus, so dass a(p) = p’ und a(q) = ¢'. Sei II eine Ebene, die p
enthélt, IT" eine Ebene, die p’ enthilt und agg : S — S ein Isomorphismus,
so dass o und aq auf II N B iibereinstimmen.

ann

B/

Theorem 6.8. (vgl. [5], 4.8) Alle Isomorphismen i : BUIl — B'UIIl' lassen
sich auf eindeutige Weise zu einem Isomorphismus von S nach S’ fortsetzen.

Lemma 6.9. (vgl. [5], 4.6) Sei w eine Ebene durch p, so dass w NIl € L.
Setze my, == wN{p,q}" und W' = (a(my),p'). Dann gibt es einen eindeutigen
Isomorphismus o, : S, — S, der auf BNw mit o und auf II N w mit o,
tlibereinstimmd.
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6.3 Einbettungssatz von Veldkamp

Einbettungssatz 6.10. (Veldkamp, vgl. [7], Theorem 8.21.) Ein dicker Po-
larraum vom Rang > 3, dessen maximale singuldre Unterrdume desarguesch
sind, 1st projektiv einbettbar.

Bemerkung 6.11. Hat der Polarraum den Rang > 4, dann sind die ma-
ximalen singuldren Unterrdume nach Theorem 5.10. projektive Rdume der
Dimension > 3 und damit nach Theorem 3.10. sofort desarguesch. Die For-
derung ist also nur fiir den Fall, dass der Rang gleich 3 ist, nétig.

Beweis des Einbettungssatzes. Sei S ein dicker Polarraum vom Rang > 3,
dessen maximale Unterrdume desarguesch sind. Seien p, p’ € S zwei nicht-
kollineare Punkte. Dann ist das Paar S(,.q,0) = ((p" N ¢h), Lprnge)) nach
Lemma 5.5.71. ein Polarraum vom Rang n — 1, der im Folgenden auch mit
S. bezeichnet wird. Fiir X C S setze Xo, = X NS4 Sei weiter L, := pt\p™*
und L, = p'*t\p*.

Lemma 6.12. (vgl. [7], 8.21.2.) Seien x € L, \ {p} und 2’ € L, \ {p'}, so
dass gilt, dass (p,z). = (p',2'). (=:p1) ist. Dann gibt es einen eindeutigen
Automorphismus T von S, der Sy, punktweise fixiert und p, x, p’ jeweils auf
P, 2, p abbildet.

Beweis. Da S, Polarraum ist, existiert nach Lemma 5.7. ein Polarrahmen
Fo ={pi,pr :1<i<n-—1}in S, wobei i und ¢’ so gewahlt seien, dass
p; und p); nicht kollinear sind. Dann ist F' = F, U {p,p’} ein Polarrahmen
von S, denn p und p’ sind kollinear zu allen Punkten aus F,, aber nicht
zueinander. Setze M := (p,p1,...,pn—1) und M’ := (p',p1,...,pn_1). Da die
Mengen {p, p1, ..., Pn_1} bzw. {p/, p1, ..., pn_1} singuldr sind, sind M bzw. M’
nach Lemma 5.5.8. und Theorem 5.10. projektive Rdume. Es existiert dann
nach Theorem 3.17. ein eindeutiger Isomorphismus ¢ : M — M’ der M,
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punktweise fixiert, p auf p’ und x auf 2’ abbildet.
Sei eine Abbildung ¢ : B — B definiert wie folgt:

w(b) fallsbe M
() =< p falls b = p/

b sonst

Sei | € Lg. Dann gibt es die folgenden drei Fille:

1. 1 C S.:
Dann ist ¢/(l) = [ eine Gerade in Lg.

2. 1= (p,s) fiirein s € S
Dann ist [ = {p, s} und ¢'(I) = ¥'({p,s}) = {¢'(p),¥'(s)} = {P', s},

was wieder eine Gerade in Lp ist.

3. 1= (p,s) fir ein s € Sy:
Dann ist I = {p', s} und ¢'(I) = ¢'({p", s}) = {&'(p), ¢¥'(s)} = {p, s},

was wieder eine Gerade in Lp ist.

Da ¢/ o9 = idg, also ¢'~! = 4’ ist, sind Urbilder von Geraden wieder
Geraden. Also induziert ¢’ eine Bijektion von Lg nach Lz und ist damit ein
[somorphismus.

Die Abbildungen v und ¢’ stimmen auf M N B iiberein und induzieren somit
eine Abbildung ¢ : M UB — M'UB. Sei l € Lyyp. Dann gibt es die
folgenden drei Félle:

1.l e LMI
Da 1 Isomorphismus von M nach M’ ist ¢ (l) Gerade in Ly, also
Gerade in Ly .

2. 1€ LBI
Da v’ Isomorphismus von B nach B, ist ¢/(I) Gerade in Lg, also Gerade
n LM/UB .

3. I ={(a,b) mit a € M\B und b € B\M:

Angenommen es gibt mehr als einen Punkt aus M, der auf [ liegt. Dann
ist [ sofort in M enthalten, da M Unterraum ist und damit wéren wir
wieder in Fall 1. Gibt es andererseits neben b einen weiteren Punkt x
aus B, der auf [ liegt, dann sind p und p’ beide kollinear zu b und .
Nach Definition des Polarraumes sind sie dann sofort kollinear zu allen
Punkten auf der Geraden [, also auch a. Damit ist aber [ C B und wir
sind im 2. Fall. Also ist | = {a, b}.
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Nach Korollar 5.11. spannen die paarweise kollinearen Punkte a, p und
b eine projektive Ebene w := (a,p,b) auf. Sei p; € M N S,. Dann
spannen p;, a und p eine projektive Ebene I := (p;,a,p) C M auf
und es gilt w N II = (a,p) € L. AuBlerdem wird II von ¢ auf eine
projektive Ebene IT" abgebildet, die p’ enthilt. Setze my, := wN{p,p'}*+
und W' := (¢'(my,),p’) = (my,p’). Dann gibt es nach Lemma 6.9. einen
eindeutigen Isomorphismus «, : S, — S/, der auf B N w mit ¢’ und
auf IT Nw mit 1 {ibereinstimmt. Das heifit ' ist projektive Ebene, die
die Punkte b = ¢(b) und ¢(a) enthélt und somit existiert eine Gerade

(¥(b),v(a)) in Lapup -

Genauso bildet =1 Geraden auf Geraden ab, also sind Urbilder von Geraden
wieder Geraden und damit ist ¢ ein [somorphismus.

Nach Theorem 6.8. lédsst sich dieser Isomorphismus eindeutig zu einem Iso-
morphismus 7 : S — S fortsetzen. 7 bildet dann also p, =, p’ jeweils auf p/,
', p ab. Ist y € My, dann ist 7(y) = p(y) = ¥(y) = y. Ist y € Seo\ Mo,
dann folgt y € Boo\(Ms U {p,p'}), also ist 7(y) = ¥(y) = y. Das heifit S
wird von 7 punktweise fixiert.

Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Konstruktion der Abbildung 7. O

Lemma 6.13. (vgl. [7], 8.21.3.) Seien x,y € L, \ {p}, so dassy € (p,x).
Dann gibt es einen eindeutigen Automorphismus p von S, der So, U {p,p'}
punktweise fiziert und x auf y abbildet.

Beweis. Sei z € Ly \ {p'}, so dass (p,z)_ = (¢, 2),. Dann gibt es nach
vorherigem Lemma 6.12. einen eindeutigen Automorphismus & (bzw. 1) von
S, der p und p’ vertauscht, S, punktweise fixiert und = (bzw. y) auf z
abbildet. Dann hat die Bijektion p : S — S mit p = 77! o ¢ die gewiinschte
Eigenschaft, denn S, U {p,p'} wird offensichtlich von p punktweise fixiert
und auBerdem ist p(z) = 71 (&(x)) =n~1(z) = v.

Sei 7T ein weiterer Automorphismus, der S, U{p, p'} punktweise fixiert und =
auf y abbildet. Dann ist n o 7 ein Automorphismus, der p und p’ vertauscht,
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S punktweise fixiert und fiir den gilt, dass n o 7(x) = n(y) = z. Nach
vorherigem Lemma 6.12. folgt dann no7 = &, also ist 7 = n71 o0& = p. Damit
ist p eindeutig. O

Mit £* bezeichne die Gruppe aller Automorphismen von S, die So, U {p,p'}
punktweise fixieren und mit & = k* U {0} die Menge, die man erhilt, wenn
man einen Punkt 0 zu £* hinzufiigt.

Lasse k von rechts auf L, U L,y wie folgt operieren:

a '(x) wenn a € k*,

xa=4qp wenn a =0 und z € L,

P’ wenn a =0 und z € L.

Sei X ein singuldrer Unterraum von S der Dimension mindestens 2, der den
Punkt p enthélt. Dann ist X nach Theorem 5.10. ein projektiver Raum.
Er ist enthalten in einem maximalen projektiven Raum und diese sind nach
Vorraussetzung desarguesch. Damit ist X nach Korollar 3.14. desarguesch.
Da X, Hyperebene von X ist, ist X \ X, nach Lemma 4.4. ein affiner Raum.
Es ist p = (py) fur ein p; € V und X, eine Hyperebene in V. Dann lasst
sich, wie im Beweis zu Lemma 4.4., jedes Element x € X\X,, schreiben
als (p; + ZToo) mit einem eindeutigen Element z., aus dem Vektorraum X .
Sei eine Abbildung ¥ : X\ X, — X definiert durch ¥(z) = 2., . Da X
Unterraum von V' ist, kann man also mit Hilfe von ¢ auf X\ X, durch X
eine Rechts-Vektorraumstruktur iiber einem Schiefkérper ky definieren.
Jede Gerade aus X, die den Punkt p enthélt, enthélt auch einen Punkt aus
So. AuBlerdem hélt ein Element a € k den Punkt p und S, fest, das heif3t die
anderen Punkte auf der Geraden werden unter a permutiert. Also wird jede
affine Gerade aus X, die den Punkt p enthélt, auf sich abgebildet. Damit
ist die Abbildung x — za von X \ X, auf sich selbst eine Homothetie. Es
gibt also ein Element ix (a) € kx, so dass za = z-ix(a) fir allez € X \ X .
Nach Lemma 6.13. ist ein Automorphismus der Sy, U {p,p’} festhilt und z
auf y := xa abbildet eindeutig, daher gibt es eine Bijektion ix : k — kx .

Lemma 6.14. (vgl. [7], 8.21.5.) Seien X und Y zwei singuldre Unterrdume
der Dimension mindestens zwei, die p enthalten. Dann ist die Abbildung
ix O i;l : ky — kx ein Ringisomorphismus.

Beweis. Ist X =Y, dann ist also ix oiy’ = ix oiy die Identititsabbildung
und damit sofort ein Ringisomorphismus.

Sind X und Y verschieden, dann seien Xi, X5, X35 zwei-dimensionale Un-
terrdume, die p enthalten, so dass X; C X, X3 C Y. Weiter gelte, dass
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dim(X; N Xy) = dim(Xs N X3) = 1. Dass Unterrdume mit diesen Eigen-
schaften existieren, ergibt sich aus folgender Konstruktion. Da X mindes-
tens Dimension zwei hat, gibt es zwei Punkte x1, 25 aus X, die nicht auf
einer gemeinsamen Geraden mit p liegen. Da sie aber paarweise kollinear
sind, spannen sie nach Korollar 5.11. eine projektive Ebene X; auf. Wahle
nun zwei Punkte 2 € Y\ X; und 2, € Y, die zusammen mit p eine projekti-
ve Ebene X3 aufspannen. In S existiert eine Gerade, die #j und einen Punkt
x in (x1,z9) verbindet. Dann ist (x, p, x1) eine projektive Ebene, die die fiir
X5 gewiinschten Eigenschaften erfiillt.

Es sind 7y oi}} tkx, — kx und ixgoz;l : ky — kx, Ringisomorphismen. Da-
her reicht es zu zeigen, dass ix; oz';éﬂ ein Ringisomorphismus ist fiir j = 1, 2,
denn dann wire auch ix o iyl oix, oiy, 0ix, o i}i 0iy, 0iy! =ix oiy ein
Isomorphismus und der Beweis wire fertig. Wir kénnen also annehmen, dass
dim(X) = dim(Y) = 2 und dass dim(X NY’) = 1. Nach Theorem 3.17. gibt
es einen Isomorphismus projektiver Raume p : Y — X, der XNY punktweise
fixiert und Y,, auf X, abbildet. Ist X projektiver Raum des Vektorraumes
Vx und Y projektiver Raum des Vektorraumes Vy-, dann ist p nach dem
Hauptsatz der projektiven Geometrie induziert durch eine additive Bijekti-
on der Vektorraume Vx und Vjy. Diese Abbildung wiederum induziert eine
additive Bijektion der Vektorrdume Y \ Y, und X \ X... Es gibt also einen
Ringisomorphismus p, : ky — kx . Firz € X NY \ (X NY ) und a € k ist
dann

z-ix(a) = rva =z -iy(a) = p(z -iy(a)) = p(z) - p.(iv(a)) = z - p.(iy(a)).

Es ist also ix = p,oiy, daher folgt iy oiy" = p, und somit ist die Behauptung
bewiesen. O

Wegen Lemma 6.14. kann dann auf k£ eine Schiefkorperstruktur definiert
werden, so dass alle ix zu Ringisomorphismen werden. Somit kann man
kx durch ix mit k indentifizieren und dadurch wird X \ X, von einem
Rechts-kx-Vektorraum zu einem Rechts-k-Vektorraum.

Mit H bezeichne die Menge aller Paare (z,y) € L, x L,, fiir die es einen
singuldren Unterraum U gibt, der {p,z,y} enthélt. Dann ist U\U, nach
obiger Konstruktion Rechts-k-Vektorraum mit p = 0 und somit ist fiir solche
Paare (x,y) € H die Summe x + y definiert.

Nun wihle einen Automorphismus 7 von S, der S,, punktweise fixiert und p
und p’ vertauscht. Die Menge k&* wird durch 7 auf sich selbst transformiert,
denn einerseites ist fiir alle a € k* die Abbidung 7a7~! ein Automorphismus
von S, der Sy, U {p,p’} punktweise fixiert. Also ist Tar~! € k*. Andererseits
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ist fiir b € k* auch 77'br =: y € k*, also ist b = Ty L.

Sei die Bijektion o : kK — k definiert durch

ra Y771 wenn a € k*
a g
0 wenn a = 0

und setze 7% = €.
Lemma 6.15. Fir o und € gilt:
(i) e =¢e!
(ii) t7° = ete™ fiir alle t € k*
Beweis.
(i) e =relrl =iy lrl = 77l = 71
(ii) t7° = (1t 7 ) = 7(rt ' ) Ir 7l = prtr e = gte!

O

Fir z,y € L, sei u(z,y) der Punkt von (p,y), der kollinear ist zu 7(z). Er
gehort zu S, genau dann, wenn (p,y)_ kollinear ist zu 7(z), nédmlich wenn
(p, ), kollinear ist zu x oder dquivalent, wenn (z,y) € H.

Sei eine Abbilung g : L, X L, — k definiert wie folgt:

o Ist (z,y) € H, dann sei g(z,y) = 0.
e Ist (z,y) ¢ H, dann sei g(x,y) € k*, so dass u(z,y) =y - g(z,y)~".

Bemerkung 6.16. Es ist also g(x,y) gerade das Element aus k*, das y auf
u(x,y) abbildet. Dass es eindeutig und somit die Abbildung g wohldefiniert
ist, folgt aus Lemma 6.13.

Lemma 6.17. (vgl. [7], 8.21.7., 8.21.8., 8.21.9.) Fir (y,y') € H sowie
z,w,z € L, und b €k gilt:

(i) g(z,w) = g(w,z)” - €

(ii) g(w,z-b) = g(w,z) b und g(w- b, z) = b - g(w, z)
(iii) g(z,y +y') = g(z,y) + 9(z,y) und g(y + v, x) = g(y,z) + 9(y', )
Beweis.

) e Ist g(w,z) = 0, dann 1st auch g(z,w) = 0, denn die Relation
' I 0,d i h 0, d die Relati
(w, z) € H ist symmetrisch. Also folgt g(z,w) =0 = g(w, 2)7 - €.
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o Ist g(w,z) = a € k*, so sind za~! = a(z) und 7(w) kolline-

ar und damit ist (7a71)(a(z)) = 7(2) kollinear zu dem Punkt
(ra™ V) (r(w)) = (ra™ 771 - 7)) (w) = w - (a” - €)', Also gilt die
Gleichheit u(z, w) = w-(a-¢)~! und damit g(z,w)™ = (a”-&)~L.
Daher ist g(z,w) = a% - € = g(w, 2)7 - €.

(ii) e Ist (w,z) € H, dann gibt es einen singuldren Unterraum U, der
{w, z, p} enthélt. Aber dann enthélt U auch {w, z - b, p}, also ist
(w, z-b) € H und damit g(w, z-b) =0 = g(w, 2) - b.

o Ist (w,z) ¢ H, dann ist auch (w,z-b) ¢ H. Also sind g(w, z),

g(w,z-b) € k*es gilt u(w, z) = z- g(w, 2) = (g(w, 2))(2) und

w(w,z-b) = (z-b)-glw,z-b) ' =z-(b-g(w,z-b)")
= (g(w,z-b) - b7")()

AuBlerdem ist u(w, z) = u(w, z - b), denn (x,y) = (z,y-b). Also
ist auch g(w, z) = g(w, z-b)-b~1 und damit g(w, z-b) = g(w, 2) - b.

Dann folgt zusammen mit (7):

glw-b,2) = gz,w-b)7-e=(g(z,w)-b) - e =b"-g(z,w)’ - ¢
= b"~g(w,z)

(iii) e Isty' € (p,y), dann ist y' = y - a fiir ein @ € k* und mit (4i) folgt:

glz,y+y) = glz,y+y-a)=g(z,y-(1+a))
= g(z,y) - (1+a)=g(z,y) +9(z,y) - a
= g(x,y) +g9(x,y-a) =g(z,y')

o Ist ¢ & (p,y), dann ist Y = (p,y,y’) nach Korollar 5.11. eine
projektive Ebene, hat also Dimension 2.
Wenn {z} xY C H,ist g(z,Y) = {0} und die Behauptung folgt.
Wenn {z} xY & H, so ist die Menge {z € Y \ Y : g(z,2) = 1},
das heifit die Menge aller Punkte von Y\ Y, die kollinear zu 7(x)
sind, eine affine Gerade in Y\ Y. Zusammen mit (%) folgt dann
die erste Behauptung.

Und aus (i) folgt dann auch:

gy+v,x) = (glz,y+y)) = (9(x,y) +g(z,9)) - €
= g(z,y)" e+ g(z,y) e =gy, v) + g9y, v)
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Lemma 6.18. (vgl. [7], 8.21.10.) Die Abbildung o ist ein Antiautomorphis-
mus des Schiefkorpers k.

Beweis. Seien a,b € k. Dann gilt:
(ab)? = 7(ab) 17t =7rb7ta v = (707t (a7 Y) = 09a”

Nach Lemma 5.7. gibt es einen Polarrahmen F' = {p;,p/:1<i<n—1}
in S, wobei ¢ und i’ so gewéhlt seien, dass p; und p, nicht kollinear sind.
Wiihle vier Punkte = € (p,p1), y € (p,p2), ' € (p,p}), ¥ € (p,p), so dass
g(z,2") = a und ¢(y,y’) = b. Die Punkte p, und p} sind kollinear, daher
erzeugen sie nach Korollar 5.11. zusammen mit p eine projektive Ebene.
Der Punkt 2/ (bzw. y) liegt auf der Geraden (p,p]) (bzw. (p,p2)), also ist
2’ (bzw. y) in dieser projektiven Ebene enthalten. Daher ist (2/,y) € H und
damit gilt g(z’,y) = 0 = g(y, 2'). Genauso folgt auch g(z,y’) = 0 = g(v/, x).
Also gelten mit (i) und (%ii) aus Lemma 6.17. die folgenden Gleichheiten:

e g(z+y,2) =gz, 2') + gy, 2) = g(x,2') = a.

e g(2'+y,x) =g(2/,2) + gy, x) = g(a',2) = g(x,2))7 e =a” - €
e g(z+y,y) =9(xy)+9(y.y) =9y y) =0

o g(@' +v,y) =g, y) + 9, y) =9, y) = g(y,y) e =1 ¢

Daraus folgt wieder mit (4ii) aus Lemma 6.17. :
e at+tb=glz+y,2)+g9x+y,y)=g9x+y2 +7v)
o a e+ -e=g+y ) +gle’ +y,y) =gl +y x+y)
und aus diesen beiden Gleichungen folgt dann wegen (i) aus Lemma 6.17.:
(a+b)” = glat+ya +y) e =g’ +y v +y) -
= (@ e+ -e)-et=a"+b

O

Sei nun ¢ : L, — V eine Abbildung von L, auf eine abelsche Gruppe V/, die
mit der Addition in L, vertréglich ist. Dabei sei V' die abelsche Gruppe, die
durch L, erzeugt wird und durch die Relationen, gegeben durch die Summen-
operation + : H — L,,, definiert wird. Das heifit V' ist charakterisiert durch
folgende universelle Eigenschaft: Gibt es eine weitere Abbildung 7: L, — V
in eine abelsche Gruppe V, die diese Relationen erfiillt, dann gibt es einen
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eindeutigen Gruppenhomomorphismus 1 : V' — V., so dass 7 = 5o «. Das
heifit folgendes Diagramm kommutiert:

Da skalare Multiplikationen mit Elementen aus k£ additive Abbildungen von
L, auf sich selbst sind, lassen sie sich eindeutig zu Endomorphismen von V'
fortsetzen. Das macht V' dann zu einem k-Vektorraum.

Lemma 6.19. (vgl. [7], 8.21.12.) Sei g definiert wie oben. Dann gibt eine
eindeutige biadditive Funktion f:V xV — k, so dass g = f o (¢ x t). Diese
Funktion ist eine (o, €)-hermitesche Form.

Beweis. Durch g ist f eindeutig bestimmt auf den Erzeugern ¢(L,) von V
und durch die Biadditivitdt von g dann auf ganz V. Angenommen es gibt
f:VxV —kmit g= fo(zx1), wobei V und 7 wie oben seien. Dann gibt
es also wegen der universellen Eigenschaft eine Abbildung 7, so dass 7 = nou,
und es folgt:

fo(bxt)=g=Ffo(Ix1)=fo(nortxnot)
Also ist f = fon. Dass f eine (o, ¢)-hermitesche Form ist, folgt aus (i), (ii)
und (4i) von Lemma 6.17. O
Lemma 6.20. (vgl. [7], 8.21.13.) Die Abbildung v ist injektiv.

Beweis. Seien x,y € L,, so dass t(z) = t(y). Es ist

9z, y) = f((x), () = f(u(x), (x)) = g(z,2) =0
Also ist (z,y) € H und es gibt z € L, , so dass z + z = y. Nach Annahme ist
1(z) =y —x) = 1(y) — () = 0. Also folgt

9(z, L) = f(u(2), e(Lp)) = F(0,4(Lp)) = {0}

Daher ist z kollinear zu allen Elementen aus L, . Also ist p* C 2 und dann
folgt aus Lemma 5.5.10., dass z = p. Da p mit 0 identifiziert wurde, ist
schlieflich x =y —z2=y—p=1y. O

Lemma 6.21. (vgl. [7], 8.21.14.) Sei P der projektive Raum von V, w die
Polaritat in P, die durch f reprdsentiert wird und v, die injektive Abbildung
von Cone(p) auf P induziert durch v. Dann ist (P, 7, 1) eine dominante Ein-
bettung des Polarraums Cone(p).
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Beweis. Dass (P, 7, ) eine Einbettung ist, ist klar. Also muss nur gezeigt
werden, dass ein Morphismus g von einer Einbettung (P, 7, \) von Cone(p)
nach (P, 7, ¢,) ein Isomorphismus ist. Wir konnen annehmen, dass P projekti-
ver Raum eines k-Vektorraumes V ist. Nach dem Hauptsatz der projektiven
Geometrie 3.15. gibt es eine lineare Abbildung v : V — V, die p induziert.
Sei 7 : L, — V wie folgt definiert: 7(p) = 0 und fiir x € L, \ {p} sei 7(z)
der eindeutige Punkt von V, so dass (0,7(z)) = A({(p, z)) und v(i(z)) = 1(z).
Es ist 7(z) eindeutig, denn durch die Forderung (0,7(z)) = A((p, x)) ist die
Gerade in V, auf der 7(z) liegt, eindeutig bestimmt. Gibt es also ein z € V,
so dass v(z) = v(x) = v(7(x)), dann ist z =7(z) - a fiir ein a € k, also

vz) =v(t(z)) =v((z) -a) =v((z)) -a=zx) - a.

Daher ist @ = 1 und damit z = 7(z). Die Abbildung 7 ist additiv, denn:

v(i(z +y)) =z +y) = uz) + uly) = v(i(x) + v(ily)) = v(i(z) +(y))

und mit der oben gezeigten Eindeutigkeit des Elementes 7(z 4 y) ist dann
(r+y) =7(x) +7(y). Dat=ro7 ist, folgt aus der universellen Eigenschaft
von ¢, dass es einen eindeutigen Gruppenhomomorphismus 7 :V — V gibt,
so dass 7 = n o ist. Also folgt T = not = nowv ot Daherist nowv die
Identitatsabbildung und damit v ein Isomorphismus. O

Lemma 6.22. (vgl. [7], 8.21.15.)

(i) Ist jede (o,¢)-hermitesche Form spurwertig, dann ist v,(Cone(p)) der
Polarraum assoziiert mit .

(ii) Ist nicht jede (o,¢c)-hermitesche Form spurwertig, dann es gibt eine
(0,¢)-quadratische Form q : V — k, so dass t.(Cone(p)) der Polarraum
assoziiert mit q ist.

Bewezs.

e Ist jede (o, €)-hermitesche Form spurwertig, dann ist 7 nicht ausgeartet
wegen Theorem 6.7.(7) und es ist ¢,(Cone(p)) = S,. Also gilt (7).

e Ist nicht jede (o,¢)-hermitesche Form spurwertig, dann gibt es nach
Theorem 6.7.(7i) eine dominante Einbettung (P,7,7,) von Cone(p).
Lemma 6.21. sagt, dass (P, m,t,) bereits eine dominante Einbettung
des Polarraums Cone(p) ist, also ist (P,7,7;) = (P, 7, t,). Weiter folgt
aus Theorem 6.7., dass es eine (o, £)-quadratische Form ¢ in P gibt, so
dass m = ((q). AuBerdem ist ¢.(Cone(p)) = S, , also ist v.(Cone(p))
der Polarraum assoziiert mit ¢ und damit gilt (7).
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Setze Vi =V x k x k und sei P, der projektive Raum des Vektorraumes V; .

Im weiteren Verlauf des Beweises wird zwischen den folgenden beiden Fallen
unterschieden: Dem Fall (i), dass jede (o, £)-hermitesche Form spurwertig ist
und dem Fall (i7), dass nicht jede (o, )-hermitesche Form spurwertig ist.

Fall (2): Jede (o,¢)-hermitesche Form ist spurwertig

Lemma 6.23. Sei die Form f definiert wie in Lemma 6.19. Dann ist die
Abbildung h : Vi xVy — k mit h((x,t,u), (2, ¢/, u')) = f(x, o))+t v +u’-e-t
eine (o, €)-hermitesche Form.

Beweis. Seien (z,t,u), (', t',u'), (a,b,¢), (a',b,) € Vy.
Dann gilt:

h((x,t,u) + (2, ¢, u), (a,b,¢) + (', 0, )
h((z+ 2" t+tu+u), (a+d,b+b,c+))

= flx+2a+ad)+ @t +t) - (c+)+u+u) - (b+ 1)
Flra) + fla,d) + £ a) + (o' a) + (47 - (et )

+(u” +u) e (b+ V)

= f(z,a)+ f(z,d")+ f(2';a) + f(2',d)+t7 - c+t7 -+t -c+t7 -
+u?e-b+u” eV U e b+u7 eV

= flz,a)+t7-c+u”-e-b+ f(x,d)+t" - +u” eV
+f(@a)+t7 - c+u b+ f(a,d)+ 7+ U7 e Y

= h((z,t,u),(a,b,c)) + h((x, t,u), (a0, )+ h((2 ¢ ), (a,b,c))
+h((2', '), (a0, )

und weiter gilt fiir o, 5 € k:

h((z,t,u) - a,(a,b,¢)-B) = h((z-a,t-o,u-a),(a-B,b-5,c-3))
— fla-oa-B)+(t-a) e p
tu-a) e-b-
= o f(x,a)-f+a-t7-c- 3
+a% u’-e-b- 3
a’(f(z,a)+t7-c+u’-c-b)- 3
a’ - h((x,t,u), (a,b,c)) -3

also ist h eine o-Sesquilinearform und auflerdem gilt wegen Lemma 6.15.:
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(h((x,t,u),(a,b,c)))”-s =
z,a)? e+ (t7-¢)? e+ (u”-e-b)7 -¢

= f(
= f(a,:c)
= R

Also ist h eine (o, €)-hermitesche Form. O

Nach Theorem 5.29. definiert die durch h reprisentierte Polaritéit v auf dem
projektiven Raum P; von V; einen Polarraum S; . Es ist also (Py,7,is,) mit
is, : S1 — P; als Inklusionsabbildung eine Einbettung von Sj.

Notation 6.24. Die Gerade ((0,0,0), (a,b,c)) durch den Ursprung in V;
bezeichne ab sofort mit ((a, b, ¢)). Sie ist ein Punkt im projektiven Raum P;.
Definiere eine Abbildung ¢ : (L, U Sy) U {p'} — 51 wie folgt:
((t(x),0,1)), fallszelL,
o(x) = ¢ {((t(y),0,0)), fallsx € S und z = (p,y)_ . wobei y € L,\{p}
((0,1,0)), falls x = p/
Ist x € Sqo und z = (p,2) = (p,s),, fir s # z € L,\{p}, also 2 = s - a

fir ein a € k, dann ist ¢(x) = ((¢«(2),0,0)). Andererseits ist aber auch
o(x) = ((¢(s),0,0)). Es ist allerdings

((1(2),0,0)) = {(t(s - @),0,0)) = ((«(s) - a,0,0)) = {(e(s),0,0))

und damit ist ¢ wohldefiniert.

Die Mengen (L, U S,) U {p'} und p* U {p'} sind gleich und im Folgen-
den schriinke den Bildraum von ¢ ein auf das Bild ¢(pt U {p'}).

Lemma 6.25. Die Abbildung ¢ : p= U {p'} — o(pt U {p'}) ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Es ist klar, dass ¢ surjektiv ist.

Ist ¢(2) — (y) fir 2,y € Ly, dann ist ((i(x),0,1)) = ((u(y),0,1)). Es
gibt also a € k, so dass (¢(z),0,1) = (L(y),O,l) - a. Daher folgt dass
(t(x),0,1) = (¢(y) - a,0,a) und damit a = 1 und ¢(z) = ¢(y). Also ist = =y,
denn nach Lemma 6.20. ist ¢ injektiv.

Ist p(z) = ¢(y) fir z,y € So und = = (p,2),, bzw. y = (p,s),, mit
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z,s € L,\{p}, dann ist ((¢(2),0,0)) = ((¢(s),0,0)). Es gibt also a € k, so
dass (1(2),0,0) = (¢(s),0,0)-a. Also ist (¢(2),0,0) = (¢(s)-a,0,0) und damit
1(z) = ¢(s) - a. Dann folgt, dass ¢(z) = ¢(s-a) und daher z = s-a, wegen der
Injektivitat von ¢. Also gilt (p,z) = (p,s-a) = (p,s) in S und schlielich ist
T =(P,2)0e = (P S)os = V-

Also ist ¢ bijektiv.

Zeige als nichstes, dass zwei Punkte z und y in pt U {p'} kollinear sind
beziiglich L, genau dann, wenn ihre Bilder ¢(z) und ¢(y) kollinear sind
beziiglich L.

e Seien z,y € L,.
Sei zunéchst xly. Dann ist x,y € H, also g(z,y) = 0. Es ist

he(x),o(y)) = h({(t(x),0,1)),{(«(y),0,1))) und es gilt fir alle
a,bek:

8
~—
=

—_
~—

S

( ( 7(L(y)7071)b)
(L(.CL’) 'CL,O,&),(L(y) b707b>>
(y)-b) + 07 b+a -0

Q
8
<
~—
S

Also ist ¢(z) L, p(y).
Ist umgekehrt ¢(z)L,p(y), dann ist h(p(x), p(y)) = 0. Also gilt fiir

alle a,b € k:

e}
>

((L(l‘),o,l " a, (L(y)’oal) b)
((L(.T) -a,0,a 7(L(y> +b,0, b))
vz)-a,u(y)-b)+07-b+a’-€-0
g x,y) b

-

g

S]

Es folgt also g(x,y) = 0 und damit ist z_Ly.

e Seien z,y € Sy mit x = (p, 2)__ bzw. y = (p, s)_, wobei 2z, s € L,\{p}.
Sei zunéchst xly, dann ist zls, also g(z,s) = 0. AuBlerdem ist
h(p(x), p(y)) = h({(c(2),0,0)), {(¢(s),0,0)) und es gilt fiir alle a,b € k:

B(1(2),0,0) -, (:(5),0,0) - b) = F(u(2)-a,u(5) - b)
= a’-g(z,8)-b
= 0
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Also ist p(x)L,p(y

).

Ist umgekehrt ¢(x)L,p(y), dann ist also h(e(x), p(y)) = 0. Also gilt

fir alle a,b € k:

Es folgt also g(z, s)

e Seien x € L, und y € S, wobei y = (p, s)

Sei zunéchst xly.

h(p(z), v(y))
a,bek:

Also ist ¢(z) L, p(y
Ist umgekehrt go( )L
alle a,b € k:

Es folgt also g(z, s)

h((¢(2),0,0) - a, (¢(s),0,0) - b)
f((2) - a;u(s) - b)
a’-g(z,8)-b

=0, also ist zLs und damit x Ly.

mit s € L,\{p}.
Dann ist zls, also g(z,s) = 0. Auflerdem ist

R({(¢(x),0,1)),((¢(s),0,0))) und es gilt fir alle

h((¢(2),0,1) - a, («(s),0,0) - )
h((«(x) - a,0,a), (¢(s) - b,0,0))
fe(x)-a,i(s)-b)4+07-04+a”-€-0
a’ - fu(z),u(s)) - b

a’-g(x,s)-b

0

)-

+¢(y), dann ist h(p(x), ¢(y)) = 0. Also gilt fir
h((¢

(¢(x),0,1) - a,(c(s),0,0) - b)

((L(:L‘) -a, 0, a)’ (L(S) ) b7 0, O))
v(z)-a,u(s) - b)+07-04+a"-¢-0

@ - f(u(2),1(5)) - b

a’ - g(x,s)-b

=0, also x1Ls und damit z_Ly.

~

e Sei nun z Ly’ fiir ein # € p~ U {p'}. Dann ist also x = p’ oder z € S,

1. Ist x = p/, dan

n ist h(p(p'), ¢ (p')) = h({(0,1,0)),((0,1,0))) und

es gilt fiir alle a,b € k:
h((0,1,0) - a,(0,1,0) - b)

Also ist ¢(p') Lye(p').
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2. Ist € S., wobei = (p,z) mit z € L,\{p}, dann ist

h(p('),e(x)) = h({(0,1,0)),((¢(2),0,0))) und es gilt fiir alle
a,b e k:

h((0,1,0) - a, (¢(2),0,0)-b) = h((0,a,0),(c(2)-b,0,0))
f(0,u(2) - b) +a”-0+07-€-0
= 0

Also ist ¢(p')Lye(p').

Ist umgekehrt = L p/, dann ist also € L, und auflerdem gilt
R, (@) = h({(0,1,0)), {(i(x), 0, 1))). Es folgt fitr alle a,b € k"

h((0,1,0) - a, (¢«(x),0,1)-b) = h((0,a,0),(c(x)-b,0,b))
= f( )-b)+a”-b+07--0
= a°-b
# 0
Also ist auch ¢(z) £, ©(p').

Damit ist ¢ ein Isomorphismus. 0

Bemerkung 6.26. Im Beweis zu Lemma 6.25. wurde gerade gezeigt, dass
zwei Punkte x und y aus p U {p'} kollinear beziiglich L sind, genau dann,
wenn ihre Bilder o(x) und ¢(y) kollinear beziglich L., sind. Daraus folgt,

dass o(p= U{p'}) = o(p) U{e@)} gilt.

Fall (é¢): Nicht jede (o, c)-hermitesche Form ist spurwertig

Lemma 6.27. Sei g eine Form wie in Lemma 6.22.(ii). Dann ist die Abbil-
dung ¢ : Vi — k gegeben durch ¢'(x,t,u) = q(x)+1t7-u eine nicht ausgeartete
pseudo-quadratische Form beziiglich o und €.

Beweis. Da die Form ¢ eine (o, €)-quadratische Form ist mit ¢ : V' — k, gibt
es eine o-Sesquilinearform ¢ : V- x V' — k, so dass ¢(x) = ¢¥(z,z) + ko . Sei
Y Vi x Vi — k definiert durch ¢/((z,t,u), (a,b,¢)) = ¥(x,a) +t7 - ¢. Dann
gilt fir (z,t,u), (2, ¢, ), (a,b,¢), (a',b,c) € Vi :

' ((z,t,u) + (2, ¢, 4), (a,b,¢) + (d/, 0, )
= Y'((x+2t+t ut+u),(a+d,b+b,c+))
= Yx+2a+d)+ {E+t) - (c+)
= Y(x,a) +¢P(z,d) + (@' a) + (2 a") + 7+ ) - (c+ )
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= Y(z,a) +Y(x,d) + (@ a) + P, d)+t7 e+t -+ e+t
P(xr,a) +t7 - c+P(x,d)+t7 -+ a) + 17 e+, d)+ 7 - ¢
= ' ((z,t,u),(a,b,c)) + ' ((x,t,u), (d, b, )+ (2, ', u), (a,b,c))
+'I7Z)/((x/’t,’ u/)’ (a/’ b/’cl))
Also ist ¢’ biadditiv und aulerdem gilt fiir o, 5 € k:

V((z,tu) -, (a,b,0)- B) = Y((x-at-au-a)(a-B,b-5,c-B))
= Y@ -a,a-B)+(t-a)”(c- )
= o - Y(z,a)-f+at7-c- B
= o’ (Y(z,a) +17-c)-
= o (¥((z.t,u), (a,b,c)) - B

Also ist 9’ eine o-Sesquilinearform und weiter gilt :

¢ (x,t,u) = q(z)+t7-u
= Y(z,z) +17 - u+kye
' ((x, t,u), (x,t,u)) + ko

Damit ist ¢’ also eine (o, €)-quadratische Form.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢’ nicht ausgeartet ist, also dass der Unterraum
Vi A g Y([0],0) = {0} st

Die zu ¢’ gehorige Sesquilinearform ¢’ : V4 x V; — k ist nach Bemerkung 5.34.

gegeben durch (2, ) = ¥/(z,9) + ¥/(3,2)" -
Sei nun a # 0 mit a = (ay, as,a3) € ¢1([0]5.), also ¢'(a) = [0],. .

o Ist ¢'(a,a) # 0, dann sind wir fertig.
e Sei also ¢'(a,a) = 0.

— Sei zunéchst g(a;) = [0],. und ¢ die zu ¢ gehorige Sesquilinear-
form. Dann gibt es by € V mit ¢(ay,b;) # 0, denn ¢ ist nicht
ausgeartet. Sei b := (by,0,0) € V;. Dann ist

(
¢'(a,b) = ¢'(a,b) +1'(b,a)” ¢
Y'(a,b) +'(b,a)” - €
Y(ar, br) +a3 -0+ (P(br,a1) +07 - a3)” - €
Y(ar, br) + (b, a1)” - €
(a1, b1)

a,

el
o e

Lgear
also a g V, /.
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~ Tst aber q(ar) # [0y, dann gilt wegen gar) = $(ar, a1) + ke
dass ¢(a1, a1) € ko und damit (ay,a1) # 0. Ist ay = 0, dann ist

q(a) = Y'(a,a)+koe
= Y(ay, a1) + a3 - a3+ ko
= Y(ay,a1) + koe
= q(a)
7 [0loe

aber das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also ist as # 0.
Setze b = (ay,0, (—ay ) - (a1, a;)). Dann ist

¢'(b,a) = ¢'(ba)+v'(a,b)” -
= ¢'((a1,0,(=ay ") - ¢p(ar, a1)), (a1, az, az))
+4' (a1, ag, as), (a1,0, (a3 )7 - (a1, 01)))7 - €
= Y(ar,a1) + 0+ (Y(ar,a1)
+ag - (—ay )7 - lay, a1)) - €
= Y(ay,ar) + (Y(ar,a1) —P(ar,a1))” - €
= (a, a)
£ 0

Also ist a ¢ Vllﬁ(q/).
Dann ist also V4@ N g¢71([0],.) = {0} und damit ¢’ nicht ausgeartet. O

Analog zu Theorem 5.45. definiert ¢’ dann einen Polarraum S; auf P;.
Die Kollinearitétsrelation von S; wird im Folgenden mit L, bezeichnet.
Sei 7' die Polaritét, die durch L, induziert wird. Dann ist (Py,7/,ig,) mit
s, : S1 — P; als Inklusionsabbildung eine Einbettung von Sj.

Wie in Fall (i) definiere eine Abbildung ¢ : pt U {p'} — S, durch:

((t(x),0,1)), fallszel,
() = ¢ ((t(y),0,0)), fallsx € Sow und = = (p,y)_ , wobei y € L,\{p}
((0,1,0)), falls z = p/

Lemma 6.28. Die Abbildung ¢ : pt U {p'} — o(pt U {p'}) ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Es ist klar, dass ¢ surjektiv ist. Der Beweis, dass ¢ injektiv ist, ist
derselbe wie in Fall (). Also ist ¢ bijektiv.
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Zeige als niichstes, dass zwei Punkte z und y in pt U {p'} kollinear sind
beziiglich L, genau dann, wenn ihre Bilder ¢(z) und ¢(y) kollinear sind

beziiglich L.

e Seien z,y € L, .

Sei zunéichst z Ly.

Dann folgt mit Definition 5.1.(4), dass (z,y) C pt

gilt. Weil ¢, (Cone(p)) der Polarraum assoziiert zu ¢ ist, folgt fiir alle

s € (z,y), dass q(¢
Dann ist

¢ ({(x), o(y)))

((p,5))) = {[0]o,c} und damit q(¢((z, y))) = {[0]oc}-

= ql< (L(.T), 07 1)7 <L<y)7 07 1)))
(),0,1)-a+ (e(y),0,1)-b) : a,b € k}
"(t(z) -a+t(y)-b,0,a+ b)) :a,bek}

= q(((z,9)))
= {[0oc}

]
Also folgt, dass ¢(z)Lyp(y) gilt.
Umgekehrt sei nun ¢(z) L, o(y). Es ist q(¢(z) - a) = [0],., weil zLp
und ¢,(Cone(p)) der Polarraum assoziiert zu ¢ ist und genauso gilt

q(u(y) - 0) = [0l
{00}t =

. Dann ist

) ((u(y),0,1))))

), (¢(y),0,1)))

)-a+ (e(y),0,1)-0):a,bek}

+L(y) b,0,a+10b)) :a,bek}
)-b)+07-(a+D):a,bek}

q(e(y) - b)

+(f L($ ) Uy b)) +koe) :a,b €k}

{[0]pc +9(x-a,y-b)+kye:a,bek}

{a’ - g(z,y) - b+ kye 1 a,b ek}

Also folgt, dass a” - g(x,y) - b € k, fiir alle a,b € k. Angenommen

g(x,y) # 0. Dann ist also auch a” - g(z,y) - g(x,y)~

= ko fiir alle

a € kund damit k C k, ., was ein Widerspruch ist. Also ist g(x,y) =0
und damit sind x und y kollinear.
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e Seien x,y € So mit z = (p, 2) _ bzw. y = (p, s) fiir 2,5 € L,,.

Sei zunéichst rly.

Da z,s € L,, folgt mit Definition 5.1.(4), dass

(z,5) C p* gilt. Weil 1,(Cone(p)) der Polarraum assoziiert zu ¢ ist,

folgt zunichst q(¢({p,

r))) = {[0]sc} fur alle » € (z,s) und schlieBlich

q(e((2,5))) = {[0]5c}. Dann ist

¢ ((p(x), 0(y)))

= ¢'({{((t(2),0,0)), ((c(s),0,0))))

= ¢'({(1(2),0,0), (¢(s),0,0)))

= {¢'(((2),0,0) - a+ (¢(s),0,0)-b) : a,b € k}
= {d'((l(z) ~a+u(s)5,0,0)) : a,b €k}

= {q((t(2) -a+t(s)-b)+07-0:a,bek}

= {a(((z-a)+ (s b)) :a,be k}

= {q((«(z-a+s-b):abek}

= q((t{z,9))

= {[0]s:}

Also folgt, dass ¢(z)Lyp(y) gilt.
Umgekehrt sei nun ¢(x)Ly¢(y). Dann ist also:

{[0]oc }

Also folgt, dass a”
g(z,s) # 0. Dann ist also auch a” - g(z, s) - g(z,s)~

7 ({p(x), 0(y)))

¢ ({{(1(2),0,0)), ((¢(s),0,0))))

' ({(¢(2),0,0), ((s),0,0)))
q({(¢(2),0,0)-a+ (¢(s),0,0) - b:a,be k})
d({((z) - a+(s)0,0,0):a,bek})
{q(¢(z)-a+(s)-b)+07-0:a,be k}
{a(e(2) - a) + q(u(s) - b)

+(f((z-a),u(s b))+ koe) s a,b € k}

{[0]075+g(2"a,8-b)+k‘075:a,bek’}
(2,8) - b+ koe:a,bek}

-g(z,8) - b € ky. fur alle a,b € k. Angenommen
= ko fiir alle

a € kund damit k C k, ., was ein Widerspruch ist. Also ist g(z,s) = 0.
Dann sind z und s kollinear und damit auch z_Ly.

e Seien x € L, und y € S, mit y = (p,s) fiir s € L,.

Sei zunéchst zLly.

Da z,s € L,, folgt mit Definition 5.1.(4), dass

(x,8) C p* gilt, und, weil ¢,(Cone(p)) der Polarraum assoziiert zu
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q ist, folgt dann ¢(¢({(z,s))) = 0. Dann ist

¢ ({p(x), e(¥))) = ¢'((«(2),0,1),(c(s),0,0)))
{¢'(((2),0,1) - a + (u(s),0,0) - b) - a, b € k}
{d(((x) - a,0,a) + (u(s) - b,0,0)) : a, b € k}
{¢'((e() - ) :

v(x)-a+u(s)-b,0,a)):a,bek}
{q(t(x) -a+1(s)-b)+07-a:abek}
((l(x-a+s-b)):a,bek}
q((¢{z, s))
= {0}

Also folgt o(x) Ly e (y)-
Umgekehrt sei nun ¢(x)L,¢(y). Dann ist also:

T .
—
<)

{0loc} = d({p(2),0(¥))
= ¢'({(«(2),0,1), ((s),0,0)))
= ¢'({(1(2),0,1)-a (()00)'51%567?})
= ¢{((zx) -a+(s)-b,0,a):a,bek})
= {q((x)-a+(s)-b)+07-a:a,bek})
= {a(u(@) - a) +q(u(s) - b)
+(f(u(z-a),u(s- b)) + koe) a,b € k})

{{[O]M}+g(x a,s-b) +koe:a,bek})
{a® - g(x,s) b+ kye:a,bek})

Also folgt, dass a” - g(x,s) - b € k,. fiir alle a,b € k. Angenommen
g(z,s) # 0. Dann ist also auch a? - g(z,s) - g(z,s)™! = a” € k. fiir alle
a € kund damit k C k, ., was ein Widerspruch ist. Also ist g(z,s) =0
und damit sind x und s kollinear und daher auch z_Ly.

e Sei nun x Ly’ fiir ein x € pt U {p'}. Dann ist also x = p’ oder x € S.

1. Ist z = p/, dann ist

d((ep). o)) = ¢((0,1,0)))
{¢'((0,1,0)-a) : a € k}
{¢'((0,1,0)-a) : a € k}
{q(0)+a”-0:a€k}

{[0)c}

und damit p(p')Lye(p').
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2. Ist + € Sy, wobei = (p,2),, mit z € L,\{p}, dann ist
q(t({p,2))) = {[0],c}, denn ¢, (Cone(p)) ist der Polarraum as-
soziiert zu ¢ . Dann ist

¢ ((p(x), 0(p)) = d'((((2),0,0),(0,1,0)))
= {¢((¢(2),0,0)-a+(0,1,0)-b) : a,b € k}
= {d((t(2) - a,b,0)) :a,b ek}
= {q(t(z)-a)+b"-0:a,b€ k}
= {q((z)-a):a,be€k}
= {q(u(z-a)):a,bek}
= q(u((p,2)))
= {[0]oc}

Also folgt p(x)Lye(p').

Sei nun umgekehrt z [ p', also x € L,. Dann ist:

q'({(¢(2),0,1),(0,1,0)))
qd{(x),0,1)-a+(0,1,0)-b:a,b e k})
= ¢{(x)-a,ba):a,bek})
{
{

q(e(x)-a)+b"-a:abek}
(b7 - a)ye:a,b €k}

Seic € ky.,setzeb=1und a =c. Dannist b -a =17 -c=c & k.
und damit ¢ ((p(2), () = {17 - aloe : ,b € k} # {[0],<}. Es folgt
also, dass ¢(z) Ly o(p').

Damit induziert ¢ eine Bijektion von L,y nach Li,g,iupy) > also ist ¢
ein Isomorphismus. U

Bemerkung 6.29. Im Beweis zu Lemma 6.28. wurde gerade gezeigt, dass
zwei Punkte v und y aus pt U {p'} kollinear beziiglich 1 sind, genau dann,
wenn ihre Bilder p(z) und ¢(y) kollinear beziglich L, sind. Daraus folgt,

dass p(p* U{p'}) = o(p)* U{p()} gilt.
Nach Theorem 6.8. lisst sich in jedem der beiden Fille der Isomorphismus

o pt U} — o) U{e®)} baw. o pt U{p'} — op)' U {o(p)}
eindeutig zu einem Isomorphismus von S nach S; fortsetzen. Da Sy einbettbar
ist, ldsst sich also auch S in einen projektiven Raum einbetten. Damit ist der
Einbettungssatz 6.10. bewiesen. O
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Eine schone Folgerung aus dem Einbettungssatz und den beiden Theoremen
5.29. und 5.45. ist, dass die Polarrdume vom Rang > 3, deren maximale
singuldre Unterrdume desarguesch sind, den Vektorrdumen mit einer nicht
ausgearteten hermiteschen oder pseudoquadratischen Form entsprechen.
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A Anhang

A.1 Rechnung

Rechnung zum Beweis von Lemma 5.24.:

f(z,y)
= f(zez " Ty, Zej “Yj)

i€l jEI
= ZZf(ei $Tiy €5 Yj)
i€l jeI

= Z Z(f(ei'ffz‘,@j'?/j))Jrf(@i'!Ez‘,@i'yi)+Z(f(€i'$i,6j'?/j))
EANE 5

= E E (fo'f(ei’@j)'yj)+55?'f(€z,€z’)'yz’+ E (f(ej'yjaei'xi>0'€)
i€l \ jeI jEI
1<J i>j

= > D@7 glene) -y +al - (gi+97-2) -yt > (W] - flejies) - )7 - <)
icl \ jeI jer
1<J 1>7

= > | D@7 gleies) yy)+ (@ - gi-yi+algl e i)

iel \ jeI

+Z ((y}’ g(ej,e) ;)7 - 5)

- Z Z(g<€i'xivej'yj))"‘(x?'gi'yi+xfgf-8~yl-~5’1~5)
i€l Jil
i#j

+) " (glej - yjrei w)7 - €)
i€l
1>7
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g g o 0'2
Z Z(g(ei'xz‘,@j'yj))Jr(%'gi'yi+9€,~9¢'?/i -€)

iel \ jel
i3

+) " (glej - yjr e w)7 - €)
j€l
7]

Z Z(g(ei'xiaej'yj)+g(6j'yjaei'
iel \ jeI
i#]

+(@f gy + (Y] g 1) - €))

E E (g(e; -z, e5-y;) +glej-yj, e -
iel _]EI
i#j

+($? ) g(eiv 62‘) “Yi + (?/za : 9(61‘, 61‘) '%‘)0 :

Z Z<g<€i “xiyej - yp) +gle; - yjhei s

iel \ jel
i

+g(e; - yi, e - x;)° - €))

ZZ(Q(Q ~xiyej ;) tgle - yj. e 1) €)

il jel

g(zei " Tiy Zej “yj) + g(zej Y Zei (1) €

iel jel jel iel

g(@,y) +g(y,x)7 - €
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A.2 Rechnung

Rechnung zum Beweis von Lemma 5.31.:

q(x)
= Q<Z€i : SL’z)
icl
= f(zei " Ti, Zei %) + Ko
el el

= D 1D (flei-miej )+ flei-miei-w) + Y (flei-wiej-x;)) | +koe
i€l jg[ j€elI
1<j >3

= E E (fcgf(ei’ €j) : SUj) + SUff(@z‘, 6@') - T; + E (f(ej “Tj, € sz)) + koe
i€l \ jeI jerI
1<j P>

= > | D@ gleney) - wy) 4l gi-ai+ Y (af - flegie) - w) |+ ko
i€l jg[ jgl
1<jJ 1>

= Y D@7 gleies) my) +af - gleses) - mi+ > (€5 - glejen) - w) | + ke

iel \ jel jel
i<j i>]
J— g
= Y D a7 -glene) mi+ Y glej-wjeimi) | + ko
el jel jel
i<j P>

= E E (g(ei-x,e5-x;5)) + E (g(ej-xj e x;)) | + koe
el \ jer jel
i<j P>

= ZZQ(GZ “ T, €5 - l‘j) + ka,a

il jel

= g(zel * Tg, Z@j : xj) + ko,e

iel jeI
= g(z,x) + ko
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