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1 Metrische Raume

Definition 1.1. Sei X Menge, Abbildung d : X x X — R, heifst Metrik,
falls

@) dx,y) =0&x=y,
(i) d(x,y) =d(y,x)Vx,y € X,
(i) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) Vx,y,z € X, , Dreiecksungleichung”.

In diesem Fall heif3t (X, d) metrischer Raum.

Bemerkung 1.2. d(x,y) > 0Vx,y € X.
Beweis. 0 =d(x,x) <d(x,y)+d(y,x) =2d(x,y). O

Beispiele1.3. (i) X:=RoderC,d(x,y):=|x—y|.

(ii) (X,d) metrischer Raum. A C X.
Auf A induzierte Metrik: d o := djax 4, d.h.

da(x,y) :=d(x,y) Vx,y €A
(iii) X beliebige Menge.

d(x,y) := 0  fallsx=y, diskrete Metrik”.
1 fallsx #y,

Definition 1.4. Sei V reeller Vektorraum. Abbildung x + ||x|| von V nach
R heifst Norm auf V, falls

() [[x[[=0&x=0,
(ii) [|Ax]| = [A] ||x]| VA € RVx € V,

(i) ||x+yll < ||x]| + Iyl Vx,y € V, ,Dreiecksungleichung”.

(V. |l |I) heifst normierter Raum.



1 Metrische Rdume

Satz 1.5. (V,|| ||) normierter Raum = d(x,y) := ||x —y|| Vx,y € V definiert

Metrik auf V.

Beweis. Klar!

Beispiele 1.6. (i) V := R" mit 2-Norm || ||, d-h.:

" 1/2
[|x|]2 := ( xlz) Vx = (x1,...,x4) € R", (auch ,euklidische Norm").
i=1

(vgl. Analysis I)

Wenn nichts gesagt, dann auf R” diese gemeint und || || := || ||2-
(i) V := R",
|x| := ma<x|x1~|, (,,Maximums-Norm").
i<n
Es gilt:

lx| < |lx|l2 € Vn|x| VxeR"

(Klar![ 0] )

(iii) X Menge,
B(X) :={f: X = R| f beschrdnkt},
Ifllx := sup|f(x)| Vf e B(X).
xeX

Dann (B(X), || ||x) normierter Raum.

(), (ii) Klar. (iii):
If +8llx = sup|f(x) + g(x)| < sup(|f(x)] +|g(x)[)
xeX xeX

< sup|f(x)] +Su§|g(x)| = Ifllx + ligllx )-

xeX

(iv) [a,0] CR,V :=Cla,b] :={f : [a,b] = R | f stetig}, p > 1 und

b 1/p
Iy = ( firora) " vrecl.

Dann: (C[a, b], || [|p) normierter Raum. (vgl. Analysis I).

Sei im folgenden (X, d) metrischer Raum.

(¥)



Bezeichnung 1.7. Fiira € X und r > 0 heifit
B%(a,r) (:) B(a,r):={xe X |d(a,x) <r}
®

die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r. ((®) falls d fest. Falls d von
Norm || || kommt, auch Bl *ll(g,r).)

Definition 1.8. U C X heifst Umgebung von x € X, falls 3¢ > 0 mit
B(x,e) C U.
(Insbesondere B(x, ) Umgebung von x, genannt e-Umgebung von x.)

Satz1.9. x,y € X, x # y. Dann 3 Umgebung U von x und Umgebung V von y:
unv=ao.

Beweis. U := B(x,¢), V := B(y, ¢) mit e := %d(x,y). Dann Vz € U:
2e =d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < e+d(z,y),

alsod(z,y) > ¢. Somitz ¢ V.

O

Definition 1.10. U C X heifst offen, falls U Umgebung jedes ihrer Punkte ist
(dh:VxeU3Je>0: B(x,e) C U).

Beispiele 1.11. (i) X := R. Dann B(4,¢) =]a —¢,a +¢€].
Seiena,b € R, a < b. Dann:
]a, b[ offen (x €]a, b = B(a, ¢) Cla, b|, falls € := min(x —a,b — x))

Ja, +0[, ] — o0, a offen ([©]).
[a,0], [a, 1], |a, b] nicht offen (klar!).

(ii) (X,d) metrischer Raum, a € X, r > 0. Dann B(a, r) offen.

Beweis. x € B(x,r). Dann fiir ¢ := r — d(x, a).
y € B(x,e) = d(y,a) <d(y,x)+d(x,a)

<e+d(x,a)=r
= y € B(a,r),
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d.h.: B(x,€) C B(a,r).

Bemerkung 1.12. (R”,|| ||2) und (R",| |) haben dieselben offenen Mengen,
d.h.: offen bzgl. Maximums Norm = offen bzgl. euklidischer Norm.

O

Beweis. Es gilt
Bl ‘(a,%) c Bl l2(a,¢) c Bl l(a,¢)

(wegen 1.6 (ii) Ungleichung (x)). O
Satz1.13. (i) @, X offen.

(ii) U, V offen = U NV offen.

(iii) U, i € I, (I ist beliebige Indexmenge!), offen = |J U, offen.

iel
Beweis.  (i): X offen: Klar!
@ offen: Klar, da kein x € @ existiert.
(ii): x € UN V: Dann Jeq, ey > 0 mit
B(x,e1) Cc U, B(x,ex) C V.
€ := min(eq, &7). Dann

B(x,e) C B(x,e1) C U,
B(x,e) C B(x,e5) C V

also B(x,e) cUNV.
(iii): x € 'UIUi = Jig € I:x € Uj; = Je > 0: B(x,¢) C U;, C U Ui
ie
|
Bemerkung 1.14. Uy, ..., U, offen = ﬁl U; offen. (Klar wegen 1.13 (ii) und In-

i=
duktion.)
Aber fiir unendlich viele falsch:



Beispiel. U, :=]— %, %[, n € IN. Dann U, offen Vn, aber (| U, = {0} nicht
n=1

offen.

Definition 1.15. A C X heif3t abgeschlossen, falls A® (:= X'\ A) offen.

Bemerkung 1.16. Aus 1.13 folgt:

(i) @, X abg. (Also: @, X offen und abg.)
(ii) A, Babg. = AU B abg.
(iii) A; i€ I, abg. = () A; abg.

iel
Beispiele 1.17. (i) Seia, b € R, a < b, dann [4, b] abg., denn:
[a,b]¢ =] — o0,a[ U |b, +o0].

(i) A; C RFabg., Ay C R abg. = A; x Ay C R*" abg.
Beweis. Es gilt: (A1 x Ap)¢ = R\ (A1 x Ap) = A{ x R"URF x AS.
Sei (a,b) € AS x R™. Dann 3¢ > 0: B(a,€) C AS. Dann: B((a,b),¢) C
A§ x R™ (denn: ||(x,y) — (a,b)|| < e = ||x —a|| < ¢ also x € A%). Also

A%' x R™ offen.
Analog: R x Ag offen. O

Insbesondere sind also Quader
Q:={(x1,--.,xp) €eR" |a; <x; < bh; V1 <i<n},
a;,b; € R, a; < b;, V1 <i < n,abg. in IR". (Beweis. Induktion.)
(iii) Fira,b € R, a < b, ist [4, b[C R weder offen noch abg.

Definition 1.18. Sei Y C X, x € X. x heifst Randpunkt von Y, falls fiir jede
Umgebung U von x gilt:

UNY #@ und UNYC #Q.

dY := Menge aller Randpunkte von Y = Rand von Y.

Beispiele 1.19. (i) X := R", 9B(x,r) = {y € R" | ||x —y|| = r}, ,Sphiire
um x vom Radius r”.

(i) X:=R,0Q = R.
Satz 1.20. Sei Y C X. Dann:

(i) Y\ 9Y offen.
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(if) Y U9Y abg.
(iii) dY abg.
Beweis. (i): a € Y\ Y = e > 0: B(a,e) N Y’ = @. Vx € B(a,¢) ist aber

B(a,¢) Umgebung von x, also B(a,e) NdY = @, also B(a,e) C YN
(0Y)¢ =Y \aY.

(ii): Es gilt: 9Y = 9(Y®) (Klar nach Definition!). Aber dann (Y U9Y)¢ =
(YUI(YE))E = YE N (a(Y))¢ = YC\ 9(YC) offen nach (i).

(iii): 9Y = (YUY) \ (Y\dY) = ( YUaY )n( Y\aY )¢ abg.

i ———
abg. nach (ii) offen nach (i)

Bezeichnung 1.21. Y C X. Dann:

Y :=Y\9Y Inneres oder offener Kern von 'Y,

Y := YUY abgeschlossene Hiille von Y.

Topologische Riume

Definition 1.22. Sei X Menge. 7 C P(X) heiit Topologie auf X, falls:

(i) 9,XeT.
) U,VeT=UNVeT.

(i) U; € T,i € I (IDbeliebige Indexmenge) = |J U; € T.
i€l

Dann: (X, T) topologischer Raum, und U C X heifit offen, falls U € T, und
A C X heif3t abgeschlossen falls A€ offen, d.h.: A € T.

Bemerkung 1.23. 1.10 und 1.13 = jeder metrische Raum ist topologischer Raum
(mit T = alle im Sinne von 1.10 ,,offenen” Mengen,).

Definition 1.24. Sei (X, 7) topologischer Raum und x € X. V C X heifst
Umgebung von x, falls 3U C X, U offen (d.h:U € T)mitx e U C V.

Bemerkung 1.25. Dieser Umgebungsbegriff stimmt, falls T von einer Metrik
kommt (im Sinne von 1.10), mit dem in Definition 1.8 iiberein. ( ).



Topologische Rdume

Definition 1.26. Ein topologischer Raum (X, 7') heifSt Hausdorff-Raum, falls
Vx,y € X mit x # y Umgebungen U,V C X von x bzw. y existieren mit
unv=ao.

Bemerkung 1.27. Nach 1.23 und 1.9 ist jeder metrische Raum ein Hausdorff-
Raum.
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2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Riumen

In diesem Kapitel: (X, d) metrischer Raum.

Definition 2.1. Seien x; € X, k € IN. Die Folge (x¢)xen heifst konvergent
gegen a € X, geschrieben

lim xy =a (oder limxy =a, xp — a, xp — a),
k—o0 k—o0

wenn gilt: V Umgebungen U von a AN € IN:
xx €U Vk>N,

oder dquivalent dazu (da in jeder Umgebung U von a eine e-Umgebung
von a enthalten ist): Ve > 0 AN € IN:

xx € B(a,e) Vk>N (& limd(xg,a) =0 & d(x,a) <e Vk>N).
Satz 2.2. (xy)xen Folge in R",
X = (X1, -+ r Xkn), k€N
Dann:

xx—=>a=(ay,...,a;) ER" & klim X =a; V1<i<nm.
—00
(vgl. Ubungen.)

Beweis. ,=": Es gelte x; — a.
Dann Ve > 0 IN € IN:

||y —a|| <e Vk>N.
Aberdann V1 <i<mn
|xgi—a;] < |xg—a] <||xx—a|| <e Vk>N.
———r
Max. Norm!
L= Ky — a;V1<i<n
k—o0
= (in—lli)z — 0V1<i<n
k—o0
n
= ¥ (i —a;)> — 0
i=1 k—oo

" 1/2
> e —all = ( z<xki—ai)2) 0. =

i=1 k—o00
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Satz2.3. A C X abg. & V Folgen (xi) in A mit x, — x € X gilt: x € A.

Beweis. ,=":Sei A abg.und x; € A, k € Nmit x; = x € X.

Ang. x € A® = 3N € N mit x; € A Vk > N (da A€ offen, somit Umge-
bung von x) = 4.

<" Es gelte V Folgen (x;) in A mit x; - x € X, dass x € A.

Zeige: AC offen.

Ang. AC nicht offen = 3x € A€ Ve > 0: B(x,&) N A # @. Fiir dieses x folgt
also: Yk € N 3x; € B(x,1) N A. Somit x; — x fiir eine Folge (x;) in A =

xXeA4. O
Definition 2.4. Eine Folge (xy) in X heifst Cauchy-Folge, falls Ve > 03N € IN:
d(xg, xm) <& Vk,m> N.

(Cauchy-Folge ,hédngt von d ab”, nicht nur von zugehérigen offenen Men-
gen.)

Bemerkung 2.5. (x) konvergent = (x;) Cauchy.
Beweis. Sei x := lim x; und € > 0. Dann N € IN:

d(x, xg) < Vk > N.

N ™

Somit Vm, k > N
A(xg, xm) < d(xg, x) +d(x, xpm) < €.
g
Definition 2.6. (X, d) hei8t vollstindig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.
Satz 2.7. R" ist vollstindig.

Beweis. Sei (x;) Cauchy in R". Da Vk,m € IN |xp; — x| < ||k — xm|| V1 <

i < n,folgt: (xp)keny Cauchyin RV1 <i<n. = Fx;:=limx; € R
R vollst. k—o0
Vi<i<n=xp — x:=(x1,...,%) in R". O
22 k—o0

Vervollstindigung metrischer Riume

Sei (X, d) metrischer Raum. Definiere
Xg = {(*n)nen | (xn)nen ist Cauchy-Folge in (X, d)}.
——
=:(xn)

10



Vervollstindigung metrischer Riume

Seien (x1), (Yn) € X4. (xn), (yn) heilen dquivalent, im Zeichen
(xn) ~ (yn),

falls
limd(xy,yn) = 0.

Fur die ,Relation” ~ auf X x X, gilt: V(xy), (yn), (z0) € Xy

(@) (xn) ~ (xn)-
(i) (xn) ~ (yn) = (Yn) ~ (xn).
(iii) (xn) ~ (yn) und (yn) ~ (zn) = (xn) ~ (zn)

Damit ist ~ eine ,Aquivalenzrelation”. Fiir (x,) definiere die zugehérige

Agquivalenzklasse (x,) durch

(n)pen = () == {(yn) € Xa | (xn) ~ (yn)}-
)

Jedes Element (z,,) € (x,) heifst Vertreter von (x,), denn:
(xn) ~ (yn) = (xn) ~ (yn), und fiir (x,), (ya) € Xy gilt:
entweder (x,) = (yx) oder (x,) N (yn) = @.

Setze nun

Xg = {(xn) | (xn) € X4}
Lemma28. (i) (x4), (yn) € X5 = Elnli_rgc}od(xn,yn) (in Ry).

(it) (xn), (Yn), (an), (bn) € Xy mit (xn) ~ (yn) und (ay) ~ (bn)
= limd(xy, a,) = imd(yn, by).

(i) d : X; x Xg = Ry definiert durch

A0, () = lim d(x, )

ist wohldefiniert und Metrik auf X .

Beweis.  (i):

|d(xn, yn) — d(Xm, Ym)|
<|d(xn, yn) = d(Xm, Yn)| + 1d(Xn, Yn) — A(Xm, Ym)|
< d(xn/ xm) + d(ynl ym)
Symmetrie —~— —

& Ubungen

€ € € €
< E‘v’n,mz Ni(3) < EVn,mZNz(—)

2 2
Somit ist (d(xu, ¥u))nen eine Cauchy-Folge in R, also Iim d(xy, y,) €
Ry

(+)

11



2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

(ii):
|[d(xn,a0) —d(Yn, bn)| < d(xn,yu) +d(an, by) — 0.

vgl. Bew. =00
von (i)

(iii): Wegen (ii) ist d wohldefiniert. AuBerdem ist klar, dass d((yn), (xn)) =

d((xn), (yn)) > 0Y(xn), (yn) € Xy Aber auch V(xy), (yn), (zn) € X4
d((xn), (yn))

md(xy, yn) < Umd(xy, z,) + Umd(z,, yn)

li
d((xn), (zn)) +d((zn), (yn))-

Satz 2.9. (X, d) ist vollstindig.

Beweis. Sei (cy)men Cauchy-Folge in X, (bzgl. d). Dann Vm € N Ix € X,
n € N, mit ¢y = (x),,en und (x77)nen Cauchy in X (bzgl. d), d.h. insbes.
Vm € N 3k, € N:

dxy, xi') < 1 Vi > k.
m m
Definiere Folge in X durch

X ::x,lq , leN.
Beh. 1. (x;) ist Cauchy in X (bzgl. d).

Beweis. Seie > 0und N € N mit: N > % und

d(Cl,Cll) < v, I > N.

Dann VI, !’ > N:

d(xp, xp) < d(xj,, x,) +d(xy, x) +d(x, %)

1 1 1
< 7 +d(xh, xh) + 7 Vn > max(k;, ky).

Somit

28 . l ll
d(x;, xp) < 3 + 7111_r>rc}od(xn,xn) <e
|

= H(Cl, Cll) <

Q]| m

12



Vervollstindigung metrischer Riume

Beh.2. ¢ — (x))jen in Xy (bzgl. d).

Beweis. Seie > 0. Nach Beh. 13N € IN:
d(xm, x;) < % Vm,l > N.

Somit Vm > max (N, 2)
d(em, ()jen) = Jim d(x]", x) = lim d(x]", x )
—00 l—00
<lim [ d(x, ) + d(,xh) ]
100 m m 1

VI>kn d(xm, x1)

Sl e
m <§v12N

O
Beh. 1 und Beh. 2 beweisen den Satz. O

Also kann man zu je_dem metrischen Raum (X, d) einen vollstindigen me-
trischen Raum (X, d) konstruieren! Was ist Zweck?

Definition 2.10. Seien (Xj,d1), (Xp,d2) zwei metrische Rdume und F :
X1 — X, Abbildung. F heifdt abstandstreu, falls

d>(F(x), F(y)) = di(x,y) Vx,y € X1.

Ist F zusatzlich surjektiv, heifst F Isometrie und (X1,d1), (Xp, da) isometrisch.

Beachte, dass fiir x € X die konstante Folge x;, := x, n € N, im . Zeichen (x)
eine Cauchy-Folge in X ist, somit (x) € X,;. Definiere i : X — X, durch

i(x):=(x), xeX

Wegen ((x ,(y)) = d(x,y) ist i abstandstreu von X nach X;, also sind
(X,d) und (i(X), E x)) isometrisch.

Bemerkung 2.11. Da i : X — X (wirklich) ,kanonisch”, identifiziert man oft
i(X) mit X. In diesem Sinne gilt dann also

XCXd.

Definition 2.12. Seien Y,Z C X mitY C Z.Y heifitdicht in Z, falls Y = Z
(dh:Vze Z3y, €Y, n € N, mity, m z).

13



2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

Satz 2.13. i(X) ist dicht in X; (bzw. im Sinne von 2.11: X ist dicht in X ).

Beweis. Sei (x;)c € Xg. Fiirn € N fest definiere: ¢, € X, als die zur kon-
stanten Folge (xy, Xu, Xy, ...) gehorige Aquivalenzklasse. Sei ¢ > 0. Dann
AN € IN mit

d(x;,xy) <e Vi,n>N.

SomitVn > N

d((x))1ens n) = lli)m d(x;, xn) < €.

[e)

O

Bemerkung 2.14. Haben somit vollstindigen metrischen Raum konstruiert, der
X als dichte Menge enthiilt (vgl. 2.11)!

Definition 2.15. Ein vollstindiger metrischer Raum (X, dq) heiit Vervoll-
stindigung von (X, d), falls 3 eine abstandstreue Abbildung G : X — X; mit
G(X) dicht in X;.

Satz 2.16. Sei (X,d) metrischer Raum. Dann:

(i) 3 Vervollstindigung (X1, dq) von (X, d).

(ii) Diese Vervollstindigung ist bis auf Isometrie eindeutig, d.h.: ist (X, d5)
eine zweite Vervollstindigung von (X, d), so 3 Isometrie F : X1 — Xj.

Beweis.  (i): Klar nach 2.9,2.13 (wihle (X1,d1) := (X;,d) und G :=i).

(ii): Z.z.: 3 Isometrie F : X, = X,;.
Sei G : X — X zu (Xp,dp) (gemdB 2.15) gehdrige abstandstreue Ab-
bildung. Sei x € X. Dann 3x;, € X, n € IN, mit

d2(G(xy),x) — 0,

n—oo
somit (G(x,)),eN insbesondere Cauchy in X;. Aber Vi, m € IN
d(xn, xm) = do(G(xn), G(xp)), (daG:X — X; abstandstreu),

also (x,)nen Cauchy in X. Beachte, dass dies’ fiir jede Folge (x;) in
X mit:

dZ(G(xn)lx) — O, (]-)

n—oo

gilt. Sei nun zu x € X, (x;) eine solche und definiere

F(x) := (xn)-

14



Vervollstindigung metrischer Riume

Dann ist F : X, — X,; wohldefiniert. (Denn sei (y,) weitere Folge in
X mit (1), dann (da G : X = X, abstandstreu)

d(xn/]/n) = dZ(G(xn)/G(]/n)) n_)—godZ(xlx) =0

~

nach Ubungen. Also (x,) ~ (yx), somit (x,) = (yn)-
Beh. 1. F ist abstandstreu.

Beweis. Seien x,y € X und (x,) = F(x), (vn) = F(y). Dann (vgl.
oben) limdy(G(xy),x) = 0 = limdz(G(yx),y). Somit

d(F(x), F(y)) = d((xn), (yn)) = lim d(xn, yn)

n—oo
= li
oy, A d2(G(xn), G(yn)
abstandstreu

= da(xy)
vgl. Ubungen

O

(Beachte: Bisher Vollstandigkeit von (X, dy) nicht verwandt.)
Beh. 2. F ist surjektiv.

Beweis. Sei (x,) € X4, also (x,) Cauchy in (X, d).
G:X::Xz (G(x1))nen Cauchy in X;.
abstandstreu
= dx e Xy lim G(x,) = x.
X5 vollst. n—oo
Aber nach Konstruktion von F gilt:

= F: X, — X, Isometrie.

O

Bemerkung 2.17. Beachte, dass obige Konstruktion auch funktioniert, wenn d
statt:

L, dx,y)=0 & x=y VYx,yeX ”

nur

L, dx,y)=0 <« x=y VYx,yeX ”

erfiillt (,Halbmetrik”).
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2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

Definition 2.18. Sei A C X. Dann heift
diam(A) :=sup{d(x,y) | x,y € A}

Durchmesser von A. A heifst beschrinkt, falls diam(A) < oo.

Offenbar: A beschriankt < Ja € X,r > 0: A C B(a,r). Es gilt: diam B(a, 1) <
2r.

Bemerkung 2.19. (x,) Cauchy in X = {x, | n € IN} beschrinkt.

Beweis. AN € IN: d(x, xp) < 1Vn,m > N. Sei
¢ :=max{d(xn, xm) | n,m < N}.
Dann
diam{x, | n € N} < max(1,c¢) < co.
O

Definition 2.20. Ein normierter Raum (V,|| ||) heifit vollstindig, falls als
metrischer Raum (d.h.: mit d(x, y) := ||x — y||) vollstandig.

Satz 2.21. (B(X),|| ||x) (vgl. 1.6 (iii)) ist vollstindig.

Beweis. (fy) Cauchy in B(X)

= (fu(x))nen Cauchy in R Vx € X
= 3f(x) := 71h_r)n fu(x) inRVx € X.
Weiter Vx € X

FG)] = lim| fu ()] < supllfullx <) oo,

also f € B(X).Seie > 0. Dann 3N € IN:
||fn_fm||X<€ Vn,mZN.
SomitVn > N
[f(0) = fu()| = lim | fin (x) = fu(x)]
< limsupl||f — fullx
m—oo
<& Vx € X,

also

IIf = fullx <€ V¥n>N.

16



Vervollstindigung metrischer Riume

Bemerkung 2.22. X vollstindig, A C X, A abgeschlossen = (A, d 4) vollstin-
dig.

Beweis. (x,) Cauchy in A (bzgl. d4) = (x,) Cauchy in X (bzgl. d) = Ix :=
limxneXzzszA. O

Satz 2.23 (,Schachtelungsprinzip”). Sei (X, d) vollstindig und @ # Ay C X,
k € N, mit Ay abgeschlossen, Ay D Ayyq Yk € IN, und

lim diam(Ag) = 0.

k—o0
Dann dx € X:
{x} =) Ax
k

Beweis. ¥n dx, € A,. Dann
d(xy, xpm) < diam A Vn,m >k,
somit (x,) Cauchy. Sei x := lim x,, und k € IN. Dann
Xy, € Ay Vn > k.
Also, da Ay abgeschlossen, x € Ay. Somit x € (] Ag. Fiir jedes y € (] Ak gilt
aber * *
d(x,y) <diam A, Vk

— 0
k—o0

=>x=y. O

Definition 2.24. Sei (X7, d;) weiterer metrischer Raum. f : X — X; heifit
stetigin a € X, falls Ve > 035 > 0:

xeX: dx,a)<é = di(f(x),f(a) <e
(D.h.: Ve > 036 > 0: f(BY(a,d)) C BU(f(a),e).)

f heifdt stetig auf X, falls f stetig in allen a € X ist. f heift gleichmiifiig stetig
auf X, falls Ve > 036 > 0:

xvwyeX, dxy)<oéo = di(f(x),fly) <e

Bemerkung 2.25. (i) f abstandstreu = f gleichmiiflig stetig.

17



2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

(ii) Nach Ubungen gilt: YA C X
|d(x, A) —d(y, A)| <d(x,y) VYx,yeX.

Somit ist x — d(x, A) gleichmiiflig stetig auf X.

(Dabei definiere d(x, A) := inf{d(x,y) | y € A} fir A C X, x € X und
d(A,B) :==inf{d(x,y) | x € A, y € B} fiir A,B C X. Fiir x,y € X gilt
d(x,y) =d({x}, {y}))

Satz 2.26. Sei (X1, dq) weiterer metrischer Raum und f : X — Xy, a € X. Dann:

fstetigina & )lcigbf(x) = f(a) (d.h. Y Folgen (x,) in X mit
Xn = a, folgt f(x,) = f(a)).

ii) fstetigina & fiir jede Umgebung V C Xq von f(a) 3 Umge-

( bung U C X von a mit: f(U) C V.

fstetigauf X & f71(V) offenin X VV offen in X;.
(iii) (& f~Y(A) abgeschlossen in X YA abgeschlossen in

X1.)

Beweis.  (i): ,,<": f nicht stetigina
= Jde>0Vn € N Ix, € Xmitd(x,,a) < %, aber dq (f(xy), f(a)) > ¢
= limx, = a, aber f(x,) A f(a).
=" Es gelte: f stetig in a.
Sei (x,,) Folge in X mit x, — a. Seie > 0. Dann 36 > 0 mit:

dx,a) <d = di(f(x), f(a)) <e.

AN € N:d(xy,a) < 6 Vn > N.Somit di(f(xn), f(a)) < eVn > N, also
flxn) = f(x).

(if): Klar (da es reicht, ,rechte Seite” fiir Kugeln zu haben)!

(iii): ,=": Sei f stetig auf X. Sei V offenin X; und a € f~1(V).
Z.z.35 > 0: B%a,0) c f~1(V). Da f(a) € V und V offen, J¢ > 0:
B%(f(a),e) C V.Da f stetigina, 36 > 0: f(B%(a,6)) C Bh(f(a),¢).
= B%(a,6) C f7(BY(f(a),¢)) C f71(V).
,<":Sei f~1(V) offen in X fiir jede offene Menge V C Xj.Seia € X
und € > 0.
Danna € f~1(B%(f(a),e)) offen in X, also 35 > 0:
BY(a,0) C f~1 (BN (f(a), ¢)
= f(B(a,8)) C B (f(a),e)
= f stetig in a.

18



Vervollstindigung metrischer Riume

Bemerkung. , Stetigkeit” somit nur von Umgebungsbegriff bzw. offenen Mengen
(Topologie) abhiingig.

Satz 2.27. Seien X,Y,Z metrische Riume und f : X = Y, g:Y — Z. f stetig
ina € X, gstetigin f(a) = go f: X — Z stetigin a.

Beweis. x, - a = f(xn) — f(a) (g0 f)(xn) = g(f(xn)) = g(f(a))

2.26 (i) 2.26 (1)
tetig in a. O
226()gOfselgma
Sei fir 1 < k < n, m, : R" = R def. durch m(xq,...,x,) := x; (,K ordz—

natenabbildung™). Beachte, falls f : X — R" und fy := mpof, 1 < k
(,,Komponentenfunktionen”), dann

f=U fa):

8. f: X > R'stetiginae X & Alle Komponentenfunktzonen

Satz2.2 fi, ..., fnsind stetigina € X.

Beweis. 2.26 (i) und 2.2. O
Satz 2.29. Folgende Abbildungen sind stetig.

(i) add:RxR = R, (x,y) = x+y,
(ii) mult: RxR > R, (x,y) —» x -y,
(iii) quot: R x R* - R, (x,y) > x -y}

Beweis. Sei (x,y) € R x Rund ((xk, ¥))ken mit

lim (xi, ) = ().
—00

+ +
Z:Zxk—)x,yk%yixk-yk—)x-y.

Ist y # 0 # yy Vk, so folgt auch x; -y;l — xy~!

= Beh. O
2.26 (i)

Korollar 2.30. f,g: X = Rstetig. Dann f + g: X =+ R, f - g: X — R stetig.
Ist g(x) # 0Vx € X, so ist auch é; : X — R stetig.

Beweis. Nach 2.28 ist (f,g) : X = R x R stetig. Da f + ¢ = add o (f,g),
f-g=multo(f, g) L= = quot o (f, g), folgt somit Beh. aus 2.29. O
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2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

Beispiele 2.31. (i) Funktion R” — R definiert durch

k
(x1,..., %) — xll---x’f{“,

wobei ky,...,k, € IN, heifst Monom. r := k1 + - - - + k;, heifst Grad des

Monoms. Polynom(funktion) F : R" — R vom Grad < r ist Linearkom-
bination von Monomen vom Grad < 7, also

k k
F(x1,...,xy) = E Chykyedn X1 7" X"
Ky thn <r

mit g f,..k, € R. Koordinatenabbildung 7, sowie Konstanten sind
stetig. Somit nach 2.30 jedes Polynom stetig.

(i) f:X — Rstetig= {x € X | f(x) < c} offen, {x € X | f(x) = c} abg.
Ve e R.

Banachscher Fixpunktsatz

Satz 2.32. Sei (X, d) vollstindig und f : X — X mit:

Ja €]0,1[ mit: d(f(x), f(y)) <ad(x,y) Vx,ye X.

(i) 3 genau ein Fixpunkt fiir f (d.h.: x € X mit f(x) = x).

(ii) Fiir jedes xo € X gilt f*(xq) (:= fo---0 f(xg)) — x und dariiberhinaus
N e n—oo
n-mal
[xm

A(x, f(x0)) < £

“d(f(xo),xo) Vm € IN.

Beweis. Sei xg € X (beliebig). Dann Vn € IN

d(f"*(x0), f" (x0)) < ad(f"(x0), f"~(x0))
< a?d(f" (x0), f172 (x0))

< a"d(f(x0), x0)-
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Banachscher Fixpunktsatz

SomitVn,me€ N, n > m

d(f"(x0), /" (x0)) < d(f"(x0), f"~ (x0)) +d(f"" " (x0), f"(x0))  (¥)

geom. Reihe
nm—oo
Somit (f"(xg))nen Cauchy in X. Da X vollstindig
— i n
dx := 71h_r)rc}of (x0) €X.
Dann

£x) = fllim f1(x0)) = lim £(£"(x0))
f stetig!

= lim f"*1(xq) = x.

Weiter nach (x) Vm € IN

4 f" o) = i d( ) 7o) £ Y. &1 )d(f(x0),x0)
ungen ) Nl
— i lxm+k
k=0
= o (1 ) (o), x0) = £ d(f(x0), x0)
k=0

Damit (ii) gezeigt und auch (i) bis auf Eindeutigkeit. Sei dazu y € X mit
f(y) = y. Dann

d(x,y) = d(f(x), f(y)) < ad(x,y) 5 d(x,y)

= (1-w)d(x,y)=0 = d(x,y)=0 = x=y.
«€l0,1]
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2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 2.33. Sei (Xi,d;) weiterer metrischer Raum, f,, f : X — Xj,
n € IN. (fy) konvergiert gleichmiiflig gegen f, fallsVe > 03N € NmitVn > N
gilt:

d1(fu(x), f(x)) (f) e VxeX,

(oder dquivalent dazu:

supdy (fa(x), f(x) <& Vn>N),

xeX
Satz 2.34. Sei (Xy,dq) weiterer metrischer Raum, f, f, : X — X3, n € IN, mit
fn = f gleichmiflig. Ist fy stetigina € X Vn € N, so auch f.

Beweis. Seie > 0. Dann

AN e IN: supdi(fu(x), f(x)) <

xeX

Vn > N,

W m

und 35 = §(N) > 0:

d(x,a) <6 = di(fn(x), fn(a)) <

W m

Somit:

d(x,a) <6 = di(f(x), f(a)) < di(f(x), fn(x)) + di(fn(x), fn(a))
+ di(fn(a), f(a))

< €.
|

Korollar 2.35. C(X) := {f € B(X) | f ist stetig} ist abgeschlossener Unter-
vektorraum von (B(X), || ||x)-

Beweis. 2.3 und 2.34. O

Lineare Abbildungen

Satz 2.36. Seien (V,|| |lv), (W,|| |lw) normierte Riume und A : V.- W
linear. Dann sind dquivalent:
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Lineare Abbildungen

(i) A gleichmiifdig stetig.
(ii) A stetig.
(iif) A stetigin 0 (e V), (oder irgendein x € V! ).
(iv) ||A|l := sup{||A(x)||w | x € V mit ||x||y <1} < oo, ,Norm von A”.
(v) 3C € [0, 00[ mit || A(x)||w < Cl|x||v Vx € V.
Bemerkung. ||A|| ist ,minimales C” in (v)! Denn: ||A|| = sup{||A(x)|lw | x €
V mit ||x|ly =1}

Beweis von Satz 2.36. Der Einfachheit halber: || || := 1| [lv, || ||:= 1] llw-

(i) = (ii): Trivial!
(ii) = (iii): Trivial!
(iii) = (iv): Es gelte (iii). Dann 36 > 0: ||x|| < § = ||A(x)]| < 1. Somit, falls x € V
mit ||x|| < 1, dann ||$x]| < 6, also [|A(x)|| = 2|A($%)|| < % = (iv).

(iv) = (v): Es gelte (iv). Dann Vx € V' \ {0}

E

A = lx[l [|AC M < [JA[][Ix]l-
|l —
N~ =:C
hat Norm =1
<l Al

= (v).
(v) = (i): Es gelte (v). Dann
lAG) — AW = [[A(x = < Cllx —yl| Vx,yeV.

= ().

O

Beispiele 2.37. (i) Sei V := Cla,b] (:= {f : [a,b] = R | f stetig}) mit
Il I :==1l [z (=sup-Norm).Sei I : C[a,b] — R definiert durch

19)= [ f ax

a
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2 Grenzwerte, Stetigkeit in metrischen Rdumen

Dann [ linear und stetig, da
b
11 < [1F@]dx < @-a)llAl ¥f € Clab
(ii) Sei V := C[a,b] (:= {f : [a,b] = R | f stetig diff.bar}) mit || || :=

Il la,)- Sei D : C'[a,b] = Cla, b] definiert durch

D(f) := f".

Dann D linear!
Beh. D nicht stetig. (Nehme Fall: a =0,b =1")

Beweis. Sein € N und f,(x) := x", x € [0,1], dann f, € C'0,1] und
lfull = 1und D(f,) = nx"~1, also ||D(f,)|| = n, falls n > 1. Somit

sup{ID(AIl | f € C'[0,1], [Ifll =1} = co.
O

(iii) Sei A : R" — R" linear und (a;;)1<i<m zugehorige Matrix bzgl. der

1<k<n
kanonischen Basen.
Beh.
m%x|’1ik| <Al £ Vnm m%x|ﬂz‘k|-
i i
Also A stetig!
: ._ T
Beweis. e, :=(0,0,...,0,_1 ,0,...,0)",1 <k < n.Dann
k-te
a1k a1k
Alel)l|| = > = max |a;/.
lAl > max [ay
Ak Ak

= [|AIl > max la.| Vk = [|All > max|a:.].
ooy 1Al 2 max laid 1Al > max]aiy|

Seix = (x1,...,%x,) € R" mit ||x]| < 1. Dann

m 1/2
M@Nszmmmwz(;ﬁ)
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Lineare Abbildungen

n
mity; = ) apxg, 1 <i < m. Aber
k=1

il < ll@an,... am)ll JIx]l < v/n max [ag] < vnmax|ag.
1<k<n ik

Cauchy- ~~~ 1.6
Schwarz <1
= 14| < Vv maxlal. O
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3 Kompaktheit

Sei (X, d) metrischer Raum.

Definition 3.1. (i) Sei A C X. Eine offene Uberdeckung von A ist Familie
(U;)ier (I beliebige Indexmenge) von offenen U; C X mit

AC U u;.
iel
(ii) A C X heif}t kompakt, falls es fiir jede offene Uberdeckung (U;);c; von

A endlich viele Indizes 7y, . . ., i} € I gibt mit

AC uiluuiZU"'Uuik.
(Kurz: Jede offene Uberdeckung von A hat endliche Teiliiberdeckung.)

Bemerkung 3.2. (i) (x,) Folge in X mit x, = a € X. Dann
A:={x, |n e N}U{a} kompakt.

Beweis. Sei (U;);c; beliebige offene Uberdeckung von A. Daa € U u;

3i* € Imita € U, somit AN = N(U;x) € IN mit !
x, € U Vn> N.

Aufierdem V0 < n < N Ji,, € I mit x,, € U;,, also

ACU,ul; U---Ul;,_, UlU.

N-1

(ii) In (i) muss Grenzwert dazugenommen werden. Sonst falsch!
Beispiel. X =R, x, = 1, n € N\ {0}.
Beh. A := {1 | n € N\ {0} } nicht kompakt.

Beweis. Wahle U ::]%,2[, u, ::]#1, %[ Vn > 2.
Dann jedes U, offen und

Ac | U

n>1
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3 Kompaktheit

Somit (Uy),>1 offene Uberdeckung von A (mit I := N\ {0}). Aber
U,NnA = {%} Vn > 1. Somit kann kein U, weggelassen werden, da
sonst die restlichen A nicht mehr tiberdecken.

= 3 eine Uberdeckung von A ohne endliche Teiliiberdeckung.

Somit A nicht kompakt. O

Satz 3.3. X :=R" Seia;, b; € R,a; <b;,1<i<n Dannist

Q:={(x1,...,xn) ER"|a; <x; <b;, 1 <i<n} ,abg Quader”
( = [a1, bl] X X [anr bn])

kompakt.
Beweis. Sei (U;);c; beliebige offene Uberdeckung von Q.
Z.z.: 3 endliche Teiliiberdeckung.
k
Ang. Fkeine iy, ..., iy € ImitQ C |J U;,.
I=1
Konstruiere durch vollstdndige Induktion Folge von abg. Quadern
(Q=)Q>Q1>Q> - mit:
(1) Qm kann nicht durch endlich viele der U;, i € I, tiberdeckt werden.
(ii) diam(Qy,) = 27" diam(Q).
Setze Qo :=Q.5ei Qu =11 x -+ x I (mit Iy, ..., I, abg. beschrénkte Inter-

valle in R) schon konstruiert. Zerlege I; in zwei abg. Intervalle der halben
Léange

_ 1M, ;@ ;
I]-_I]. UI]. , 1<j<n

Dann
Qm = U 11(51) X Iésl) X --- X Ir(ls”)
~ - — _
(5 1s-++/5n )
e{12}"
Wissen: kann nicht mindestens einer von diesen, nennen wir ihn Q,, 1,
durch endlich viele = kann nicht durch endlich viele der
der U;’s tiberdeckt werden. U;’s iiberdeckt werden.
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Dann auch: diam(Qy41) = 4 diam(Qy) = 2~ "+1 diam(Q).
= Q1 erfullt (i), (ii).
Nach 2.23 3 somita € R" mit {a} = () Qu.Da

meN

aeQC U u;,
iel
Jip € I mita € U;, somit Ie > 0: B(a,e) C U;,. Sei m € N mit diam(Q;,) =
27" diam(Q) < e. Dann, da a € Qy,
Qm C B(a,e) CU;, 4 zu(i).
= Annahme falsch. = 3 endliche Teiltiberdeckung. O
Satz 3.4. A C X, A kompakt = A abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis. Zeige: A beschréankt.

(o]
Seia € X.Dann A C X = |J B(a,n).
n=1N—~—"
offen!

k
= 3ny,...,ne A C U B(a,n;). Sei N := max{ny,...,ng}. Dann A C
Akp. i=1
B(a, N), also A beschriankt.
Zeige: A abg. bzw.: X \ A offen.

xeEX\A=>ACX\{x}= G {y€X|d(y,x)>%}

n=1 S

::U,:)ffen!
k
= dnq,...,nAC U,
Akp. 1T iL:Jl "
= A C Uy mit N := max{ny, ..., ng}.
= B(x, &) CX\A
= X\ A offen. O
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3 Kompaktheit

Satz3.5. A C K C X, K kompakt, A abg. = A kompakt.

Beweis. (U;);¢; offene Uberdeckung von A

=>KCX\AUU U;
N~ eI~

. offen’ offen
K=k>p.311,...,lk€ I:KCX\AUUilU"'Uuik
=>ACUi1U---ULI1-k
= A kompakt. O

Satz 3.6 (Heine-Borel). A C R". Dann:

A kompakt <& A abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis. ,,=":3.4mit X = R".

,<=":Sei A abg. und beschrankt.

A beschrankt = 3 abg. Quader Q mit A C Q. Somit, da Q kompakt nach
3.3 und A abg. nach Voraussetzung, folgt mit 3.5: A kompakt. O

Bemerkung 3.7. (i) Sei A C R, A kompakt. Dann A beschrinkt, also
dsup A,inf A € R. Da 3(xy), (yy) in A mit x, = sup A, y, — inf A,
folgt aus 2.3 (da A insbes. abg.):

infA,sup A € A.

(ii) 3.6 falsch fiir beliebige metrische Raume!
Satz 3.8. Sei (Xy,d) weiterer metrischer Raum und f : X — X; stetig.

(i) K C X, K kompakt = f(K) kompakt (in (Xq,d4)). (Insbes. (R, ds) in Ubun-
gen kompakt!)

(ii) X kompakt = f gleichmiif$ig stetig.

X kompakt, Xy =R = f beschriinkt und nimmt sein Minumum
und Maximum an, d.h.: 3p,q € X
mit f(p) = sup{f(x) | x € X}
und £(q) = inf{f(x) | x € X}

(iii)

Beweis.  (i): (U;);e; offene Uberdeckung von f(K) (in (X1, d1))

= (f~4U;))e offene Uberdeckung von K
2.26 (ii)
k k
= Jiy,..., e LKc U U (U,) = f1(U U,)
Kkp. n=1 n=1

> c U,
n=1
= f(K) kompakt (in (X1,d1)).
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(ii): Seie > 0.Zu x € X 35, > 0mit: f(B(x,dy)) C B(f(x), ). Aber

x=J B(x,%éx).

xeX

k
Somit, da X kompakt, 3xq,...,x € X: X = |J B(xp,6x,). Sei 6 :=
n=1
%min{éxl,...,éxk}. Dann Vz,y € X mitd(z,y) < 6: 31 < n < k mit
z € B(xy, 26x,) und somit
Ay, xn) < d(y,z) +d(z,xn) <y, ,
S—— Y

<6<304, <30,
somit y € B(xy, dy,). Dann aber

d1(F(2), F()) < di(f(2), £n)) +da(F ), (1) <.

~~

<e/2 <e/2

(iii): f ist beschrankt nach (i) und 3.4. Somit nach 3.7 inf f(X),sup f(X) €
f(X), also 3g, p € X mit

inf f(X) = f(q), sup f(X) = f(p)-

Satz3.9. A, K C X, Aabg., K kompakt mit ANK =@ = d(K,A) > 0.

Beweis. Wissen nach Ubungen
x—=dx,A) (=inf{d(x,y) |y € A}), x€X,

ist (gleichmafig) stetig von X nach IR. Somit nach 3.8 (iii) 3xy € K: d(K, A) =
d(xp, A). Aber d(xg, A) > 0,dennsogard(x, A) > 0Vx € K(C X\ A) wegen
folgendem:

Lemma 3.10. x € X, A C X. Dann:

dx,A)=0 & xe€A.
Beweis. ,=": Sei d(x, Alz 0. _
Ang. x g A=x€ X\A=>3e>0:B(x,e) CX\A=>d(x,A)>e>04.
———’
offen

L= x €A = A eAneNx, - x=>d(x,A) <d(x,x,) = 0. O
Ubungen
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3 Kompaktheit

O
Bemerkung 3.11. Ist K in 3.9 nur abgeschlossen, so ist die Behauptung falsch!

Beispiel. X = R?, A := {(x,y) € R? | xy = 0} (= ,Achsenkreuz"), K :=
{(x,y) € R? | xy = 1} (= ,Hyperbel”). Dann A, K beide abg. aber nicht
kompakt, da nicht beschrénkt. Weiterhin AN K = @, aber d(K, A) = 0.

Satz 3.12 (Bolzano-Weierstral). A C X, A kompakt und x, € A, n € N.
Dann 3 Teilfolge (xn, )kew und a € A mit xp, e
—00

Beweis. Ang. keine Teilfolge konvergiert in A

= Vy € Adey > 0:#(B(y,&y) N {xn | n € N}) endlich (denn: sonst Vk € N
In; € N mit x,, € B(y, 1) und ng > ng_y, dann (x, ke Teilfolge mit
Xny k—)_o)o y é)

Aber A C |J B(y,ey), also (da A kompakt) Jyq,...,ym € A mit

m
AC U B(yn, ey,)

n=1

enthélt hochstens A enthilt hochstens
endlich viele Folgenglieder = endlich viele Folgenglieder

=, #{x, | n € N} endlich = 3 Teilfolge (xy,)ren mit xn, = Xy Vk =
Xp€
vn

Xn

L — Xpg €AY O
k—o0
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4 Kurven im R”

Definition 4.1. Sei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall.
Kurve := stetige Abbildung f = (f1,..., fu) : I = R". f heift differenzierbar
(bzw. stetig differenzierbar, falls jedes fi, 1 < k < n, diff.bar (bzw. stetig
diff.bar). (f = ,, Bewegung eines Punktes in IR"”).

Beispiele4.2. (i) r > 0.t + (rcost,rsint), t € [0,27] Kreis (im IR?).
(ii)) a e R", v e R"\ {0}.t — a+vt, t € R Gerade (im R").
(iii) » > 0,c € R\ {0}.t ~ (rcost,rsint,ct) Schraubenlinie (im R3).

(iv) Sei ¢ : I =+ R eine stetige Funktion. Dann ist der Graph von ¢, t —
(t, (1)), t € I, Kurve im R?. (Nicht jede Kurve im IR? ist von diesem
Typ!)

Definition 4.3. Sei f = (f1,..., fn) : I - R" diff.bare Kurve. Fiir t € I heifit

f1(®) = (fit),.... fu(t)) € R"

der Tangentialvektor (physikalisch: Geschwindigkeitsvektor) der Kurve f in
t. Falls f'(t) # 0, heif3t H?’—Egﬂ Tangenten-Einheitsvektor.

Geometrisch:
1y e JEER) = f(F)
£ =lim h ‘
h#0

Sekete

{
Y V[

)
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4 Kurven im R"

Bemerkung 4.4. Kurven sind im Allgemeinen nicht injektiv.

Beispiel. f(t):= (> —1,2—t),t € R.

R

Dann f(R) = {(x,y) € R? | y?> = x> + x*} und f(1) = f(—1) = (0,0). Aber
dennoch, da f'(t) = (2t,3t> — 1), f'(—1) = (=2,2) # (2,2) = f'(1).

Definition 4.5. Sei f : I — R" stetig diff.bare Kurve. f heifst requlir, falls
f'(t) # 0Vt € I. t € I heift singulir, falls f'(t) = 0.

Beispiel 4.6. f(t) := (t?,13),t € R. ,Neilsche Parabel”:

U/

\

\

Dann f(R) = {(x,y) € R? | x > 0,y = +x3/2},und f'(t) = (2t,3t?).t = 0
ist der einzige singuldre Punkt.

Definition 4.7. Seien f : I; - R", ¢ : I, = R" zwei regulidre Kurven,
t1 € I, tp € I mit

f(t1) = g(t2) (Schnittpunkt).
¢ € [0,271] mit

(f'(t),8'(t2))
1 (DI (E) I

cost =
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Bogenldnge

heifit Schnittwinkel von f und g bei t; bzw. f5.

{1ty
f

J

1y

Bogenlinge

Seia,b € R,a <b,und f : [a,b] - R" eine Kurve. Unterteilt man [a, b]
a=ty<th < ---<t=b

und verbindet f(¢;_1) mit f(#;) fiir 1 <i < k geradlinig (d.h.: t — f(t;_1) +
t(f(t) — f(tii1)), tiiq1 <t < t;, 1 <i < k), so erhdlt man einen Polygonzug
mit der Linge

k
prlto - ti) = ;”f(ti) — fltiz)ll.

)

Definition 4.8. Eine Kurve f : [a,b] — R” heif3t rektifizierbar mit Linge L,
falls Ve > 035 > 0, so dass V Unterteilungen

a=ty<thy < ---<t=b

der Feinheity < 0 (17 := 1maxk(ti —ti_q)) gilt:
<i<

lps(to, ... ) = L| < e.
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4 Kurven im R"

Satz4.9. Sei f : [a,b] — R" eine stetig diff.bare Kurve. Dann ist f rektifizierbar
mit Linge

b
- / IF (6] dt.

Bemerkung 4.10. (i) rektifizierbar # stetig diff.bar.
(ii) Nicht jede (stetige) Kurve ist rektifizierbar.
Lemma 4.11. Sei f : [a,b] — R" stetig diff.bar. Dann Ve > 035 > 0:

Hf t_T (@ —f’(t)H <e Vt,T€[a,blmit0<|t—1| <6
Beweis. 1.Fall: n = 1.
f' stetig, somit gleichmaRig stetig auf [, b]. Also Ve > 036 > 0:
t,s€ab], |t—s|<é = |f(t)—f(s)<Le (%)

Seit, T € [a,1],0 < |t — 7| < 6. Dann nach Mittelwertsatz (s. Ana. I, 16.5) 3s
zwischen f und T mit

[ —f0) _ 4
LD res),
also wegen (x)
f(t)
HOE piy| = ip6) - o <
2.Fall: n € N beliebig und f = (f1,..., fu).
Wissen
fO-f@ fil) = fi(1) _ 4
B2 - 0] < v e [BEZ22 - o)
Somit Behauptung klar nach 1. Fall. O

Beweis von 4.9. Sei ¢ > 0. Nach Ana. I, 17.17 (Satz ,liber Riemannsum-
men”), 361 > 0 mit:

M

N ™

b
k
i@ s el )| <
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Bogenldnge

V Unterteilungen a = ty < #; < --- < t;, = b von [a, b] der Feinheit y < ;.
Nach 4.11 35 €]0, 61 mit:

ft) = ftic) 4y € ,
<o = H ti—tiq _f(tl)H = 2(b—a) Vi<i<k
Somit
1<8 = I - fnl = IF GG -] < 5L S vi<i<k
2
Falls Feinheit 17 < §, folgt somit aus (1) und (2)
b k
[ip@nar= i - s < e
p i=1
([l

Beispiele 4.12. (i) ¢ > 0. ,Kreisbogen” in R?
f(t) := (cost,sint), t € [0,¢].

Dann f'(t) = (—sint,cost), also || f'(t)|| = 1, somit
9
L= [Irold=o.
0

(i) f(t):= (t —sint,1 —cost),t € R ,Zykloide”.

2 / e
o~ i,
e : '
b ,
f 2
t w 277

Dann f'(t) = (1 — cost,sint), also ||f'(t)||> = (1 — cost)? + (sint)? =
2(1 — cost) = 4sin? 5. Nun t € [0,271].

27 T
= L= [2[sing|dt=4[sinsds=8.
0 0
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4 Kurven im R"

Parametertransformationen

f i [a,b] - R" Kurve, [a, ] C R Intervall und ¢ : [, ] — [a,b] bijek-
tiv, stetig. Dann ¢ := fo ¢ : [a, ] = R" wieder Kurve. ¢ durch Parame-
tertransformation @ aus f erhalten. Ist ¢ und ¢! stetig diff.bar, heit ¢ C!-
Parametertransformation.

Beachte g([«, B]) = f([a, b]), somit , Kurvenpunkte” gleich, aber verschie-
dener ,,Durchlauf”.

@ orientierungstreu, falls ¢ isoton.
@ orientierungsumkehrend, falls ¢ antiton.

¢ C!-Parametertransformation = ¢'(t) # 0Vt € [a, f] (denn: 9~ 0 ¢ = id,
somit (=)' (¢(t) - ¢'(H) =1).
——
somit #0
Dann: ¢ orientierungstreu (bzw. -umkehrend) < ¢'(t) > 0 (bzw. ¢’ (t) < 0)
Vt € [, B].

a) Tangentialvektoren:
f : [a,b] = R" diff.bare Kurve und ¢ : [&, ] — [a, b] C'-Parametertransformation.
Dann VT € [, f]

@) =((hep) @, s (fiog) (D)
—~—

Tangentialvektor
anginT

(A o), fulo() ) ' (D)
flo@) - ¢
——

—
Tangentialvektor skalarer Faktor
an f in ¢(7) €R\{0}

b) Schnittwinkel:
fi + [ai,bi] = R", i = 1,2, reguldre Kurven. Fir t; € [a; b;] gelte:
f1(t1) = fa(t2). Sei ¢ der Schnittwinkel von f; und f, bei t bzw. ;.
@; : [&;, Bi] = [a;,b], i = 1,2, C'-Parametertransformationen und T; :=
goi_l(ti). Dann g1(71) = g2(1). Sei ¥’ Schnittwinkel von g1 und ¢, bei 7y
bzw. 1. Dann folgt aus a):
¢ = 0, falls ¢; und ¢, beide orientierungstreu oder beide orientie-
rungsumkehrend.
¥ = -9, falls von ¢1, ¢, eine orientierungstreu und die andere orien-
tierungsumkehrend.

c) Bogenldnge:
f : [a,b] = R" stetig diff.bar, ¢ : [&, B] — [a, b] C!-Parametertransformation
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Parametertransformationen

und g := fo¢: [a, ] = R". Dann:

B B
/||g'<r)||dr= /Ilf’(q)(f))ll ()] dr
0 0

+¢/(7)
+ falls orient.erh.
— falls orient.umk.

4 b )
/ 17 (1) dt

Substitutionsregel!

- [ig@nar
\ b J

Also gleiche Bogenlange!

b
- | _ / F (1)l dt.
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4 Kurven im R"
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5 Partielle Ableitungen

Letztes Kapitel: Kurven Abbildungen von R nach R”. Nun betrachte um-
gekehrt Abbildung von R” nach R. Genauer:
SeiUCRY, f:U—-R,(x1,...,x0) = f(x1,...,%n).
Definiere Graph von f
Tpo={(xf(x)) | x €U} (CR™Y,
Niveaumengen von f (= Hohen, linien”, falls n = 2)
Nf(e):={xe U] f(x) =c}, ceR
(legen f eindeutig fest).

Definition 5.1. Sei U C R”, U offen, und f : U — R. f heifstin x € U
partiell differenzierbar bzgl. i-ten Koordinate, falls

f(x +hei) — f(x)
h

AD;f(x) := lim
h—=0
(h#0, x+he;el)
_ 9 oy = )
(_' axi (X) o axi )
,i-te partielle Ableitung von f in x*,

wobei ¢; :=(0,...,0,_ 1 ,0,...,0).
i-te
Bemerkung 5.2. (i) U offen nicht notig. Reicht, dass mindestens eine Folge
(hu)nen in R\ {0} existiert mit x + hye; € UVn. AlsoU = I x --- x I
mit Iy abg. Intervall o.k.!

(ii) Definiere fiir (x1,...,xn) € U fest
fi(®) = flx1, o, %1, § Xiga, - -+, Xn),
§ € R, ,nahe bei” x;. Dann
Dif(x1,...,xn) = fi(x;).

Also: ,i-te partielle Ableitung” =, gewohnliche Ableitung bzgl. i-ter Koordi-
nate mit iibrigen Koordinaten fest”.

Insbesodere iibertragen sich alle Rechenregeln fiir gewohnliche Ableitun-
gen.
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5 Partielle Ableitungen

Definition 5.3. U C R", U offen. f : U — R partiell differenzierbar, falls
AD;f(x) Vx € U, V1 < i < n. f stetig partiell differenzierbar, falls zusdtzlich
alle partiellen Ableitungen D;f : U — R stetig (1 < i < n).

Beispiele 5.4. (i) r(x) := [|x|| = y/x3 + - - + x%, x € R". Niveaumengen:
N;(c) = {x e R" | r(x) = ¢}, ¢ > 0 = Sphéren von Radius c.
x € R"\ {0}. DannV1<i<n

oar ) 211/2 1 5 2y—1/2 Xi
- — (x4 - - Oy = 2L
ox; (x ox; (xy + %) 5.2 (if) Z(Xl o) Y=g

(ii) Sei f : R} — R diff.bar. DannV1 <i <n

aixi(for)(x) = f’(”(x))aa—;(x) _ f’(r(x))%, ‘€ R"\ {0},

5.2 (ii)
+ Kettenregel

(iii) n > 2.

X1X2---Xn n
Fx)i= | 1GP ,falls x € R" \ {0},
0 ,falls x = 0.

Fistin R" \ {0} partiell diff.bar und Vx € R" \ {0}

x ...x a
S e L

Dif(x) =

52 () 7r2"(x)

2
x2...xn anle...xn

W ) )

und D;f(x),...,Duf(x) entsprechend.
Beh. 1. F ist auch in 0 partiell diff.bar.

Beweis. 9£(0) = lim Flhe) _ o <i<n.
it F(0)=0 h—0 h
——
=0, da n>2!
Somit F partiell diff.bar auf ganz R". O

Aber:
Beh. 2. F nicht stetigin 0. (n > 2!)

Beweis. Definiere a; := (% ., %) € R”*, k € IN. Dann a; = 0, aber
—00

P
—00

F({Zk):%: (%)71 — 00, U

P
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Definition 5.5. U C R”, U offen, f : U — R partiell diff.bar. Dann heif}t
der Vektor

grac () i= (520,52 (0) (= T f)
,Nabla”

der Gradient von f in x. (Beachte, x — grad f(x), x € U, ist Abbildung von
U nach R", genannt Gradientenfeld.)

Beispiele 5.6. (i) gradr(x) = ¥, x € R"\ {0} (vgl. 5.4 (i)), wobei Z ein
Vektor vom Betrag 1 in Richtung x ist.

Somit grad (for)(x) = f'(r(x))%, x € R"\ {0} (vgl. 5.4 (ii)), wobei
f or rotationssymmetrisch auf IR" ist!

(ii) U Cc R", U offen, f,g: U — R partiell diff.bar, dann:
V(f8) =gVf+fVg
(dennnach 5.2 (ii) und Produktregel: %}f) (x) = g(x) g—f; (x)+ f(x) g—i (x)).

Definition 5.7. U C R", U offen. Abbildung v = (vq,...,v,) : U - R”
heifst Vektorfeld. v heifit partiell differenzierbar, falls alle Komponentenfunk-
tionen vy, ...,v, partiell diff.bar sind. In diesem Fall heifit die Funktion
divo : U — R definiert durch

", Jv;
divo(x —
=B
die Divergenz von v.

Bemerkung 5.8. (i) Falls v Vektorfeld, wird also jedem x € U ein Vektor v(x)
in R" zugeordnet. Gradientenfeld ist Spezialfall.

(ii) Zum Merken: divo = (V,v) =

Il M:

2y,
8

(iii) Beide Nabla und Divergenz sind partielle Differentialoperatoren:

f=Vf bildet reellwertige partiell diff.bare
Funktionen auf Vektorfelder ab,
v divo bildet partiell diff.bare Vektorfelder

auf reellwertige Funktionen ab.

(iv) Sei U C R", U offen, f : U — R partiell diff.bar, v = (vq, ..
IR" partiell diff.bares Vektorfeld. Dann

div(fv) = (grad f,v) + fdivo,

L) U —
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5 Partielle Ableitungen

denn wegen 5.2 (ii) und Produktregel
Di(fvi) = viDif + fDj;, 1<i<n,
dann summiere iiber i.
Beispiel 5.9. Betrachte Vektorfeld F(x) := Lx), x € R"\ {0}. Da divx =

r(

n
Y %% = yund (x,x) = r?(x), folgt mit 5.6 (i) und 5.8 (iv)
i=1 '

Hohere Ableitungen

U c R", U offen, f : U — R partiell diff.bar. Ist D; f wieder partiell diff.bar,
kann man partielle Ableitungen zweiter Ordnung D;D; f bilden. Genauer (in-
duktiv):

Definition 5.10. f : U — R heif3t (k + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn f
k-mal diff.bar und alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung D;, - --D;,D;, f :
U— R, i,...,5 € {1,...,n} partiell diff.bar. f heiSt k-mal stetig partiell
differenzierbar, falls k-mal partiell diff.bar und alle partiellen Ableitungen
der Ordnung < k stetig.

k
Schreibweise: D;, --- D; f = %-
Ik 11

Satz 5.11. Sei U C R", U offen, f : U — R zweimal stetig (reicht: ,in a”)
diff.bar. Dann¥a € U, Vi, j € {1,...,n}

D;D;f(a) = D;Djf (a).

Beweis. (B:n =2,i=1,j =2 ( 1). Schreibe: (x,y) statt (x1,x2), a =
(aq,a7)!

Seid > 0mit Jay —9d,a1 + d[x]ay —d,a, + [ C U.

~~

Betrachte fiir (x,y) €
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Hohere Ableitungen

feoy) = fx,a2) = (f(ar,y) = far,a2)) D
—_— - -~ 2
=:F(x) = Fy(ar1)
s Fy(81)(x —a1) = (D1f(§1,y) — D1f(§1,42)) - (x — a1)
Ana. 1. 16.5.

furein §; €]a; —J,a1 + 9]

g DiD2f (Bum) - (x —a1) - (v — a2)
Ana.l. 16.5.

fur ein ny €lap —6,a2 + 4|

Vertauschung der Rollen von erster und zweiter Koordinate ergibt: 3(3,, 172) €
Ja1 — 6,a1 + 8[x]ap — J,ap + 5[ mit

Fy) = Flar,y) = (F(x,a2) = Flar,a2)) @
=D1D2f(82,12) - (x —a1) - (y — a2)
Da linke Seiten von (1) und (2) gleich, folgt fiir x # a1,y # a
D>D1£f(81,1) = D1Daf (82, 772).-

Aber (§;,7;), i = 1,2 hdngen von (x,y) ab, und (§;,77;) — 4, falls (x,y) — a.
Da nach Voraussetzung D, D, f und DD, f stetig in a, folgt

Dlef({Z) = DlDZf({Z).

Korollar 5.12. Sei U C R”, offen, f : U — R k-mal stetig diff.bar. Dann
Di---Dyf = Dingy - "Din(l)f

fiir jede Permutation tvon {1, ..., k}.

Beweis. Dajedes 7 aus Vertauschung benachbarter Glieder hervorgeht, folgt
Behauptung aus 5.11 mit Induktion. O

Beispiel 5.13. U C R3, offen, v : U —» R3 partiell diff.bares Vektorfeld.
Definiere Rotation von v durch

rotv := (ivg, - ivz, ivl - i?]g,, iUZ - ivl) (=Vxv).
ax2 aJC3 BX3 8x1 ax1 aX2

Spezialfall: v := grad f mit f zweimal stetig diff.bar =, rotv = rotgrad f =

0.(VxVf=0)
Also: Damit stetig diff.bares Vektorfeld v : U — R® Gradient einer Funkti-
on f : U — R, muss notwendig rotv = 0 gelten!
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5 Partielle Ableitungen

Laplace Operator

U C R, offen, f : U = R zweimal (stetig) partiell diff.bar. Setze

Af = iaz—g = divgrad f ).

z:l 1

Z a_z heif3t Laplace-Operator. Wichtig!

Potentialgleichung:
Af =0.
Solche f heiflen harmonisch.

Sei I C R offenes Intervall (,,Zeiten”). Betrachte U x I C R"t1. Eine zwei-

mal (stetig) partiell diff.bare Funktion f : U x I — R, (x,t) — f(x,t) (mit
(x,t) = (x1,...,xp,t)) heiflt Losung der Wellengleichung, falls

1 9*f .

f— 232 = 0 (Wellengleichung),

und Losung der Warmeleitungsgleichung, falls

Af — 1 af =0 (Wirmeleitungsgleichung),

¢,k €]0, oo[, c= ,,Wellen—Ausbreitungsgeschwindigkeit”, k = ,Temperatur-
leitfahigkeit”.

Beispiele 5.14. (i) f : R} — R zweimal stetig diff.bar, r(x) := ||x]|, x €

R™.
A(for) =?auf R"\ {0}, (f or ist rotationssymmetrisch).
Nach 5.6 (i)
grad(for)zf’or-; (%)
Somit

A(for)=divgrad(for)
= <grad(f’or),§>+f'or-diV§
———r

(%) & Prod.regel
—n-1
{r
_ (frar- X2 4 prap. 121
(:) f or prg +f r p
n—1
= f"(r) + f(r)
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Laplace Operator

(ii) Sei F(x, t) := <= (x 1) € (R3\ {0}) x R, r(x) := ||]-
Beh.

2 ot?
Beweis.
9% 2 9\ cos(r—ct)
AF(x,t)6 <ﬁ+;§)7r .
Aber
0 cos(r—ct) _ sin(r—ct) cos(r—ct)
or r N r 2
2 _ _ e _
0 cos(r —ct) _ _cos(r —ct) +2s1n(r ct) +2cos(r Ct),
or? r r r2 r3
also
AF(x, 1) = _Cos(rr— ct)
_ 1 8_2 cos(r — ct)
2 ot2 r '
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5 Partielle Ableitungen
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6 Totale Differenzierbarkeit

Definition 6.1. U C R", offen, f : U — R™. f in x € U (total) differenzierbar,
falls 3 lineare Abbildung A : R” — R" und 36 > 0 mit

fix+8) =f(x)+ A5+ ¢(§) VEe R mit 8[| <o (%)
und ¢ : R" D B(0,6) - R" mit

im 28 _

g = ()

0

(A = Ay und ¢ = ¢, hingen natiirlich von x ab!)
A heifit die Ableitung von f in x.

Bemerkung 6.2. (i) Fiirn = m = 1ist 6.1 gerade die gewdhnliche Diff.barkeit
auf R' nach Ana. I, 15.6.

(ii) (x) bedeutet, f lisst sich lokal um x ,bis zur ersten Ordnung” durch eine
lineare Abbildung A (die i.A. von x abhiingt A = A(x)) approximieren.

(iii) Wir werden im weiteren A immer mit der Matrix identifizieren, die A bzgl.
der kanonischen Basen in R" bzw. R™ darstellt, also A = (a;j)1<j<m- Sei

12j<n
f=U.0f)l o= (1,...,0m)T. Dann Vg € B(0,6)
() & flrrD=F)+Yal e, 1<i<m
j=1

Somit insbesondere
f diffbarin x & fi:U—=R diffbarin x V1<i<m.

(iv) Statt

_ im 28) _
@(0) =0 und %1:1(1) Tl 0 (%x)
§#0

symbolische Schreibweise: ¢(§) = o(||§]]).
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6 Totale Differenzierbarkeit

Beispiel 6.3. Sei C = (c;;) € M(n x n,R) eine symmetrische n x n-Matrix
und

n
f(x) == (x,Cx) = ) cixixj, x=(x1,...,%) €R"
ij=1
die zugehorige quadratische Form f : R” — R. Fiir x, § € R” gilt

fx+3§) =(x+§ Cx+Cg)
= {x, Cx) + (§, Cx) + (x, C§) + (&, C§)
= {x,Cx) +2(Cx,§) + (&, C3%)
= f(x) + (A8 + ¢(3)

mit A :=2Cx, ¢(§) := (§,C§). Da
l9(E)] < IIENICEN < lIC 18N,

gilt
9(§)
== — 0.
18]l 50
= f diff.bar in x.

Satz 6.4. U C R", offen, f = (f1,..., fm) : U = R™ diff.bar in x € U, also

flx+38) = f(x) + AS+ o(l|E]])
mit A = (a;;) € M(m x n,R). Dann:

(i) f stetigin x.
(ii) Alle f; : U — R, 1 < i < m, sind partiell diff.bar in x mit

(%(x))l<i<m = (aij)1<i<m = A

0x; 12/<n 1<j<n

=:(Df)(x) = J¢(x)

,Differential-“ oder ,Funktional-“ oder , Jacobi-Matrix” von f in x.

Insbesondere A in Definition 6.1 eindeutig durch f bestimmt.

Beweis.  (i):

%i_r)%f(x +3) = f(x) + %E%A“?i% @(8) = f(x).

—— ———
=0 =0
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(ii): Seil <i<m.DannV1 <j<mn, heR(klein)

fi(x + hej) = fi(x) + hajj + ¢;(he;)

also
of; . filx +hej) — fi(x) . @i(he;)
N - T Sl
] ——
_ llptrepl
- || h—0
O

Satz 6.5. U C R", offen, f : U = R partiell diff.bar mit alle D;f, 1 <i < n,
sind stetig in x € U. Dann f total diff.bar in x.

Beweis. Seid > 0mit B(x,6) C U.Sei§ = (§1,.-.,5n) € B(0, ). Definiere

A i
zZ0 = x + ngey, i=0,...,n.

v=1

Dann z(0) = x, 2" = x + Lund z() — z(~1) = E;¢;. Nach MWS (Ana. I, 16.5)

FED) = fED) = Dif ()3

mit y(i) = z(=1) 4 9,Z;e; fiir ein 6; € [0,1]. Somit
. n .
fx+8) = f(x)+ Zf ) - f0D) = Y Dif(y)E;

x) + 2 Dif(x) & + Z(Diﬂy(”) — Dif(x))3i
i=1

=4 =9(5)

Dann

_j; " 1D:£(yD) — D
el s; f) = Dif @) =3 0,

, i-1
da D;f stetigin x V1 < i < nund y(l) =x+ ) Svev + 086 O
v=1

Korollar 6.6. U C R", offen, f : U — R stetig partiell diff.bar = f stetig.

Beweis. 6.4 und 6.5. O
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6 Totale Differenzierbarkeit

partiell diff.bar,

Bemerkung 6.7. Somit: stetig partiell diff.bar = (total) diff.bar = { ot
stetig.

Satz 6.8 (Kettenregel). U C R”, offen, V.C R™ offen, g : U — R", f :
V = RFmit g(U) C V, ginx € Udiffbar, f iny := g(x) diff.bar. Dann
fog:U — RNdiff.bar in x und

D(fog)(x) = Df(g(x)) - Dg(x).

Beweis. Setze A := Dg(x), B := Df(y).
Z.z.: D(f o g)(x) = BA.

Es gilt
g(x+8) = g(x) + AT + ¢(3), 1)
fy+mn) = f(y) + By +9(n) )

mit ¢(§) = o([ISl]), ¥ (1) = o(llnll) (,Kleine” §, 17). Wahle speziell
n:=gx+8§) —g(x) = AT+ ¢(§), 3)

(,/klein”, falls § ,klein”). Somit

(fog)x+8) = f(glx+¥)) (g—)f(g(X) +1)

= f(g(x)) + B(AT + ¢(8)) + p(AS + ¢(3))

2),(3)
= (fo8)(x) + BAE + Bo(§) + 9(AF + ¢(5)) .

~~

=x(8)

—

Wegen (1) = o({|y]) gilt
() = llnllpr(y7) mit %igg)lh(n) =0, ¥1(0):=0.

Somit

X ()l < |IB| ||§0(§)||+||1/J1(A§+¢(§))|| 1AS + @Dl

131l I3l - I3l
N —
— 0 -0
= < i)+ 165
N——r
— 0
§—0
— 0.
§—0
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Korollar 6.9. U C R", offen, V. C R"™, offen, f : V — R diffbar, g =
(81,---,8m) : U — R™ diffbar mit g(U) C V.Dannh =: fog : U - R
diffbar und V1 <i<n

0g;

oh & of
(x1,--.,%n) —]; a—yj(gl(x),...,gm(x))a—)é(xl,...,xn).

ox;

Beweis. Es gilt:

Dh(x) = ()0 e (1)),

DF(()) = (= (8- 5 (5(:),
1 (x) B (x)

Dg(x) = | .
ETONEIE 10

Somit Behauptung klar nach 6.8, da danach

Dh(x) = Df(g(x)) - Dg(x).

Definition 6.10. U C R”, offen, f : U - R, x € U, v € R". Dann heifst

Dof(x) == %f(x+tv)|t:0 = H%w

Richtungsableitung von f in x bzgl. v (bzw. in Richtung v, falls ||v|| = 1), falls
Limes existiert.

Beachte: D, f = D;f = %
Satz 6.11. U C R", offen, f : U — R (total) diff.bar. Dann Vx € U, Vo € R"

Dof(x) = (v, grad f(x)).
Beweis. Definiere g : R — R"” durch

g(t) :==x+tv = (x1 +tvy, ..., xXn + tvg).
Fiir e > 0 klein gilt ¢(] — ¢, ¢[) C U, also ist

h:=fog:]—¢e— R
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6 Totale Differenzierbarkeit

definiert. Somit

va(x)—%f(x+ )‘tzo—%( )
_ 4 af dgi
= ; 3, §(0) 5 (0) = (grad f(x), 0)

O

Bemerkung 6.12. (i) Ist grad f(x) # O, so gilt fiir Winkel ¢ zwischen v und

(ii)

grad f(x)
Dof (x) = cos 8llgrad f(x)]| [[0].

Betrachte nun nur v € R" mit ||v|| = 1.
Dann Dy f(x) maximal, falls v gleiche Richtung wie grad f(x). Also gibt
grad f(x) die , Richtung stirksten Anstiegs” an.

Beachte: Definition 6.1 iibertriigt sich direkt auf Abbildungen f : U — Ej
mit Ep normierter Raum und U offene Teilmenge eines normierten Raum-
es Eq, wobei A zusdtzlich als stetig vorausgesetzt wird. In diesem Fall
heifit totale Diff.barkeit auch Fréchet-Differenzierbarkeit. Beachte weiter-
hin, dass auch Richtungsableitungen auf normierten Riaumen analog defi-
niert werden konnen, d.h.: fir U CEq, f: U —-R,xe U, v € Ey,

Dyf(x) := lim flx+to) = f(x)

, (falls Limes existiert).
t—0 t

f: U — R heifit Gateaux-differenzierbar in x € U, falls Dy f (x) existiert
Vv € E; und v — D, f(x) ist linear und stetig von E; nach R. Fiir E; =
R" sagt 6.11:

Fréchet-diffbar = Gateaux-diff.bar.
Aber Umkehrung (sogar fiir Ey = R" !) falsch. Beispiel dazu in den Ubun-

gen. Dort: Ey = R?, x = (0,0), Dyf((0,0)) = 0Vo € R? und f nicht
stetig in (0,0). (xx) in 6.1 muss wegen 6.4 (i) verletzt sein.

Mittelwertsatz (,,integrale Form*)

Sei to,t1 € R, typ < t; und t — A(t) eine Abbildung von [t, t1] nach

M(m x n,R) (matrixwertig!), also A(f)
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Mittelwertsatz (, integrale Form”)

Definiere
h h
/lqu)dt: ( ‘/aﬁﬁ)dt >1<Km.
to to 1< ]g n
———

falls diese Riemann-
Integrale existieren

Satz 6.13. U C R”, offen, f = (f1,..., fm) : U — R™ stetig partiell diff.bar,
xelUund§ e R"mit {x +t§|0<t <1} C U. Dann

1

Fe+ 8- 7@ = ([ D+ 1) dt) -

0

Beweis. Fixierei € {1,...,m}. Definiere

gi(t) == fi(x + ), teo,1].

Dann

, 6 j=19%j
n a :
_ (/5§&H95ﬂ§
=13 j
(Df (x + tg))i]‘
(|
Korollar 6.14. In der Situation von 6.13 gilt fiir
M:= sup [|Df(x +t)|l,
0<t<1
dass
1 (x +8) = fFC)Il < MIIE]I-
Beweis.
I +9) - 6BH/Dfx+@§dw ; !ﬂDfx+KMHmdt
un en _M
< M|gll-
(|
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6 Totale Differenzierbarkeit

Hilfssatz 6.15. v : [a,b] — R™ stetig. Dann

b b
H/”(f) de < /Hv(t)n dt.

Beweis. Sei

Dann

Nul? = (u,u) = </v(t) dt,u> /(v(t),u) dt
a u a

b b
< / o(®)[| lull dt = [ul / lo(t)] dt.

Somit (da ||u|| # 0)

b b
H/”(” de = [lull < /Hv(t)n dt.
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7 Taylor-Formel. Lokale Extrema

Bezeichnungen. Fira = (a4,...,a,) € N”

|| == a1 + -+ -+ ay
al = wqlog! - - ay,!

Fir f |a|-mal partiell diff.bar

D“f := D{'D52--- D" f = _ M
12 " oxqt- - - oxy

wobei
D;-Xi = DZDz
——
w;-mal
Firx = (x1,...,x,) € R"

L I Y 271
X i=X0X Xy

Lemma 7.1. U C R”, offen, f : U — R k-mal stetig (partiell, auf R" ,egal” !)
diffbar, x € U, § € R" mit {x +t5 |0 <t <1} C U. Dann

g(t) :=f(x+1§), tel01],

k-mal stetig diff.bar, und

dk 1 o o
d_;g(t) = k! |,x|2:kED flx+t8)3"
~~

Summation iiber alle « = (ay, .

Beweis. Beh. Vk € N

R0 = ¥ Dy Dyfr 95

i1 =1

.., 0n) € N" mit |a| = k”

<&y
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7 Taylor-Formel. Lokale Extrema

Beweis. Induktion iiber k:
k=1:

g .\ v p A
E(t) (E;sz(x"'tg)gz-

k—1—k:
dkg d n
ar Y g E(. E _1Dik71"'Di1f(x+t§)§i1"‘§ik71)
Ann. 1) 1=
n n
=Yy 0i( X Dy, D f+DE 5L )
’ jzl il/“'/ik—l:l
n
= Y. Dy Dyf(et 9, i
it ip=1

O

Betrachte festes k-Tupel (i1, ..., i) € {1,...,n}k.Sei(xV = #{l e{l,...,k} | i =
1/}, 1 < v < n. Dann nach 5.12

leDllf(x-i_tk)gllglk:DiélDﬁnf(x‘i'tg) i‘l___gf/(ln‘

Da es aber fiir gegebenes & = (a1,...,a,) € IN" mit |a| = k genau al!.k.!.an!

k-Tupel (i1,...,i) gibt mita, = #{l € {1,...,k} | iy = v} Vv € {1,...,n}
(vgl. Ubungen), folgt aus Beh.

ﬂga): y ——fi——D“-npwfw+¢m I L
dtk |a[=k aq!e ! 1 n 1 n
:Z:EDWu+wg“
! ’
|a|=k ™"

O

Satz 7.2 (Taylorsche Formel). U C R”, offen, x € U, § € R" mit {x +t§ | t €
[0,1]} C U, f : U — R (k+ 1)-mal stetig diff.bar. Dann 36 € [0, 1] mit

f(x_+_§) — E Dai'(x)§a+ 2 Daf(z'+9§)
|oe| <k ’ |a|=k+1 :

g

Beweis. Sei

g(t) == f(x+1t§), telo,1]
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Dann nach 7.1 g (k + 1)-mal stetig diff.bar und nach Taylor-Formel Ana. I.
360 € [0, 1] mit

_y g™©) g% )
sW=0 m T k1)
I I 7.1 | 7.1

£ Y DUWE Y DY+ 055
la|=m " la|=k+1

O
Korollar 7.3. U C R”, offen, x € U, § > 0 mit B(x,8) C U, f : U = R k-mal
stetig diff.bar. Dann ¥§ € B(0, )

fatrn =¥ 20 o

|a| <k

mit g(0) = 0 und lim ﬁ’éﬁ,{ = 0. (Kurz: ¢(§) = o(||E||¥)).

(o)

Beweis. (E:k > 1.Nach7.230 = 6(§) € [0,1] mit

" D*f(x + 0
fary = y Py DUEB)
|a| <k—1 : |a|=k
Df(x) DYf(x +6%) = D*f(¥) u
- Z al Z al § .
la|<k ’ la|:k ’ )
=:9(8)
Aber ¢(0) = 0 und
@) |D*f(x +6%) = D*f(x)] 3"
k hS Z [ k
[/ i al p I3l
1 < JSIE
i TR
da f k-mal o ay
stetig ({iff.bar und u
0=0(8)€[0,1] <1

Bemerkung 7.4. Sei

Dle(x) ist homogenes Polynom vom
Pu(3) := mgm S (‘G pomogenes Rlynom o)
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7 Taylor-Formel. Lokale Extrema

Dann nach 7.3
k

fa+8) =3 Pu@) +9@E) mit ¢(F) = o(lI]").

m=1 : Pi(§) =) Djf(x)§; = (grad f(x),).

j=1
Somit nach 7.3, falls f einmal stetig diff.bar:
flx+8) = fx) + (grad f(x),§) + o([I])-

m=2 : DyE) = % Y DIf(x)EF + Y DD, f(x)§:§;
i=1 i<j
g
= %;DiDjf(x)gigj nach 5.11
17]

1 &2 quadratische Form
= E i]'Z::1 DzD]f(x).gzg] = zur Matrix (%DiDjf(x))l.j

Definition 7.5. U C R”, offen, f : U — R zweimal stetig diff.bar, x € U.
Dann heifdt

(Hess f)(x) := (D;iDjf(x))1<i<n (symmetrisch! nach 5.11)
1272

die Hessesche Matrix von f in x.

Korollar 7.6. U C R", offen, f : U — R zweimal stetig diff.bar, x € U. Dann
Flr+8) = F0) + (grad £(x), ) + 5 (5, (Hess ) ()5) +o((51P).

Beweis. 7.3 und 7.4. O

Lokale Extrema

Definition 7.7. U C R", offen, f : U — R. x € U heifst lokales Maximum
(bzw. lokales Minimum) von f, falls 3 Umgebung V C U von x mit

f(x) 2 fly) (bzw. f(x) < f(y) ) VyeV.
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Lokale Extrema

Falls zusitzlich: f(x) = f(y) = x = y Vx,y € V, so heifdt x isoliertes loka-
les Maximum bzw. Minimum. Lokales Extremum ist lokales Minimum oder
Maximum.

Satz7.8. U C R”, offen, f : U — R partiell diff.bar, x € U. Dann:

x lokales Extremumvon f =  grad f(x) =0.

Beweis. Fiiri =1,...,n definiere

gi(t) == f(x +te;)

firt €] —¢ e[ mite > 0so klein, dass {x+te; |0 <t <e} CcUVI<i<n.
Hat f in x lokales Extremum, so hat jedes g; Extremum in 0, also nach Ana.
I

i(0)=0
Da gQ(O) =D;f(x),1<i< n,folgt

grad f(x) = (D1f(x),...,Duf(x)) = 0.
[l

Ziel: Hinreichendes Kriterium fiir lokales Extremum (bzw. Minimum / Ma-
ximum). Miissen dazu Hess f ndher betrachten!

Definition 7.9. Sei A € M(n x n,R) symmetrisch.

(i) A positiv definit, falls (A, §) > 0V§ € R"\ {0}.
(i) A positiv semidefinit, falls {A§, §) > 0 V§ € R".

(iii) A negativ definit (bzw. negativ semidefinit), falls — A positiv definit (bzw.
positiv semidefinit).

(iv) A indefinit, falls 35,7 € R" mit (§, A§) > 0und (5, Ay) < 0.
Bemerkung 7.10. Bekanntlich ist jede symmetrische A € M(n x n,R) diagona-
lisierbar. Seien A1, ..., A, die Eigenwerte von A. Dann:

A pos.def. & A;>0 V1<i<m,

A pos.semidef. < A;>0 V1I<i<nm,

A neg.def. & A;<0 VI<i<m,

A neg.semidef. & A; <0 VI<i<m,
A indef. & Ji,je{l,... n} mit ;;>0> A

Fiir n > 3 ziemlich schwierig A;’s zu berechnen. Daher folgendes Kriterium von
Hurwitz niitzlich:
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7 Taylor-Formel. Lokale Extrema

Satz 7.11. Sei A = (a;j) € M(n x n, R) symmetrisch. Dann:

air - ik
A pos.def. & det| : | >0 Vke{l,...,n}.

a1 - Okk

Beweis. Vgl. [Fis00, 5.7.7]. O

Satz 7.12. U C R" offen, f : U — R zweimal stetig diff.bar, x € U mit
grad f(x) = 0. Dann:

(i) (Hess f)(x) pos. def. = x isoliertes Minimum.
(ii) (Hess f)(x) neg. def. = x isoliertes Maximum.
(iii) (Hess f)(x) indef. = x kein lokales Extremum.

Beweis. Setze A := (Hess f)(x). Nach 7.6

flx+8)=f)+ %<§, A%y +@(3) mit (%) = o(I3]1%). (1)
Somit Ve > 036, > 0:
()| < ellglI* V& € B(0,5). )

(i): Sei A = (Hess f)(x) pos. def. Sei
S:={§eR"| 3l =1} (=9B(0,1)).
Da S kompakt und § — (g, A) stetig, 359 € S:
a = inf{(§, AZ) | § € S} = (%0, Ao} > 0.
Dann V§ € R" \ {0}

(6, A8) = 1817 24 727 ) 2 I
— =~
€S €S

Fiir § = 0 ist das nattirlich auch richtig, also folgt mit (1), (2)
fle+8) 2 () + SIS = €llgl? VE € BO,60).
Wihle nun ¢ := « /4, dann
flx+8) 2 f)+ FIEIP > f(x) V8 € B(O,8usa).

= x isoliertes lokales Minimum.
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Lokale Extrema

(ii): Klar! (Betrachte — f und wende (i) an.)
(iii): Sei A indef. Dann 3§; € R" \ {0},i = 1,2, mit||§;|| = 1 und
a1 = (81, A%1) > 0 > (52, Af) =: )
Mit (1) gilt fiir t €] — 61, /4, 0)a;/al und i =1,2

Flr+ 1) = () + 3055 ALE) +9(5) = F() + S8+ 9(15)

> f(x)+ 38> f(x) (dag(th) 2 - )
bzw.
a2
1

= x kein lokales Extremum.

<F)+ 20 ) (dagliy < Bp o B2

4

Beispiele 7.13. Im folgenden f : R?> = R, (x,y) — f(x,y).

(i) f(x,y) := c+x%+y> Dann
grad f(x,y) =2(x,y) =0, falls x=y=0,

und

Hess f = (3 g) pos. def.

= (0,0) isoliertes lokales Minimum.
7.12

Graphvon f: Ty = {(x,y,2) € R3|z=c+x®+y?}
~Paraboloid” (n. 0. gedffnet)

63



7 Taylor-Formel. Lokale Extrema

(ii) f(x,y):=c—x?—y* Dann
grad f(x,y) = —2(x,y) =0, falls x=y =0,
und

Hess f = <_02 _02> neg. def.

= (0,0) isoliertes lokales Maximum.
?/1‘2: {(x,y,2) € R® | z = c — x2 — y?} = n.u. gedffneter , Paraboloid”.
(iii) f(x,) = c +? — y2. Dann
grad f(x,y) =2(x,—y) =0, falls x=y =0,

und
2 0 .
Hess f = (0 _2> indef.

= (0,0) kein lokales Extremum.

7.12
rf = {(x/y,Z) S R3 | zZ = C+x2 _yZ}
»Sattelfliche”

€ 4

/7

Y
g x’

(iv) Hess f semidef. Dann keine Aussage moglich.
Bsp.

Aloy) =+, hloy) =25 flyy) =+

Dann grad f1(x,y) = (2x,4y3), grad fo(x,y) = (2x,0), grad f3(x,y) =
(2x, 3y2), also grad f;(0,0) = 0Vk € {1,2,3} und

Hess f¢(0,0) = (3 8) pos. semidef.
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Lokale Extrema

Aber Kklar:
(0,0) isoliertes lokales Minimum fiir f;.

(0,0) lokales Minimum fiir f,, nicht isoliert,
da f,(0,y) =0Vy € R.
(0,0)  kein lokales Extremum fiir f3, da f(t,0) =
2 >0,
falls t # 0,
0>13=f(0,t),fallst < 0.
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8 Implizite Funktionen

U c R?, offen, I ¢ RIntervall, F: U - R, g : I = R beide diff.bar mit
g ={(x,8(x))|xel} cUund

F(x,g(x)) =0 Vxel
Dann mit Kettenregel (Korollar 6.9)

D1 F(x,g(x)) + D2F(x, g(x))g'(x) = 0
also, falls DoF(x, g(x)) #0

D1F(x,g(x))

£ =D Rk g

(%)
Beachte:

(i) Man kann tatsdchlich Diff.barkeit von g so beweisen! Man braucht nur
Stetigkeit (siehe folgender Satz 8.1).

(ii) (%) manchmal niitzlich zur Berechnung von Ableitungen fiir kompli-
zierte g (vgl. Ubungen).

Satz 8.1. Seiena € RF, b € R™, r,1r >0,
Up:={xeR||lx—al|<rn}, U={yeR"|[ly-b]<r}
und
F:U; xU, - R", (x,y)— F(x,y),
(total) diff.bar in (a, b) mit:

(i) F(a,b) =0,

(ii) ?(a, b) := (%(ﬂ, b)) 1<i<m invertierbar.
Y Y 15/2
<j<m

Weiter sei g : Uy — R™, x — g(x) stetig mit g(a) = b, g(Uy) C Up und
F(x,g(x)) =0 Vxe Uj.
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8 Implizite Funktionen

Dann ist g in a diff.bar mit

9 9 -
%(a) - —(%(u, b)) ! —i(a, b) (vgl. (x) fiirm = k = 1),

Beweis. Setze

oF
A= g(a,b) € M(m x k,R)
B:= g—ly:(a, b) € M(m x m,R) invertierbar nach Vor. (ii) !

F diff.barin (a,b) =

x
Fa+x,b+y) = Fa.0) + DFG) () +o(x), - oom) = o(l ),
—— Yy
—_———
[| =0 = Ax+ By
0, falls y:=g(a+x)—b und x € B(0,r1),

somit

~

gla+x)=b—BlAx— B lo(x,g(a+x) — bz Vx € B(0,r1). (+)
= 9(x)

Sei d,e > 0 mit:

1 1 -
X, < —||(x, < — - (||x]|| + Vx € B(0,6), v € B(0,¢).
lo(x, yl 2||B—1||”( yl 3BT (Il +1lyl) (0,9), y € B(0,¢)
(++)

Da g stetig 36 €]0,0[ mit g(B(a,6)) C B(g(a),e). Also folgt aus (+) und
(++):

_ 1
Vxe B(0,0) : llgla+x)—g@ll < [IBT'A| [l + E(IIXII + llga+x) —b[|)
M~ (H)&(++) —
=b <e !

_ 1 1
< (1B All+5) llxll + 5lig(a +x) + bl
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Somit
Ig(a+x) = g(@)ll < (2B~ Al +1) lx]]. (%)
Da g(a) = b, bleibt zu zeigen:
p(x) = o([lx]))-
Aber fiir x € B(0,9) \ {0}
Pl 1B lp(x, g(a+x) = b)|| H( x  glatx) —b)H

x| ll(x,g(a+x) = b)|| (S
—_—— —~ ———
#0, und , klein” fir beschr. beschr.
x klein, da g stetig . wegen () .
—>V 0 beschr.
x—0
—0
x—0

O

Bemerkung 8.2. Betrachte Situation von 8.1 (einschl. Bezeichnungen) und sei F
stetig diff.bar auf Uy x Uyp. Da g—i(a, b) invertierbar, 3 Umgebung Vi x V, von
(a,b), so dass g—l;(x,y) ist invertierbar ¥(x,y) € Vi x V,. Denn:

(x,9) = det (55,

ist stetig (da Polynom) und # 0 in (a,b), somit # 0 in ganzer Umgebung von
(a,b).

Satz 8.3 (,Satz iiber implizite Funktionen”). Seien U; C RK, U, c R™,
beide offen,

F:U; xU, - R", (x,y)~ F(x,y),
stetig diff.bar, (a,b) € Uy x Uy mit
(i) F(a,b) =0,

(ii) 3—1;(11, b) ( € M(m x m,R) ) invertierbar.
Dann:

(i)" Es existieren offene Umgebungen Vi C Uy von a, V, C Up von b und
dg : Vi = V; stetig mit

F(x,g(x)) =0 Vxe V.
Ist (x,y) € Vi x V, mit F(x,y) = 0, dann y = g(x) (insbes. g eindeutig).
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8 Implizite Funktionen

(ii)" Es existieren Wy C V1, Wy offen, mit g stetig diff.bar auf Wy und

Dg() = - (5 (r8() " G(s() VxewWa

Bemerkung 8.4. Man sagt ,implizite Funktion” g entstehe durch ,, Auflosen”
der Gleichung F(x,y) = 0 nach y. Im Allgemeinen oben V; ;C,: u, v, ; U,. Auf
ganz Uy x Uy konnte es zu jedem x mehrere y geben. Beispiel:

Beweis von 8.3. (ii)": Behauptung folgt sofort aus (i)’ und 8.1, 8.2.
(1)": Setze

B:= g_ly:(a, b) ( € M(m x m, IR)) (Invertierbar! Wegen Annahme (ii).)

und definiere G : U; x U; — R durch

G(x,y) :=y—B7'F(x,y), (v,y) €Uy xUp. (G stetig!) (1)
Beachte

Flx,y)=0 & Gy =y, &)

und %—(y;(x,y) =1- B_lg—i(x,y), also %—(y;(a, b) = 0. Da alle Kompo-

nenten von Matrix %—S stetig, 3 Umgebungen W; C U; von a bzw.
W, C U, von b mit

f;lvlalug—j(x,y)ﬂ < % ®)
YyEW,

Seir > 0 mit

Voi={yeR"||ly—bl| <r} C Wa.
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Da G(a,b) = b (nach (3)) und G stetig, 3 offene Umgebung V; C W

von a mit
r
€:= supHG(x,b)—bH <3 4)
xeVy
Beh. 1. Vx € V; 3hochstens einy € V, mit F(x,y) =0, d.h.:y = G(x,y).

Beh. 2.

Beweis. Seiyq,y2 € Va:y1 = G(x,11), y2 = G(x,y2). Dann
ly1 = vall = [IG(x, y1) = G(x, y2)

1
< §||J/1 -2l
6.14,2)

#yl = 2. O

dg : Vi = V, stetig mit F(x, g(x)) = 0, d.h.: g(x) = G(x, g(x))
Vx € Vp. (Da nach Beh. 1 solch ein g eindeutig, ist somit (i) ge-
zeigt!)

Beweis. (vgl. Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes). Sei go(x) :=
bVx e V.
Definiere induktiv g, : V4 = V, durch

gny1(x) == G(x, gn(x)), x€ V1. 5)

Z.Z.:gn(V1) Cc VL, VneN.
Zeige sogar (mit Induktion):

||gn+1 - gn||V1 <27" V¥neNN. 6)
N

(:= sup|gnt1(x) — gn(x)])

xeVy

Dann niamlich VN € IN

N-1
<e) 27"<2e<r, (7)
Vi n=0

N-1
llgn = bllv, = H Y gnt1— 8n
n=0

also insbes. ¢n(V7) C Va.
Zu (6):
n=0:(g1 = gollv, = IG(, b) = blly, (%) .

n= 4 11gnp1 = gullvy = [1G( gn () = Gl gnaa (Dl <

Tlgn —guallyy, < 27(HDe,
Ind.An
= (6).
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8 Implizite Funktionen

N-1
Nach (6) konvergiert gy = Y. (gn41 — 1), N € N, gleichméafig

auf V4, also insbes.
g:= lim gy stetigauf Vi,
N—oo
und
llg—bllv, = lim [lgn —Dlly, < 2e <,
N—oo )

also g(V1) C V,. Weiterhin Vx € V3

G(x, g(x)) G antig Alzlféo G(x,gn(x)) = A1[13rc1>0gN+1(96) = g(x).
= Beh. 2. m
m

Anwendung auf Hohenlinien

U c R?, offen, f:U—=R, (x,y) = f(x,y), stetig diff.bar. c € R,
Nf(c) := {(x,y) e U | f(x,y) =c} ,Hohenlinie zum Niveau c”.

Beschreibung von N¢(c) mit 8.3:

Sei (a,b) € Ny¢(c) mit grad f(a,b) # (0,0), d.h.: %(a, b) # 0 oder %(a, b) #
0. Wende nun 8.3 an auf (x,y) — f(x,y) — ¢, wobei im Fall, dass nur
% (a,b) # 0 die Rollen von x und y zu vertauschen sind.

(a) Ang.: %(u, b) # 0. Dann nach 8.3 3 offene Intervalle I, I, C R mit

(a,b) € I x I, C Uund 3g : I — I, stetig diff.bar mit

Nf(C) NhxIl= {(x,y) el xIp | y :g(x)}

(b) Ang.: %(u, b) # 0. Dann nach 8.3 3 offene Intervalle [}, ], C R mit
(a,b) € J1 x Jo C Uund 3§ : J, — J; stetig diff.bar mit

Ne@nhixh={(xy) e hxh|x=gy}
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Umbkehrabbildungen

Hohenlinie in Umgebung von Punkt (a,b) mit grad f(a,b) # 0 ist stets
Graph einer Funktion y = y(x) oder x = x(y).

Beispiel 8.5. f: R? = R, f(x,y) := x> + y*. Dann
grad f(x,y) = 2(x, ).

N¢(0) = {(0,0)}. Nf(c) = @, fallsc < 0.Seic > 0,dann grad f(x,y) # (0,0)
Vx,y € Nf(c) und

N¢(c) = {(x,y)elR2|x2+y2—c}
= {(x,y)elR2|x€]—\/E,\/E[,y=\/c—x2}
U {(x,y) € R? | x €] =Ve, Ve, y=—-Vie—x?}
U {(x,y) € R? |y €] = Ve, Ve, x =y/c—y?}
U {(xy) €eR? |y €] = Ve, Ve[ x = —\[c—y?}

Umkehrabbildungen

U;, Uy C R”, offen, f : U; — U, stetig diff.bar.
Wann f bijektiv und wann Umkehrabbildung g : U, — U, diff.bar?
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8 Implizite Funktionen

Ang. 3¢ und (total) diff.bar. Dann nach Kettenregel fiir a € U,
Dg(f(a))Df(a) = D(idy,) = 1 (:= () ).

= Funktionalmatrix Df(a) invertierbar (notwendige Bedingung!). Auch
hinreichend, falls man U;, U, verkleinert! Denn man hat:

Satz 8.6 (,,Satz iiber inverse Funktionen”). U C R", offen, f : U — R"
stetig diff.bar, a € U. Sei D f(a) invertierbar. Dann 3 offene Umgebung V. C U
von a und offene Umgebung V' von f(a) mit:

f:V =V bijektiv
und Umbkehrabbildung

g =tV v
ist stetig diff.bar mit

Dg(f(a)) = (Df(a))~".

Beweis. Sei F : R" x U — R" definiert durch
F(x,y):==x— f(y), (stetigdiffbar!).
Dann fir b := f(a)
F(b,a) = 0.

Da g—l;(x, y) = —Df(y) und Df(a) invertierbar, ist 8.3 auf F anwendbar,

somit 3 offene Umgebungen V' von b, V" C U von 4 und genau ein g :
V' — V" mit

0=F(x,g(x)) =x - f(g(x)) VxeV ()
und g stetig diff.bar auf V'. Setze
Vi=V"'nf L.

Dann V offene Umgebung von 4, und nach (%) ist f : V — V' bijektiv mit
Umkehrabbildung f~! = g. Mit Kettenregel

1 = D(idy)(a) = D(g© f)(a) = Dg(f(a))Df(a),

also
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Umbkehrabbildungen

Beispiel 8.7. f:]0,00[xR — R?, f(r, ¢) := (rcos ¢, sin ). Dann

cos@ —rsing
sing rcos¢

Df(r, ) = ( ) und det(Df(r,¢)) =r>0.

Somit nach 8.6 f lokal um alle (7, ¢) €]0, co[ xR invertierbar und

05,0 = (S5 md).

r r

Falls (x,y) := f(r, ¢), alsor = \/x2 + 2, % = cos ¢, £ = sin g, folgt

X Y
(Df(r, ) = (‘/’fﬂz ‘/"fff) = Dg(x,y), (+)

ry? X2

wobei g := f -1 lokal”. (Beachte f nicht injektiv.)
Konkret: V :=]0,00[ x | =%, %[, V' :=]0,0[xR, dann

f:V= Vv’ bijektiv,
und
g:V =V

kann explizit berechnet werden als

— (Jx2 412 y 4
g(x,y) = ( X’ +y ,arctanx), (x,y) e V.
Dann Dg direkt berechenbar, und man kann (+) checken. f ist surjektiv von
10, o[ xR auf R?\ {0}, aber nicht injektiv, da f(r, ¢) = f(r, ¢ +27k) Vk € Z.
Ist f(r, @) = (x,y), d.h

X =71CosQ,

y =rsing,

T ! >
l X =¥ &5 4
(r = \/x%2+y?, ¢ eindeutig bis auf ganzzahlige Vielfache von 27) heilen

(r, ¢) Polarkoordinaten von (x,y).
Komplexe Schreibweise: x + iy = re'?.
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8 Implizite Funktionen

Lokale Extrema mit Nebenbedingungen

Satz 8.8. U C R”, offen, f : U — R stetig diff.bar,

M:={xelU]|f(x)=0} (=Ny0)),

a € M mit grad f(a) # 0. Weiter h : U — R stetig diff.bar, mit a lokales Maxi-
mum (bzw. Minimum) unter der Nebenbedingung f = 0, d.h.: 3 Umgebung
V c U von a mit

h(a) > h(x) (bzw. h(a) <h(x)) VYxe MNV.
Dann 3A € R (,Lagrange-Multiplikator”) mit:

gradh(a) = Agrad f(a).

)  motwendige Bedingung”! .

Geometrische Beschreibung 8.9. Betrachtein 8.8 Fall n = 2. Auf der Hohenli-
nie M = N¢(0) dndert sich die Funktion f nicht ( f = 0auf M !). Also hat grad f
keine Komponente ,,parallel” zur Hohenlinie, also ist grad f senkrecht zur Hohen-
linie Nf(O). Aber ,entlang” der Hohenlinie hat h Maximum (bzw. Minimum) in
a € N¢(0), also notwendigerweise kann auch grad h keine Komponente , parallel”
zu N¢(0) haben, also steht grad h senkrecht auf N¢(0). Also grad f parallel zu
grad h, also z.B.

(Ahnlich fiir beliebige n € IN).

Beweis von 8.8. (E: ;—xn (a) # 0 (sonst nummeriere Koordinaten um!).
Setze fiir x = (x1,...,x4) C U, ¥’ := (x1,...,%,_1), also x = (¥, x,),
a = (a',a,). Nach 8.3 3 offene Umgebung V' C R"*~! von ' und offene
Umgebung V" C R von a, mit V' x V" C U sowie 3g : V! — V" stetig
diff.bar, so dass f(x',g(x")) = 0 Vx' € V'. Insbes.

MO (V' x V") ={xe V' xV"|x, =g(x")}.

Mit Kettenregel 6.9 folgt

— i !/ ! i / ' a_g ’ . B
0= axi(a,g(a))-i-aXn(a,g(zz))aXi(g) Vi<i<n—1. 1)
_:an _:gn
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Lokale Extrema mit Nebenbedingungen

Definiere H : V! — R durch H(x') := h(x’,¢(x")). Da h in a auf M lokales
Extremum hat, hat H in 4’ auf V' lokales Extremum, also nach 7.8

_oH ., oh dh , . dg ,
= _ < < _ ‘
aJCz vgl. 0X; (a) + axn( )axl (@) Vi<i<n-1 2)
oben
NunVvVli<i<n-—1:
-19f
1 :>
D Lo =--(£0) Lo
(—_2>) ax; a —?Tn(a)(a(a)) axl( a),
=\

(trivialerweise auch richtig fiir i = n!).

= grad h(a) = Agrad f(a). O
Beispiel 8.10. Sei A = (a;;) € M(n x n, R) symmetrisch und

\/

h(x) := {x, Ax) E AjjXiX;
i,j=1

zugehorige quadratische Form.
Wollen Extrema von & auf dB(0, 1) bestimmen. Dazu setze

f(X) = <X,x)—1: ixiz_]’
i=1
M:=Ng(0) ={x e R" | [[x[[ =1} (=09B(0,1)).
Weiter

grad f(x) =2x #0 Vxe M,

dh = 2Ax.
grad h(x) 63 X

Da M kompakt und # : M — R stetig, 32 € M mit a ist Maximum (bzw.
Minimum) von k. Nach 8.8 3A € R mit

Aa = Aag,

d.h.: a ist Eigenvektor von A und Lagrange-Multiplikator A ist zugehoriger
Figenwert. Da

h(a) = (a, Aa) = {(a,Aa) = A

aeM

wird Maximum (bzw. Minimum) bei Eigenvektor zum gréfiten (bzw. klein-
sten) Eigenwert angenommen.
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8 Implizite Funktionen

Bemerkung. Oben mitbewiesen: Symmetrische reelle Matrix hat mindestens einen
reellen Eigenwert. Dann kann man per Induktion zeigen, dass alle Eigenwerte re-
ell.
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9 Parameter-abhingige Integrale

Lemma 9.1. [4,b] C R kompaktes Intervall, U C R™ beliebig, f : [a,b] x U —
R, (x,y) = f(x,y) stetig. Seien y; € U, k € IN, mit ¢ := limy, € U. Dann
konvergieren die Funktionen

Fo:[a,b] = R, Fe(x):= f(x,yx), x€]lalb],
fiir k — oo gleichmiifdig gegen die Funktion
F:la,b] >R, F(x):= f(x,c), x€]lab].

Beweis. Nach 3.2 (i) ist
Q:={yx| ke N}U{c} kompaktin R",

also abgeschlossen und beschrankt. Nach 1.7 (ii) ist [4, b] x Q abgeschlossen
in R1*" und offensichtlich beschriankt, somit nach 3.6 kompakt, also nach
3.8 (ii)

flapxo gleichmiBig stetig.
Sei nun ¢ > 0. Dann 35 > 0 mit: V(x,y), (x",y') € [a,b] x Q
I y) = (Yl <o = |f(xy) - f(L Yl <e
Da y, = ¢, AN € N mit:
le—yell <5 VK> N,

(Also: ||(x,yx) — (x,0)|| < 6 Yk > N.)
Somit Vk > N

[F(x) = B()| = [f(x,0) = f(x,yi)| <& Vxe&lab].
(|

Satz 9.2. Sei [a,b] C R kompaktes Intervall, U C R™ beliebig, f : [a,b] x U —
R stetig. Definiere

b
o(y) == / Foy) de, yell.

Dann ¢ : U — R stetig.
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9 Parameter-abhingige Integrale

Beweis. Seic,y; € U, k € N, mit y; — c¢. Dann gilt mit Bezeichnungen aus
9.1

b b

e(yr) = /Fk(X) dx, ¢(c) = /P(x) dx.

a a

Danach 9.1 Fy — F gleichmi8ig auf [a, b], folgt mit Satz 20.11 aus Ana. I

b b
p(c) = /F(x) dx = lim/Fk(x) dx = lim @(yy).

Lemma 9.3. Seien I, ] C R kompakte Intervalle und

fiIx] =R, (xy) = f(xy),

stetig, nach der zweiten Variable stetig partiell diff.bar. Sei ¢,y € J, k € N, mit
Yk — cund c # yx Vk. Definiere fiir k € IN

Fu(x) = foy) = fx,0)

Yk —¢C

F(x) := %(x,c).

x €l

Dann F, — F gleichmdif$ig auf I.

Beweis. Sei ¢ > 0. Die stetige Funktion D,f : I x | — R ist nach 3.8 (ii)
gleichmifig stetig, somit 36 > 0:

xe€lLyy €mitly—y'|<d = |Daf(x,y)—Daf(x,y)| <e.

Nach MWS der Differentialrechnung gibt es Vx € I, k € IN ein 7;(x) zwi-
schen ¢ und yj mit

Fi(x) = Daf (x,1x)-

Sei N € IN mit: |c — yx| < § Yk > N. Dann auch |¢ — #;(x)| < 6 Vk > N.
Somit Yk > N

IF(x) - F(x)| = [Daf (x,0) — Daf(x, gi(x))| <€ Vxel.
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Satz 9.4. Seien I, ] C R kompakte Intervalle und f : I x ] — R stetig, nach der
zweiten Variablen stetig partiell diff.bar. Definiere

o) == / F(x,y) dx.
1

Dann ist ¢ : | — R stetig diff.bar und

_ [

de
_()_
I ay

dy (x,y) dx.

Beweis. Seic,yx € |,k € N, mit yy — c und y; # ¢ Vk. Seien F, F wie in 9.3
definiert. Da F, — F gleichméfig auf I, gilt nach Satz 20.11 aus Ana. I

do . @yr) —ele) _ . L
@(c) = hm? = hml/Fk(x) dx = /F(x) dx

= / %(x, c) dx.
I

—_——
stetig auf I x ] nach Vor.

/

stetig auf I nach 9.2
O

Korollar 9.5. Sei [a,b] C R kompaktes Intervall, U C R" offen und f : [a, b] x

U->TR, (x,y1,.--,Yn) = f(xX,y1,...,Yyn) stetig, bzgl. y1,. .., yn stetig partiell
diff.bar. Dann V1 < i <mn

b b
d _ of
a—%/f(x,yl,...,yn) dx—/a—yi(x,yh...,yn) dx.

Beweis. Definition von partieller Ableitung und 9.4. O

Satz 9.6. Sei U := B(0,r) (CR" )mitr >0undv = (vy,...,0,) : U > R"
stetig diff.bares Vektorfeld. Dann sind dquivalent:

(i) 3f : U — R" zweimal stetig diff.bar mit
gradf =v auf U.

(ii)
% _ af}]

= — <ij<n.
;o Visijsn
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9 Parameter-abhingige Integrale

Beweis. (i) = (ii):V1<i,j<n
v _ *f _ Pf

a_Xj N ax]-axi 511 axiaxj

(ii) = (i): Definiere

I
1=

f(x):

Il
—

Dann mit9.5V1 <j<n

1
%(x) ZZ(%/TH(W dt x1+z
0

- _J
axi

dv;

1
vi(tx) dt)x;, xe€U.
(foa

1
0

L1 1
9:5; (/tDjvi(tx) dt)Xi+/Uj(tx) dt.
0 0
Aber fiir x € U fest
d n
ﬁ(tvj(tx)) = v(tx) +t Zl Djv;(tx)x;
i=
( 5 vj(tx) +tZDv (tx)x;
Somit
o [ d 1
3 C :/d_ foj(t2)) dt = ()] = o(x).

Insbes. dann auch f zweimal stetig diff.bar.

Doppelintegrale

Satz 9.7. [a,b], [c,d] C R kompakte Intervalle und f : [a, b] %

Dann
d

j(/f(xy dy

c
———
stetig in x
nach 9.2
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/ / fx,y) dx) dy.

%,_/
stetigin y

nach 9.2

=0

[c,d] = R stetig.



Eulersche Ditferentialgleichungen der Variationsrechnung

Beweis. Definiere ¢ : [c,d] = R durch

p(y) == /b ( /y f(x,t) dt) dx.

¥

Dann ¢(c) = 0 und F(x,y) := [ f(x,t) dt, x € [a,b], y € [c,d] ist stetig
c

partiell diff.bar nach y und stetig auf [a,b] x [c, d], denn

y v
Py~ )1 < [17Genldes [1fGn - f0, 0 ar
4 c

d

<ly=yl sup £+ [lren — o) ar
x€la, ’ ~~

te(c,d)

€ vt falls |x — x'| Klein,
d—c /7 wegen f glm. stetig.

Somit nach 9.4

O

Bemerkung 9.8. Analoger Satz gilt fiir Mehrfachintegrale, d.h.: f ist auf Quader
Iy x -+ x I, C R" definiert.

Eulersche Differentialgleichungen der Variationsrechnung

I = [4,b] C R kompaktes Intervall und
L:IxRxR—-R, (typ)— Lty p)
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9 Parameter-abhingige Integrale

zweimal stetig partiell diff.bar. Bezeichne C2[a, b] den Vektorraum aller zwei-
mal stetig diff.baren Funktionen f : [2,b] = R und fiir ¢1, ¢; € R, fest,

K:={ge€ C2[a, b] | p(a) =c1,9(b) =c2 }.
Definere Abbildung S : K — R durch

b
ﬂm:/wwmwmwnweK

a

Problem der Variationsrechnung: Finde ¢ € K mit

5(¢) =inf{S(y) | p € K}.

Satz 9.9. Mit obigen Bezeichnungen gilt: Eine notwendige Bedingung fiir ¢ €
K, dass S(¢) = qi)n?(S(l/J), ist:
€

% g_i(t"/’(t)ﬂl)'(f)) ~ (), ¢ (1) =0 Vi€ lab,

,Eulersche Differentialgleichung”.

Achtung: Solch ein ¢ muss nicht existieren!

Beweis. Sei ¢ € Kmit S(¢) < S(¢) V¢ € K, und g : [4,b] = R beliebig,
zweimal stetig diff.bar mit

8(a) = g(b) = 0. (1)
Fire € Rist ¢ + eg € K, somit: S(¢) < 5(¢ + €g). Definiere
F(e) :=S(p+eg), €€

Mit 9.4, 9.5 folgt (Voraussetzungen sind erfiillt! N:

b
dF 0
%© = [ L o) +e5(0),¢'(1) +eg'(1) dt @
Jund ..” !
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Eulersche Ditferentialgleichungen der Variationsrechnung

Aber mit partieller Integration und (1) gilt

F oL , oL
[ 58 @a= g0,

/g di_ -))dt.

(D

Da F in ¢ = 0 Minimum hat, folgt dann aus (2)

b
=0 = / [§—§<t,¢<t),¢'<t>> -4 g—iﬁwp(f)@'(f))]g(” at.

Nun folgt die Behauptung aus folgendem Lemma. O

Lemma 9.10. Seia,b € R, a < b, f : [a,b] — R stetig. Fiir jedes ¢ € C*[a, b]
mit g(a) = g(b) = 0 gelte

b
| fgtey e =

Dann f(t) = 0Vt € [a,b].

Beweis. Wegen Stetigkeit von f reicht z.z.:

f(t)y=0 Vte€la,b]
Ang. 3x €]a, b[ mit f(x) # 0. E: € := f(x) > 0 (sonst betrachte (—f)).
Dann 36 > 0: [x — J,x + J] C [a,b] und

f(6) =
Es existiert g : [2,b] = Ry zweimal stetig diff.bar mit

g(x)>0 und g(t)=0 Vt¢g[x—0,x+7]. (%)
(Denn betrachte

0 ,falls £ <0,
h(t) = {e—l/t

Vie[x—6,x+4].

N[ m

,falls t > 0,

dann h nach Ubungen beliebig oft diff.bar, also ist auch g(t) := h(6? — (t —
x)?) beliebig oft diff.bar auf [a, b] und g erfillt (x).)

Dann
x+0 x+0
/ ) dt = /f dt>—/g £ dt>0. 4
x—0
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9 Parameter-abhingige Integrale

Beispiel 9.11. a,b,c,d € R, a < b und

K:={p € Cab] | p(a) =c, (b) =d}.

Sei

b
S(p) = / A1+ (¢'(1))? d)ff9 Lange der Kurve t — (t,¢(t)), t € [a,b].

Wollen S(¢) auf K minimieren: Suche also kiirzeste (g, ¢) mit (b, d) verbin-
dende Kurve.

Wt Zad 4
0( T : |CC,o{>
C -k \
a9 3
: 7
1 L

Anwendung von 9.9 mit

L(t,y,p) = /1+p?

ergibt: Ist ¢ Minimum von S auf K, so muss gelten:

oo 4Ly A4 P
te_ ,ay_o at T+ (' (D)
E .
_ @' (t) o ¢'(t)e" (1)
= Vireor "Yar e
_ ((P’(t))z
= 0=¢"() (1- 1 ¢’(f))22
1
ETICI0
= ¢'()=0 = {t)=a+pt fir x,peR

Ana.l

Wegen ¢(a) = ¢, ¢(b) = d muss gelten

c=a+pa, d=a+pb
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Eulersche Ditferentialgleichungen der Variationsrechnung

also g = Z%Z und a = %. Somit

(t)_ad—bc_'_c—dtL
P =Ty T

Also ¢ Gerade von (g, c) nach (b,d). Dass ¢ auch tatsdchlich S tiber K mi-
nimiert, kann man hier durch einfache geometrische Uberlegungen zeigen.
Im Allgemeinen ist es jedoch schwierig zu zeigen, dass das durch 9.9 ge-
fundene moégliche Minimum auch tatsdchlich eins ist.

Bemerkung 9.12. 9.9 kann sofort auf hohere Dimensionen verallgemeinert wer-

den:SeiL : [a, )] x R"xR" - R, (t,y1,.. -, Yn, P1,-- -, Pn) = L(L, Y1, .-, Yn, P1, - -

zweimal stetig partiell diff.bar und K die Menge aller ¢ := (¢1,..., ¢n) : [a,b] —
R", zweimal stetig partiell diff.bar mit p(a) = ¢, (b) = d, fiir c,d € R" fest
vorgegeben. Sei S : K — R definiert durch

b
5(9) = [ Lt @1(0)- 0u (0,910, g3 (1) .

Sei ¢ € Kmit S(¢) = inf{S(y) | ¢ € K}. Dann

d oL , aL
T a_pi(t'(P(t)'(P (t) — 5

i

(t9(t),¢/() =0 VI<i<n,

,Eulersche Differentialgleichungen”.
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9 Parameter-abhingige Integrale
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10 Gewdohnliche Differentialgleichungen:
Existenz und Eindeutigkeitssatz

Definition 10.1. Sei G C R>und f : G — R, (x,y) — f(x,y) stetig. Dann
heifst
y' = f(xy) )

Differentialgleichung erster Ordnung. Eine Losung von (1) ist eine auf Intervall
I C R definierte, diff.bare Funktion ¢ : I — R mit:

@) Ty (= {(x,@(x)) | x € I}) CG,
(b) ¢'(x) = f(x, p(x)) Vx € L.

Bemerkung 10.2. ¢ Losung von (1) genau dann, wenn fiir xy € 1 fest
X
o) = plxo) + [ Ft,p(0) dt, ®
Xo

(nach Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung!).

Damit (1) aber nicht gelost, da ¢ in rechter Seite auftritt (es sei denn f hingt nicht
von y ab). Aber mit Hilfe der dquivalenten Umformulierung (x) von (1) werden wir
(1) spiiter losen.

Geometrische Interpretation 10.3. Diff.gleichung y' = f(x,y) auf G C R?
bestimmt Richtungsfeld: In jedem (x,y) € G ist ein Vektor (1, f(x,y)) vorge-
geben. Eine Losung ¢ : I — R ergibt vermige x — (x,¢(x)) eine Kurve in
G, so dass das Geschwindigkeitsfeld dieser Kurve gerade durch das Vektorfeld
(x,y) = (1, f(x,y)) gegeben ist, also

(4, "(x-‘dl)
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10 Gewohnliche Ditferentialgleichungen: Existenz und Eindeutigkeitssatz

Losungen nicht eindeutig! Man braucht ,, Anfangswertbedingung™!
Bsp.

1) G=R; xR

Y

x.

floy) =

Losungen: ¢(x) = cx, ,Geraden”:

b) G=R xR}

Definition 10.4. Sei G C R x R" und f := (f1,..., fu) : G = R", (x,y) —
f(x,y) stetig. Dann heifit

yll :fl(x/yl/"'/yn)

]/l = f(x,y) =N ()

y:’l :fn(x/yll"'/yn)
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Reduktion auf ein System 1. Ordnung

ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine Losung von (2)
ist auf Intervall I C R definierte diff.bare Funktion ¢ : I — IR" mit:

(@) Ty CG,
(b) ¢'(x) = f(x, (x)) Vx € L.
Definition 10.5. Sei G C R x R" und f : G = IR stetig. Dann heifst

y(") = f(x,y,y/, . _,y(”_l)) (3)

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Eine Losung von (3) ist auf Intervall
I C R definierte n-mal diff.bare Funktion ¢ : I — R mit

@ {(x, 9(x),¢'(x),...," D(x)) |x €I} CG,
(b) ¢"(x) = f(x, @(x),¢'(x),..., 9" V(x)) Vx € I.

Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Man kann Dgl. n-ter Ordnung auf System von Dgl.’s 1. Ordnung zurtick-
fiihren. Dazu betrachte das Dgl.system

(Y0 =1
N1=12
\: (4)
Yn—2 = Yn-1
\ y;l—l = f(xryOIylr . . -ryn—l)
Setze
Yo ]{1
Y = : und F(x,Y):= :
Yn—1
S £ Y)
Dann (4) 4quivalent zu
Y' = F(x,Y). (5)

Seinun ¢ : I — R Lésung von (3), d.h.:

oM (x) = f(x, 9(x),..., 9" V(x)) Vxel
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10 Gewohnliche Ditferentialgleichungen: Existenz und Eindeutigkeitssatz

Dann 16st
¢
q)l
$ .= ) I - R”
(=1
Dgl.system (5).
Sei umgekehrt
Po
$ = : :I - R"
Pn—1

Losung von (5) (& (4) ).
Beh.: ¢ := ¢p : [ = R 16st (3).

Beweis. @ 10st (4). Also

¢'=9p=¢1
9" =91 =92

"D = ¢, = P
und

oM =@y = fO P01 pum1) = (9,90, ¢", ")
O

Entsprechend fiir Systeme von Dgl.’s n-ter Ordnung!

Also sind (3) und (4) ( & (5) ) dquivalent, d.h.: Die Losungen stehen in ein-
eindeutiger Beziehung zueinander.

Beachte besonders wichtig (z.B. in der Physik) Fall n = 2.

Bemerkung 10.6. [n diesem und nichsten Kaptiteln werden gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen betrachtet. Also gesucht: Funktionen von einer Variablen. In
Kapitel 5 haben wir dagegen Beipiele partieller Differentialgleichungen gesehen
(Laplace-, Wiirmeleitungs-, Wellengleichung), d.h.: Funktionen mehrerer Varia-
blen gesucht, die Gleichungen fiir ihre partiellen Ableitungen geniigen.

Definition 10.7. Sei G C R x R", f : G — R". f geniigt (in G) Lipschitz-
Bedingung (oder kurz: f ist Lipschitz) mit Lipschitz-Konstante L > 0, falls

1f(ey) = fe Il < Llly =gl Y(xy), (x,9) €G.
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Reduktion auf ein System 1. Ordnung

f gentigt in G lokal einer Lipschitz-Bedingung (oder kurz: f ist lokal Lipschitz),
falls ¥(a,b) € G Umgebung U existiert mit f gentigt Lipschitz-Bedingung
in G N U mit einer gewissen (von U abhangigen Lipschitz-Konstanten L >
0.

Satz 10.8. Sei G C R xR" offen, f : G = R", (x,y) — f(x,y) bzgl. y =
(y1,- .-, yn) partiell diff.bar und (x,y) — g—;(x, y) stetig V1 < i < n. Dann f
lokal Lipschitz in G.
Beweis. Sei (a,b) € G. Dann 3r > 0 mit

Vi={(xy) eRxR"||x—a| <7, [ly-b]| <r} CG.

V ist kompakte Umgebung von (a,b). Wegen Stetigkeit der Komponenten
der n x n-Matrix % folgt

o of
L:= sup{“a—y(x,y)ﬂ ‘ (x,y) € V} < .
Aus MWS 6.14 folgt somit:
IfCoy) = fl DI < Lily =gl V(x,y), (x,7) € V.
O

Satz 10.9 (Eindeutigkeit). Sei G C R x R", f : G — R” stetig, die lokal
Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien ¢, : I — R" Losungen der Dgl.

v = f(xy)
iiber einem Intervall I C R. Falls
@(x9) = P(xo) fiirein xp € I,

dann

e(x) = ¢(x) fiiralle x € 1.
Beweis. Der Beweis geht in 3 Schritten.

Schritt 1: Zeige: Ist p(a) = ¢(a) fureina € I, so Je > 0 mit ¢(x) = P(x)
Vxelna—ea+e].

Per Integration folgt aus ¢'(x) = f(x, ¢(x)), ' (x) = f(x, P(x)) wegen
@(a) = ¢(a) furallex € I

X

0() ~9(x) = [ (Ftp(0) = Ftp(®)) dt (e R ).

a
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10 Gewohnliche Ditferentialgleichungen: Existenz und Eindeutigkeitssatz

Da f lokal Lipschitz, 3L > O und ¢ > 0:
I£(t, 0(0) = £t 91D < Lo —9(t)| ¥t e IN[a—6,a+0].

Dann aber
max(a,x)
lo@) =9I <L [ llo® - poll dt ¥xeInla—b,a+3)
min(a,x)

p(x) =¢(x) VYxeln[a—d,a+7]
Gronwall
(vgl. Ubungen zu Ana. I)

Schritt 2: Zeige: ¢(x) = p(x) Vx € [ mit x > xo.

Seixj :=sup{§ €l|¢ =19 auf [x,§]}. Falls x; = rechte Intervall-
grenze, sind wir fertig. Falls nicht 36 > 0 mit [x,x; + 6] C I. Da ¢, ¢
stetig, gilt ¢(x1) = ¥(x1) und somit nach Schritt 1 3¢ > 0 mit

p(x) =9P(x) VYxelnx;—ex+¢

= 4 zur Maximalitét von x;.
x1+e>x71

Schritt 3: Zeige: ¢(x) = ¢(x) Vx € I mit x < x( analog!

Beispiel 10.10. Dgl,, fiir die 10.9 nicht gilt:
y' =y*? (definiert auf R x R). (%)

Eine Losung ¢o(x) := 0 Vx € R. Andere Losungen

Pa(x) := %(x—a)a’, x €R,

fiir a € R beliebig. Auch ¢g(a) = p,(a) = 0. Also 10.9 nicht giiltig! Weitere
Losungen: Sei b < a2 < cund

Pp(x) S fallsx <b,
P(x):=<0 Jallsb <x <y,
Pe(x) L fallsx >,

diff.bar ( ) und 16st (x) ( )

Auch ¢(a) = 0. Nach 10.9 also f(x,y) = y*/3 nicht tiberall lokal Lipschitz.
Fury #0, %f(x, y) = 3y~1/3, also nach 10.8 f lokal Lipschitz auf R x (R \
{0}). Aber f erfiillt in keiner Umgebung von (a,0) Lipschitz-Bedingung.
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Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Satz 10.11 (Existenzsatz von Picard-Lindel6f). Sei G C R x R” offen, f :
G — R" stetig, lokal Lipschitz. Dann ¥(a,c) € G 3¢ > 0 und 3 Losung

p:la—ea+e - R"
der Dgl. y' = f(x,y) mit ,, Anfangsbedingung” ¢(a) = c.

Bemerkung 10.12. Nach 10.9 ist ¢ durch Bedingung ¢(a) = c eindeutig be-
stimmt.

Beweis von 10.11. Sei (a,c) € G. Dann 3r > 0, so dass
V:={(x,y) € RxR" | |x—a| <7, ly—c||<r} CG

und f Lipschitz auf V mit Lipschitz-Konstante L > 0. Da V kompakt, f
stetig, AM > 0:

Ifx, )l <M VY(x,y) €V.
Sei € := min (T, ﬁ, %) und [ := [g —&a +€]. Sei
X1:={¢:1—> R"| ¢ stetig} mitSup.norm || ||c.

Analog zum Fall n = 1, d.h. Korollar 2.35, zeigt man, dass (X1,| |l«)
vollstandig. Sei

X:={p€Xi||l¢-cl| <r} = abg.Kugel um ¢ mit Radius r (in X1).

(X, |l lleo) vollstandig, da X abg. Definiere T : X — X, ¢ — To, ¢ € X,
durch

To(x):=c+ /f(t,<p(t)) dt, xel

(Wohldefiniertheit: Es gilt tatsdchlich, dass T¢ stetig. Nach Fundamental-
satz der Differential- und Integralrechnung sogar diff.bar, da t — f(¢, p(t))
stetig. Weiterhin

max(a,x)
ITe(x) —cll < / If (o) |ldt Vxel
A
N S‘RA _

<Mlx—a[ < Me<r,
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10 Gewohnliche Ditferentialgleichungen: Existenz und Eindeutigkeitssatz

alsoTp € X)
Weiterhin Vo, € Xund x € I

max(a,x)

[To-t9) < [ (o) =7t yw)] a

~~

min(@x) < Ljg(t) — p(t)|
1
SLilg =9l Ja—x] <S¢~ Pl
S~ < L
<e -2

Also [|Tg — T¢lleo < 319 = ¢llco-

= 3 genau ein ¢ € X mit
Banachscher
Fixpunktsatz

2.32
To = ¢.
Aber nach Fundamentalsatz ist letzteres dquivalent zu
¢'(x) = f(x,9(x)) Vxel, ¢a)=c
|

I"Jbung. Vgl. obigen Beweis mit dem von [For99, §10, Satz 3]! (Stichwort: , Picard-
Lindelofsche Iterationsverfahren”, schnellere Konvergenz!)

Beispiel 10.13. Manchmal kann man mit obiger Beweismethode (d.h.: die
vom Banachschen Fixpunktsatz) Losung explizit konstruieren. Betrachte

¥ =2xy in RxR.
Suche Losung ¢ mit ¢(0) = c. Setze ¢y(x) = ¢ Vx, dann

X

P1(x) = c+/2tc dt = c(1+x?)

0
X
x4
Pa(x) = c+/2tc(1 +12) dt = c(1+x* + 7)
0
4 6 2k
B s X* o x x
Pr(x) =c(1+x +7+§+'”+F)'
(Beweis. Induktion. ( 1))
Somit
®© x2k 2
¢(x) = lim gr(x) ck:ZO = ce

96



Anwendungen auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Verifikation durch Einsetzen. In diesem Fall sogar [ = R !

Anwendungen auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Korollar 10.14. Sei G C R x R" offen, f : G — IR stetig, lokal Lipschitz.

(i) Seien ¢, : I — R Losungen von

v = fxyy,. ., yth). (*)
Falls ¢(a) = y(a), ¢'(a) = 1[]’(11),...,(;)("_1)(11) = 1/J("_1)(a) fiir ein
a €I, dann

p(x)=1¢(x) Vxel
(ii) Ist (a,co,...,cn_1) € G,s0 Je > 0 und 3 Losung
p:la—ga+e >R
der Dgl. (%) mit Anfangsbedingung
(a) = co, ¢'(a) = c1,..., 9" V(@) = ¢, 1.

Beweis. 10.9, 10.11 und ,Reduktion auf System erster Ordnung”. (Details
. O

Bemerkung 10.15. Um Losung ¢ : I = IR von Dgl. n-ter Ordnung festzulegen,
muss man ¢ und alle Ableitungen bis zur Ordnung < n — 1 in einem Punkt
a € I festlegen!
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11 Elementare Losungsmethoden

Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Seien I, ] C R offene Intervalle

f:I=-R, g:J]—=-R
beide stetig mit ¢(y) # 0 Vy € J. Die Dgl.

y'=fx)gly) in Ix] €y
heifst Dgl. mit getrennten Variablen.

Satz 11.1. Obige Bezeichnungen seien beibehalten. Sei (xg,yo) € I x J. Definiere
F:1 >R, G:]— Rdurch

X Y
F(x) :=/f(t) dt, xel, Gly) :=/g(it)dt, yeJ.
X0 Yo

Es existiere I' C I Intervall mit: xy € I', F(I') C G(]). Dann 3 genau eine
Losung ¢ : I' = R von (1) mit ¢(xg) = yo. ¢ etfiillt

Glp(x) = F(x) Vxel. @
Beweis. Der Beweis geht in 3 Schritten.
Beh. 1. Ist ¢ : I' = R Losung von (1) mit ¢(xp) = yo, so gilt (2).

Beweis.

¢'(x) = f(x)g(p(x)) Vxel

X

/ ¢ () dt:/xf(t) it Vel

g(e(t))

X0

| ,da yo=¢(x0) !
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11 Elementare Loésungsmethoden

Beh. 2. Losung ¢ : I' — R von (1) mit ¢(xo) = yp ist eindeutig.

Beweis. Da G'(y) = ﬁ # 0Vy € ], und | Intervall und G’ stetig, gilt
entweder G’ > 0 auf ] oder G’ < 0 auf J, also G streng monoton. Da
G stetig diff.bar, 3 stetig diff.bare Umkehrfunktion

H:G(J) = R.
Da ¢ nach Beh. 1 (2) erfiillt, folgt

@(x) = H(F(x)) Vxel. 3)

Somit ist ¢ eindeutig bestimmt. O
Beh. 3. 3Losung ¢ : I’ - R von (2) mit ¢(xg) = yo.

Beweis. Definiere ¢ : I' — R mittels (3). Dann ¢ stetig diff.bar (da
H, F stetig diff.bar), und

¢(x0) = H(F(x0)) = H( _0_ ) = H(G(y0)) = yo.

@' (x)
sy W
= ¢'(x) = f(0)g(p(x)) Vxel.
0
0
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Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Bemerkung 11.2. Statt mit 11.1 (1) immer, wie folgt losen: Sei ¢ : I — R
Losung von (1) mit ¢(x9) = yo. Dann ¥x € I

do(x) _ [ o) ]

P = fz(e(x) 7 / s dx = / £(x) dx
o(x) 1 X

y/mdy:x/f(x)dx.

Lose dann letzte Gleichung nach ¢(x) auf und checke, dass ¢ Losung von (1) und
wihle dabei I maximal. 11.1 sagt, dass solche I, ¢ immer existieren.

Beispiel 11.3. Betrachte Dgl.
y' =y* auf R% (%)

Suche Losung ¢ mit ¢(0) = ¢, ¢ € R fest. Da Lipschitz-Bedingung erfiillt,
gilt Eindeutigkeitssatz 10.9!

1. Fall1.c = 0.
Losung ¢ = 0.

2. Fall2.c > 0.
Sei ¢ : I - R Losung von (x) mit ¢(0) = ¢ > 0 auf Intervall [ mit
0 € I. Dann ¢ > 0 auf I (denn sonst 3x; € I mit ¢(x1) = 0 und
daher nach 10.9 ¢ = 0). Kénnen also (x) auf Rx]0, oo einschranken.
Mit Bezeichnungen von 11.1 ist hier

fTR—=>R, f(x)
g:0,00[=> R, ¢(y)

X

1,
v,

Es gilt G(]0, c0]) = ] — 00, % [ Somit [’ := ] — 00, % [das maximale Inter-
vall mit F(I') € G(]0, oo[). Fiir die nach 11.1 existierende, eindeutige
Losung ¢ von () auf Rx]0, co[ mit ¢(0) = c gilt (2), also Vx € I

1 1 c
—-———=1x, dh: o) =
T 70

T 1l—cx’
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11 Elementare Loésungsmethoden

3. Fall3.¢ < 0.
Analog Fall 2 erhélt man Losung

1
p(x) = T Ve ]E,oo[.

Beachte: Fiir c # 0 lassen sich Losungen nicht auf ganz R fortsetzen. ( :
Lose () (schneller!) mit 11.2!)

Lineare Differentialgleichungen

Satz 11.4. Sei I C R, Intervall, a,b : I — R stetig. Dann ¥xy € I und Ve € R
3 genau eine Losung ¢ : I — R der Dgl.

y' =a(x)y + b(x)

mit Anfangsbedingung ¢(xo) = ¢, niamlich
v X t ~ ~
p(x) = el 1 dt (c + /e_ Jigo® dtb(t) dt> Vx € L
X0

(Sogar Vx € R definiert!)

Beweis. Sei ¢ : I — R diff.bar mit ¢(xp) = ¢ und
¢'(x) =a(x)p(x) +b(x) Vxel

o o d® dt((p’(x) - a(x)(p(x)) O b(x) Vxel

‘”' - #0 !

(70 %) (1) und gl0) = ¢

x
— X a(t)dt N NTGY
¢~ Jn®® p(x) —@(xo) = [ e Jip® b(t)dt Vxel
Fundamental- ——r
satz der Diff.- —c X
und Int.rechnung

X
X t 7
& px)=e Jxg o(®) (c +/e_ Jrpa® dtb(t) dt) Vx € I
X0

O
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Die Differentialgleichung y' = f (%)

Beispiele 11.5. (i) Eindeutige Losung ¢ : R — R von i’ = ky mit
@(x0) = ¢, k,c € R fest, ist

p(x) = cex=%0),

(ii) Losung ¢ : R = Rvony’' = 2xy + x> mit ¢(0) = ¢, c € R fest, ist

X

P(x) = ¥ <c+ /e“t2t3 dt ) = (c+%)ex2—%(x2+1).

{O

Die Differentialgleichung ' = f (1)

X
Sei | C R, Intervall, f : ] =+ R stetig und
— * ¥
G.—{(x,y)elR x]R‘ ;. e]}.
Dann heifst
v =f(), xyeq, @

homogene Differentialgleichung. Betrachte auflerdem Dgl.

]' *
z’:;(f(z)—z), (xv,z) € R* x . (5)
Satz 11.6. Scien obige Bezeichnungen beibehalten. Sei I C IR* Intervall und
(x0,y0) € Gmit xy € I. Dann ¢ : I — R genau dann Losung von (4) mit
¢(x0) = yo, wenn
(x)

Pp:1 =R, yx):= . x €1,

)

Lasung von (5) ist mit (xo) = 32

Beweis. ,,=": Sei ¢ Losung von (4) mit ¢(xg) = yo.
Dann
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11 Elementare Loésungsmethoden

d.h.: ¢ 16st (5). AuBerdem ¥(xp) (x) _ W0,

,,<=": Sei P Losung von (5) mit (xg) =
Dann

X0 °

¢'(x) = (xp(x)) = p(x) + xy/(x)

= 900+ ) -9 = AT wre,

d.h.: ¢ 16st (4). AuBerdem @(xg) = xoP(x9) = Yo. O

Bemerkung 11.7. 11.6 ist rigorose Version des folgenden heuristischen ,, Schnell-
verfahrens” zur Losung von (4):
(4) geht durch Substitution z = L in (5) iiber, denn:

—z = ’: I:
2= @ y=xz & y=ztaz (4)f(z)
& z'=%(f(z)—z).

Lose dann diese Dgl. und beweise, dass dann y := xz Losung von (4) und finde
dabei maximales Intervall I fiir Losung.

Beispiel 11.8. y' = 1+ () + (%)2 in R} x R geht durch Substitution z = £
iiber in

1
I=_1 2,
z x( +z%)

d.h:
dz _ dx
1+22  x°
Fiir Losung davon mit z(xg) =z = g—g gilt

x
arctanz — arctanzg = In —,
X0

dh:z = tan (In X +a) mit & := arctan 2.
Urspriingliche Dgl. wird dann gelost von

y:xtan(lnxio—}-oc)

definiert in kleiner Umgebung von xg.
(Beweisen! ! Finde auch , maximale Umgebung von xy” !)
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Die Differentialgleichung y” = f(y)

Die Differentialgleichung " = f(y)

Umbenennung: x ~ t, y ~ x, also betrachten
42
K= f(x) (mit 2(1) = Z5x(0). (6)

(Physikalisch interpretiert stellt x” die Beschleunigung eines Punktteilchens
x(t) in R und f(x) die Kraftin x da.)
Hierbei f : ] = R, stetig, ] C R, Intervall. Definiere U : ] - R durch

U(x) := —/f(g) d§, x €], (,Energie”)

wobei a € | beliebig, aber fest. Dann (6) <

(1) = =2 (x(n). %

Sei x = x(t) Losung von (7), dann

x'(H)x" (t) + x'(t)lji—lj (x(1) =0

S W) +UGD))
)

= %(x'(t) + U(x(t)) = const. =: E.

= ¥'(t) = £/2E-U(x(1)). ®)

Wende nun 11.1 an: Sei Jy C ], Intervall mit U(§) < EV§ € Jound xg € J.
Definiere

X € Jo.

X
o= [ B
V2(E-U(J))
Xo
Nach 11.1 folgt fiir Losung von (8) mit ,,+“ und Anfangsbedingung x(ty) =
xo (f =1=F(t) =t —to)
G(x(t)) =t—ty, falls t—tye G(Jo)

(Also G(x) = Zeit, die Teilchen braucht, um von xg nach x zu gelangen!)
oder

x(t) = H(t — tp),

wobei H = Umkehrfunktion von G. In konkreten Fillen kann man fiir ,gu-
te” f die Funktion H explizit ausrechnen!
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11 Elementare Loésungsmethoden
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12 Lineare Differentialgleichungen

Definition 12.1. Sei I C R, Intervallund A = (a;j)1<ij<n : [ = M(n xn,R)
mit a;; : [ = Rstetig V1 < i,j < n. Dann heifst

y = A(x)y (1)

homogenes lineares Differentialgleichungssystem (oder kurz homogene lineare
Dgl.). Weiter sei

by
b=|:|[:I->R"
by

stetig. Dann heifSt
y' = A(x)y +b(x) @)

inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem. (1) (mit gleichem A wie (2))
heifit zu (2) gehorige homogene lineare Dgl.

Analog 12.1 betrachtet man komplex-lineare Dgl., d.h. (1), (2) mit A : [ —
M(n xn,C),b: I — C" stetig. Eine Losung ist dann diff.bares ¢ : I —
C" (= R*") mit

¢'(x) = A(x)p(x) + b(x), Vxel

Also ist System von n komplexen Dgl. d4quivalent zu 2n reellen Dgl. (Varia-
ble x weiterhin reell!)

Im folgenden K := IR oder C.
Satz 12.2. I C R, offenes Intervall und

A: 1= MmnxnXK), b:I1—>K"
stetig. Dann Vxg € I, c € K" 3 genau eine Losung ¢ : I — K" der linearen Dgl.
v = Ax)y +b(x)

mit Anfangsbedingung ¢(xo) = c.

107



12 Lineare Differentialgleichungen

Beweis. Setze

flx,y) == AX)y+b(x), (xy)eIxK"

Sei | C I kompaktes Intervall mit xy € J.
Zeige: f ist auf | x K" (global) Lipschitz.
Da A stetig, gilt

L:=sup {||A(x)|| | x € J} < 0.
Somit Vx € J,y,7 € K"
If(xy) = fx Dl = 1A (y — DI < Llly — 7l (%)

Also ist nach 10.9 Losung ¢ eindeutig. Nach 10.11 gibt es lokal um x( eine
Losung. Aber dariiberhinaus:
Beh. 3 Losung ¢ auf ganz J.

Beweis. (Picard-Lindeldfsche Approximationsverfahren). Sei go(x) :=cVx € |,

Prp1(x) :==c+ /f(t, er(t))dt Vxe], kelN. (%)

X0

Sei K := sup {||l¢1(x) — ¢o(x)|| | x € J}. Dann:

L¥|x — xo|¥
Ik () — (o)l < K2 B0 e ke,
denn:
k=0:v/
k— k+1:Vx € | (wegen (x))
max(x,xq)
9 ()~ el < [t la-ea0)  a
min(x,xg) K }:_ 1 1
< Lt —x
@) (k=1)! £ =l
KLk 1 o [max(x,x)
< 7 |t=
= (k=1 k|t X0| min(x,xg)
KL*
< TPC —xo/".
[ ) Lk k
= Y lloesr —oilly <K ) F(SUPPC - x0|) < oo
k=0 k=0 ™ " x€f
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(Dabei bezeichnet || ||} die sup-Norm auf ].)

N-1
=> on=c+ ) (prr1—9x), NEeN,
k=0
gleichméfiig konvergent auf J. Sei ¢ := lim ¢n. Geht man also in (x*) zum
Limes tiber, erhélt man ¢ ist Losung auf ganz J. O

Da ] beliebiges kompaktes Intervall in I und wegen Eindeutigkeitssatz, er-
hélt man Losung auf ganz I. O

Satz 12.3. Sei I C R, Intervall, A : I — M(n x n,K) stetig. Sei Ly die Menge
aller Losungen ¢ : 1 — K" der homogenen linearen Dgl.

¥ = A(x)y.

Dann ist Ly n-dimensionaler linearer Vektorraum iiber K. Fiir ¢1,...,¢x € Ly
sind dquivalent:

(i) @1,..., p linear unabhingig iiber K.
(ii) 3xg € I: ¢1(x0), ..., pr(x0) € K" linear unabhingig iiber K.
(iii) Vxg € I: ¢1(x0), ..., px(x0) € K" linear unabhingig iiber K.

Beweis. 0 € Ly +/

QY€ Ly, A € K

= (p+AP) =@ + AP = Agp + LAY = A(p + AY)

= ¢+APp €Ly

= Ly linearer Vektorraum tiber K.

(iti) = (ii) = (i): Trivial! (0]
(i) = (iii): Es gelte (i): Seien @1, ..., ¢x € Ly linear unabhédngig und xy € 1.
Seien Ay, ..., A € K mit

M@1(x) + - -+ + Agpr(x0) = 0.
Setze
Q= )L1(P1+"'+/\kg0k € Ly.

Da ¢(xp) =0, giltnach 12.2 ¢ = 0. Alsonach i) Ay = --- = A, = 0.
Zeige: dim Ly = n.

Seie; :=(0,...,0,_ 1 ,0,...,0),1 <i<n Nach1223¢y,...,¢, € Ly mit

i-te
¢i(xg) = e;. Nach oben ¢1, ..., ¢, linear unabhingig, also dim Ly > n. An-
dererseits dim Ly < 1, denn sonst 3¢y, ..., ¢,+1 € Ly linear unabhangig,

also nach oben ¢1(xg), ..., ¢n41(xg) € K" linear unabhingig. 4 O
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12 Lineare Differentialgleichungen

Definition 12.4. Lisungs-Fundamentalsystem der Dgl. ' = A(x)y ist Basis
(¢1,...,9n) von zugehorigem L.

Schreibe
P1i P11 0 P
Qi = : , 1<i<n, dann: ®:=(¢1,...,¢n) = : :
Pni Pn1 - Pun

n x n Matrix. Nach 12.3 sind ¢4, ..., ¢» € Ly genau dann linear unabhan-
gig, falls

det®(xg) #0 fiir ein xg € I, damit Vxq € I.

Ist ® = (¢1,..., ¢n) Losungs-Fundamentalsystem der Dgl. ' = A(x)y, so
gilt fiir beliebiges ¢ € Ly

p=C191+ -+ CnPn
fur gewisse ¢; € K, oder

€1
=% mit c¢=

Cn
Beachte
¢ = ((Pa’I(P;/l) = (A§01,...,A(Pn) = A-9.

Beispiel 12.5. Sei w € R fest.

n=-wyr L (yl)':(o —w> (yl)
Yo = wyi Y2 w 0 Y2

Losungen: @1 (x) := (Sr?fjaf)’ Pa(x) = (22?;3). (Check! )

Losungs-Fundamentalsystem

8(x) = (coswx —smwx) ,

sinwx  CcoSwx

denn det®(x) = 1Vx.
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Inhomogene Gleichungen

Inhomogene Gleichungen

Satz 12.6. I C R, Intervall, A : I — M(n xn,K), b : I — K", beide stetig.
Bezeichne Ly Vektorraum aller Losungen von y' = A(x)y und L; die Menge aller
Losungen i : I — K" der inhomogenen linearen Dgl. y' = A(x)y + b(x). Dann
gilt fiir beliebiges o € L

Li=vo+Ly.
Beweis. (Lineare Algebra!). ,C”:Seip € Lj.
Setze ¢ == § — . Dann ¢/ = ¢/ — g = (Ap +b) — (Ayo+b) = A(Yo —
Y)=Ap=>9pcly=>9P=yPo+¢ € Yo+ Lp.

D" Sei i € o + L.
Dann 3¢ € Ly mit ¢ = o+ = ¢ = ¢+ ¢' = (All]0+b)+A(PlP Yoo
=¥o

AYp+b=>ypel O

Satz 12.7 (,, Variation der Konstanten”). Betrachte Situation von 12.6, und sei
% = (¢1,..., pn) Losungs-Fundamentalsystem von

y =A@y
Dann ist P(x) := ®(x)u(x), x € I, Losung von
y' = A(x)y +b(x),

wobei

X
u(x) = /@(t)—lb(t) dt+ const,, x€l,

X0 =Vektor!

mit xo € I fest.
Beweis. Es gilt ' = (du)' = 'u + o1’ o A-du+b=Ayp+b. O
Beispiel 12.8. Betrachte
{y:l -8 oder dquiv. dazu (y1>, = (0 _1> (%) + (0> . (%)
Va=y1+x Y2 L0\ \x

Nach 12.5 ist

B(x) = (cosx —sinx)

sinx cosx
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12 Lineare Differentialgleichungen

Losungs-Fundamentalsystem von zugehoriger homogenen Dgl. Weiterhin

B(x)! = ( COs X smx) ,

—sinx cosx

also
X sin x
$(x)! =
()™b(x) (x Ccos x)
somit
X
tsint
u(x) = / (t o5 t) dt 4 const.
0
= (sm x—x C(.)S x) + const.
part. \ COS X + X sinx —~——
Int. jetzt z.B. = 0 wahlen

= Pp(x) = d(x)u(x) = (—1x> ist spezielle Losung von (x). Nach 12.6 ist
127

allgemeine Losung von (x)

(x) = X)L cosx) —sinx
PY=11 1\ sinx 2\ cosx

mit cq,cp € R.

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Definition 12.9. I C R, Intervall, a; : [ = K, 0 < k < n —1, stetig. Dann
heifst

Y+ a, 1 (x)y" Y+ a ()Y +ag(x)y =0 3)
homogene lineare Dgl. n-ter Ordnung. Ist b : I — K stetig, so heifst
y ™ 4 au 1 (2)y" Y 4 a0y +ag(x)y = b(x) @

inhomogene lineare Dgl. n-ter Ordnung. (3) heifst die zu (4) zugehorige homo-
gene Gleichung.

Satz 12.10. Obige Bezeichnungen seien beibehalten.

(i) Sei Ly Menge aller Losungen ¢ : 1 = K von (3). Dann ist Ly n-dimensionaler
linearer Vektorraum.
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Lineare Ditferentialgleichungen n-ter Ordnung

(ii) Sei L; Menge aller Losungen ¢ : I — K von (4). Dann ¥y € Lj: L =
Yo+ Ly.

(iii) @1,...,¢n € Ly sind genau dann linear unabhingig, falls fiir ein und damit
alle x € I die , Wronski-Determinante”

¢1(x) P2(x) - ga(x)
@1 (x) Pr(x) e @p(x)
W(x) := det : : : # 0.
"V @) el V()

Beweis.

([ Yo=Wn
Vi=12
@ ~vgl I<(=a>p. 10 ©) :
(insbes. Formel (4)) yfn_z = Y1

(Vo1 = —a0(¥)yo — a1 (¥)yr — - - - — ap_1(%)yn—1 + b(x),

d.h. genauer: jeder Losung ¢ : I — K von (4) entspricht Losung

1
P
f= ) 15 K"
gg(n_l)
von (5) und umgekehrt, insbes. genauso fiir Fall b = 0.
= Beh. O
12.3,12.6

Definition 12.11. Basis von Ly der Dgl. (3) heifst Losungs-Fundamentalsystem.
Beispiel 12.12. Dgl.
1 1
nm_o oy
V¥ gy =0 ()

hat auf I :=]0, oo[ Losungen ¢1(x) := x, ¢2(x) := v/x. (Check! N
Zugehorige Wronski-Determinante

Wi = det (9100 9200 —aer (T V10) = 70

Vx € I, somit (¢q, ¢y) Losungs-Fundamentalsystem. Allgemeine Losung
der homogenen Dgl. (x) also

p(x) =cax+covx, x€l, c,0€ekK.
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12 Lineare Differentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Drei Beispiele mit polynomialen Losungen: Sei n € IN.

Legendre Dgl.  (1—x*)y" —2xy' + n(n+1)y =0, xel:=]-1,1]
N——
(6)
# 0 auf I! Also per Division vom Typ (3).
Hermitesche Dgl. y" —2xy' +2ny =0, x€l:=R, )
Laguerre Dgl. xy" + (1 —x)y' +ny =0, x € 1:=]0,00]. (8)

Spezielle Losungen:

. o — ]' d n 2 n "
zu (6): Py(x) := T (%) (x=—=1)" ,Legendre-Polynome”,
zu (7): Hu(x) = (—1)”6’(2 (i)ne_xz ,Hermite-Polynome”,

dx
X d n n . —x A/
zu (8): Ly(x):=e (E) (x"e™¥) , Laguerre-Polynome".

Tatsédchlich Polynome! (Beweis. Induktion tiber n, 1). Tatsdachlich Lo-

sungen! ( ! Vgl. [For99] bzgl. (6), (7)). Aber somit jeweils nur eine be-
kannt. Nach 12.3 brauchen wir zweite linear unabhiangige Losung. Dazu:

Reduktion der Ordnung

Satz 12.13. Sei I C R, Intervall, a,b : I — K stetig. Sei ¢ : I — K Lisung von
y" +a(x)y’ +b(x)y = 0. )
Sei | C I, Intervall mit ¢(x) # 0Vx € J. Dann
P(x) ;== u(x)p(x), x €], (,Variation der Konstanten”)

Losung von (9), linear unabhiingig von ¢, wobei u nicht konstante Losung von
Dgl.

/
u" + (2% + a(x))u' =0 (10)
d.h. nach 11.4:
u,(x) _ ce_ fxxo (2%4‘&0)) dt (11)
2 x
_ C(’;((?))z A ECL
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Reduktion der Ordnung

wobei xg € J, ¢ € K. (Beachte: %’ = (Ing)'(t).)

Beweis.

p=pu = ¢ =¢'u+ qu'

= IIJ” =§0”u _|_ Zq)lu, _|_ q)u//
(g—)(—mp’ —bo)u +2¢'u' + ou”.

Also

1/;”+a1p’+b1/]lp= —a¢'u—bp +2¢'u’ + eu”

=Qu
+ag'u+ agu' + by
= pu + (29" +ag)u’.

Somit:

P lost (9)auf ] < ulost(10)auf J.
Ist u also nicht-konstant, so ist { = gu linear unabhingig von ¢ auf J. O

Beispiel 12.14. Fiir n = 1 lautet (6)

2x 2
1 ! _ .
y_l—x2y+1_x2y_0’ xel:=]-1,1[. (%)

Eine spezielle Losung ist: ¢(x) := Pj(x) = x, x €] —1,1[. Somit nach 12.13
zweite linear unabhéingige Losung auf | :=]0, 1.

P(x) :=xu(x), x€],

mit z.B.

1 d 1
u'(x) = const. —e’ 1-:2 ¥ = const. —e
(1) x X

—consté = const l+1<L+ 1 )
B "x2(1 = x2)  Partial- \x?2 2\1—-x 14x/)°

bruchzerlegung

Wihle const. = 1 und erhalte

(x) = 1+11 1+x+ ‘
u(x) = ——+5In——+ const,
Wihle =0
1
= 1[J(x):xu(x):gln1tj§—1, x€]J.
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12 Lineare Differentialgleichungen

Aber ¢ auf ganz I definiert und 10st (x) auf ganz I (Check! 1). Somit
(da ¢ unabhédngig von ¢) allgemeine Losung der homogenen Dgl. () auf I

1+x
1—x

y(x)=01x+cz(%1n —1), xel, c,c0€R

Bemerkung 12.15. Nicht immer Losung einer (linearen) Dgl. durch elementare

Funktionen ausdriickbar. Oft findet man neue transzendente Funktionen. Z.B.:
2

1_7F

p)y =0, x€]0,00], ,BesselDgl.”,

1
nooto
v+ v+ (
p reeller Parameter. Losungen heiffen Zylinderfunktionen der Ordnung p. Spe-
zielle Basis gegeben durch Bessel-Funktion p-ter Ordnung |, Neumann-Funktion
p-ter Ordnung Ny (vgl. Standard Tafelwerke hoherer Funktionen bzw. [For99]
bzgl ]0, No.).
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13 Lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Polynome von Differentialoperatoren

Sei C[T] Menge aller Polynome
P(T)=ap+a1T+---+a,T"

mit komplexen Koeffizienten a5, 0 < k < n, in Unbestimmter T. Ersetzt
man Unbestimmte T durch D := d%' erhalt man Differentialoperator (linear!)

P(D)=ag+mD+---+a,D",

d.h. (lineare) Abbildung, die n-mal diff.barem f : [ — C (mit I C R, Inter-
vall) die Funktion P(D)f : I — C gegeben durch

P(D)f :=ayf +;Df +---+a,D"f

zuordnet. Dann homogene lineare Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten

any(n) + . +a1yl + aoy = O
(mit a, # 0) schreibbar als
P(D)y = 0. 1)

n . m .
Lemma 13.1. Sei P\(T) = ¥ a;T', P»(T) = ¥ b;T/ € C[T]. Setze
i=0 j=0

P(T) := P(T) + Po(T),  Q(T) := Pi(T) - Po(T).
DannVf : I — C, f hinreichend oft diff.bar:

(i) P(D)f = Py(D)f + Po(D)f.
(i) Q(D)f = Py(D) (Po(D)f) = P2(D) (P (D)f).

Beweis. (E:m = n (falls z.B. m < n, setze b,y 1 = --- = by, = 0).
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

(i): Es gilt:

also
n

P(D)f =Y (a;+b;)D'f = éaiDif+ ébiDif = Py(D)f + P,(D)f.

i=0

(ii): Setze:a; = b; =0 furl € IN mit!/ > n. Dann:

2n

k
- by ) T
Q(T) —kZO(IZZO i) T

————

=ICk
also
Yanti=3( %
QD)f =Y DFf = a; bj D™f
k=0 k=0 ° 0<ij<k —
mit: i+j=k =D'D/f
= D'(b;D/f), dab; konst.

Y. D' ( Y 5,0IF) = (D) (P(D)S).
i=0 j=0

Da Q(T) = Pi(T)Px(T) = P,(T)Pi(T), folgt durch Vertauschung der
Rollen von P; und P, aus obigem Beweis

Q(D)f = Py(D)(Pi(D)f).

O

Bemerkung 13.2. Dass P,(D)(Py(D)f) = P,(D)(Py(D)f), gilt nur, weil Ko-
effizienten ay, by alle konstant. Andernfalls falsch!

Bsp.: (L1 f)(x) := Df(x), (Lof)(x) := xDf(x). Dann Ly(L1 f)(x) = xsz(x) #
Df(x) +xDf(x) = L1(Laf) ().

n .
Lemma 13.3 (,key 1“). Sei A € Cund P(T) = Y. a;T* € C[T]. Dann:
i=0

P(D)e!* = P(A)e™ Vx eR.

Insbes. P(A) = 0 = P(D)e™ =0, d.h.: o(x) := e, x € R, lost Dgl. (1).
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Polynome von Differentialoperatoren

Beweis. Sei p,w € Rmit A = y 4 iw. Dann (da x € R)
D(e™) = D(et* (cos(wx) + i sin(wx)))
= pet*(cos(wx) + isin(wx)) + " (—w sin(wx) + iw cos(wx))

= (p + iw)e! (cos(wx) +isin(wx)) = Aet*.

Also
n .
P(D)(e™) = Y a; Di(eM¥) = P(A)e.
i=0 ] SN——
= Ale™ (vgl. oben)
O
Erinnere:

P(T) e C[T] = 3A4,..., A € C, paarweise verschieden,
ki,...,kr € N\ {0} mit
P(T) = (T = Ayl (T — AP
r

k; heif$t Vielfachheit der Nullstelle A;. Klar:  k; = n.
i=1

Lemma 13.4 (,key 2“). Sei A € C,k € N. DannVf : I — C k-mal diff.bar (mit
I C R, Intervall)

(D =) (fe") = fDet

(wobei e die Funktion x — e bezeichnet).

Beweis. Induktion tiber k:
k=0:v/
k—1—k:

(D =N (fet) = (D= A)D = 1)1 (fe)
(;)(D _ )L) (f(k—l)e/\-) — f(k)e/\- +f(k—1)AeA- _ )Lf(k—l)e/\-
:f(k)e’\'.
[l

Lemma 13.5. Sei P(T) € C[T], A € C mit P(A) # 0. Falls g : I — C Polynom-
funktion vom Grad k, so gilt

P(D)(ge") = he',

wobei h : I — C Polynomfunktion vom Grad k.
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Beweis. Ordne P(T) nach Potenzen von T — A um, erhalte
n
P(T)= )Y c(T-A), c €C. (%)
v=0

Da P(A) # 0, gilt ¢p # 0. Nach 13.4 also

P(D)(ge") 5 2 (D — A)Y(ge") =, ( 2 cvgm) A
v=0 v=0 ,

Klar, dass h Polynomfunktion. Wegen ¢y # 0 ist h wieder vom Grad k. [
Satz 13.6. Sei
P(T) =T"+ay,_1T" '+ +a,T+ap € C[T]

mit den paarweise verschiedenen Nullstellen A1, ..., A, € C der zugehorigen Viel-
fachheiten ky, . .., k,. Dann ist fiir

P(D)y =0 1)
(allgemeinste lineare Dgl. der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten!)

<pjm(x)::xmeAfx, xeR, 1<j<r, 0<m<ki—-1,

Losungs-Fundamentalsystem. Hat P insbesondere n verschiedene Nullstellen A4, . . .

so ist ¢j = "', 1 < j < n, Losungs-Fundamentalsysten.

Beweis. (a) Zeige: Alle ¢j,,, 1 <j <1, 0<m <kj—1,sind Lésungen von

1).
Esgiltfir1 <j<r,0<m <k;—1

P(T) = (T =A% (T = A)¥ -+ (T = Ajoq)55=1(T = Ajya) 51 - (T = Ap)Fr

~ o

= Q/(T)

somit

P(D)@jm(x) B Qj(D)(D = A))"1 ()
=, (D) (DFix™) eM* =0

=0, da
ka m+1>m
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Polynome von Differentialoperatoren

(b) Zeige: ¢j;;, 1 < j <r,0<m<kj—1,linear unabhéngig.
Seiencj,, € C,1<j<r,0<m<kj—1, mit

=:gj(x), gradg; <k —1<k; !

Beh.Vr € N und ky,...,kr € N, Aq,..., A, € C gilt: Sind g1,...,gr

p
Polynomfunktionen mit gradg; < k;, 1 < j < r,und } gje)‘f' =0,

j=1
dann: g1 =--- =g, =0.

Beweis. Induktion tuiber r:
rzl:gle)‘l' =0=>9=0y
r— 1w~ r: Falls

’
g =0, (%)
j=1

dann

’
ky A
0=(D-Ay) (Z;g]-e 1)
]:
= A k A
=Y B+ (D=A) (gt
B5 o L -~ 2
Pol. mit _ (kr) e)\r~
grad h; 134 &/
=grad g;<k;

=0, da grad g, <k,

r—1
= ) hjeAf' = 0und grad h; = grad g; < k;
j=1
hi=---=h_1=0
(ﬁ) 1 r—1
= g1=--=gr-1 =0.Wegen (x): gre’\" =0=g=0. O
gradh/
=grad g;
V1<j<r—-1
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Bemerkung 13.7. Im Fall n = v, also im Fall, dass P(T) n paarweise ver-
schiedene Nullstellen Ay, ..., Ay hat, kann man die lineare Unabhingigkeit von
eM, ..., et auch wie folgt sehen: Die zugehorige Wronski-Determinante W (x)
in x = 0 lautet:

1 ... 1
M o A
W(0) = det .
)‘T'_l ... )\Z'—l

also ,Vandermonde Determinante”, somit (vgl. Lineare Algebra)

W(0) =] J(Ai—Aj) #0.

i>j
Beispiele 13.8. (i)

y'=y'-2y=0 & P(D)y=0,

wobei P(T) = T3 — T?> — 2T = T(T + 1)(T — 2). Also nach 13.6
p1(x) =1, @a(x):=e%, @3(x):=e¥, x€R,

ist Losungs-Fundamentalsystem.

(if)

YW 48/ +16=0 & P(D)y=0,

wobei P(T) = T* 4+ 8T% + 16 = (T? + 4)? = (T — 2i)*(T + 2i)%. Somit

nach 13.6
Pr0(x) = €%, @11(x) = xe*™ R
. ) x € I\,
P20(x) = €72, o (x) = xe™2¥

Losungs-Fundamentalsystem. Durch geeignete Linearkombinationen
erhilt man reelles Losungs-Fundamentalsystem:

1
P1m = 5((P1m + Qom),  Yom = Z((le — ¢2m), m=0,1L

Da man diese Gleichungen wieder nach Pjm auflosen kann, bilden
auch ¢, P11, P20, P21 Losungs-Fundamentalsystem. Es ergibt sich:

Yro(x) = cos(2x), P11(x) = x cos(2x),

Pao(x) = sin(2%), ¢ (x) = xsin(2x), <R
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Inhomogener Fall

(iii) Seien u € [0, 00[, wp €]0, oo|.

d?x dx 2

2 + Z'ME +wix =0
,,Dgl. der gedimpften Schwingung” (dabei ist 2y ,, Didmpfungsfaktor”) bzw.
fir p = 0: (d.h.: keine Dampfung) , Dgl. des harmonischen Oszillators
mit Frequenz wy”

< P(D)x=0,
wobei P(T) = T?> +2uT + w} = (T — M)(T — Ap) mit Ay = —p £
\ 12— wi (€ Q).
1.Fall. 0 < p < wy.

Dann Ay, = —p &1 y/w] — p? = —p % iw (wirklich komplex, da w #
—_———
=:w (€]0,00[)
0!). Also nach 13.6
P1(t) = eTMe W, py(t) = e Mem @, t e R,

Losungs-Fundamentalsystem. Daraus gewinnt man reelles Losungs-
Fundamentalsystem (wie unter (ii)): (,,gedidmpfte Schwingung*!)

P(t) = e M cos(wt), Py(t) =e M sin(wt), teR,

(# = 0: keine Dampfung!).
2. Fall. y = wy.
Dann Aq 5 = —p, also Vielfachheit 2. Somit nach 13.6

p1() =e M, gp(t) =te ™, tER,

Losungs-Fundamentalsystem (keine Schwingung mehr!).

3. Fall. y > wy.
Dann Ay, = —p & 4/p2 — w? (€] — 0,0[!). Also nach 13.6
—_——
€lou]

pr(t) =e Ml gy(t) = el teR,

Losungs-Fundamentalsystem (keine Schwingung mehr!).

Inhomogener Fall

Sei
P(D)=D"+a,_1D" ' +---4+ 41D +ay
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten g, € C, 0 < k <
n—1.Seib: I — C stetig (mit I C R, Intervall). Dann wissen wir nach 13.6
und 12.7, 12.10 (ii) (einschliefslich Reduktion auf System erster Ordnung),
wie man

P(D)y = b(x) )

prinzipiell 16st. Fiir spezielle Klasse von Funktionen b, kann man spezielle
Losung von (2) (also was man fiir 12.10 (ii) braucht) durch einfachen Ansatz
finden:

Lemma 13.9. Sei P(T) = T" + a,_1T" ' 4+ ---+ag € C[T] und u € C mit
P(u) # 0. Dann hat fiir o € C

P(D)y = aet* (*)

die spezielle Losung

P(x) := %ﬂ)eﬂx, x € R.

Beweis. Nach 13.3 gilt

P(D)(ﬂ) = PL P(D)el = ael.

P(u) () ~——
5, P00
O
Beispiel 13.10. Bestimme spezielle Losung von
(D*-2D*-2D+2)y=2sinx (=  Re(-2ie™)). 3)
~ ~ 4 ef¥=cos x+isinx
=: P(D)
Betrachte (weil einfacher) zunachst:
P(D)y = —2ie’™. 4)

Da P(i) = 4 — 3i # 0, ist nach 13.9 spezielle Losung von (4):

-2, 6-8i
P = 5" = 55

¢, xeR.

Da alle Koeffizienten von P reell, gilt Re(P(D)y) = P(D)(Re ). Somit hat
(3) spezielle Losung

6 8 .
@(x) :=Rey(x) = Ecosx+ o5 Sinx, x € R.
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Inhomogener Fall

Satz 13.11. Sei P(T) = T" + a,_1T" ' +---+ag € C[T], u € C Nullstelle
von P k-ter Ordnung mitk > 0, f : R — C Polynomfunktion vom Grad m. Dann
hat

P(D)y = f(x)el 5)
spezielle Losung ¢ : R — C der Gestalt
¢ = hel",

wobei h : R — C Polynomfunktion vom Grad m + k.

Beweis. Nach Voraussetzung P(T) = (T — u)*Q(T), wobei Q € C[T] mit
Q(p) # 0. Beweise Beh. durch Induktion nach m.
m = 0: Dann (5) & P(D)y = ce'*, fiir ein ¢ € C fest. Dann ist

c

7= g

spezielle Losung, denn:

xket*, x €,

PD)(e™) | = QD) - (o) = QD)(ke™)

= k! Hx
13'3k.Q(‘u)e , x€eR.

m —1+— m: Es gilt:

PD)(x"Hel) | = QDD — ) (x"+el) (%)

_ (m +k)! mopuxy\ _ nx
1§4Q(D) ( ml ¢ ) 135 g(x)e™,

wobei ¢ Polynomfunktion vom Grad m. Fiir geeignetes ¢ € C\ {0} ist dann
f1 := f — cg Polynomfunktion vom Grad m — 1. Nach (IV) 3 Polynomfunk-
tion i1 : R — C vom Grad m — 1 + k mit

P(D)(hiet") = frel. (% * %)

Also ist h(x) := hi(x) 4+ cx”*k, x € R, Polynomfunktion vom Grad m + k
mit

P(D)(h(x)eﬂx) = P(D) (hl(x)eyx) + P(D)(me+ke?4x)
%) (f(x) = cg(x))e!™ + cg(x)e™
(x)e', xeR.

(%

Il
- <
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Beispiele 13.12. (i) Sei P(T) = T° +2T? + T € C[T]. Wollen 16sen

126

P(D)y = x +2e™ "~ (6)

P(T) = (T +1)°T, (+)
ist

p1(x) :=e7%, @a(x) :=xe™", @3(x) :=1, x € R,

Losungs-Fundamentalsystem von P(D)y
von (6) zu finden, betrachte

0. Um spezielle Losung

P(D)yy=x=xe" (k=1, m=1 in13.11), @)

P(D)y =2¢"* (k=2, m=0 in13.11). )

Nach 13.11 hat (7) spezielle Losung 97 (x) = h1(x)e’® mit Polynom-
funktion h; zweiten Grades. Da Konstanten die zu (7) gehorige homo-
gene Dgl. 16sen, kann man annehmen, dass fiir c1,cp € C

hi(x) =cix+ cox>.
Also
x = P(D)hy(x) = (c1 +4c2) + 2c5x.

Somit

, €1 = _2/

1
C2:§

d.h.:

1
Pr(x) = —2x+ Exz.

Nach 13.11 hat (8) spezielle Losung ¢,(x) = hy(x)e™™ mit Polynom-
funktion hy zweiten Grades. Durch Abziehen geeigneter Linearkombi-
nation der zugehorigen homogenen Dgl. kann man annnehmen, dass

—X

Pa(x) = exle
fiirein c € C. Also

2¢7% = P(D)yp(x) = —2ce™%,



Inhomogener Fall

(ii)

wobei die zweite Gleichheit einfacher mit (+) und 13.4. Somit ¢ = —1,
d.h.:

Eine spezielle Losung von (6) ist somit
1 2 2 ,—x
P() 1= Pr(2) + olx) = 204 522 - e

Sei wyp, w €]0, [, a € R. Betrachte Dgl.

d2
d_t;C + w3x = acos(wt). )
(9) beschreibt Bewegung eines harmonischen Oszillators (vgl. 13.8 (iii))
der Eigenfrequenz wy unter Wirkung von periodischen dufieren Kraft
a cos(wt) (mit Erregerfrequenz w). Betrachte zugehorige komplexe Dgl.
(einfacher!)

P(D)x = x + wix = ae™! (10)
fiir P(T) := T? + w3 = (T — iwy) (T + iwy).

1. Fall. w # wy. ‘
Nach 13.11ist (t) := ce'“!, t € R, fiir ein ¢ € C Losung von (10). Also

ae'“t = P(D)y(t) = c(wi — w?)e'™",
somit ¢ = Z{Q)f?, d.h.:

P(t) = ———— e teR,

2 _ 52
Wy —w

ist spezielle Losung von (10), also

o(t) = Re(p(H) = — - — cos(wh), tER,
0

spezielle Losung von (9).

Fall. 2. w = wy, , Resonanzfall”.

Wegen P(iwg) = 0 hat nach 13.11 (10) spezielle Losung
P(t) == cte’™!, teR.

Also

ae™’t = P(D)y(t) = 2icwe'™",
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13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

3 —_ a .
somit ¢ = iy’ d.h.:

ai

P(t) = —Eteiwof, tER,
0

ist spezielle Losung von (10), also
o(t) 1= Re(y(t)) = ——tsin(wot), t € R,
2(/.)0

spezielle Losung von (9). Fur a # 0 wéchst Amplitude unbegrenzt,
d.h.: ,,Resonanzkatastrophe”.

In beiden Féllen 1 und 2 erhélt man dann allgemeine Losung von (9)
mit Hilfe von 13.8 (iii) und 12.10 (ii).
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14 Systeme von linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Satz 14.1. Sei A € M(n x n,C) (:= alle n x n Matrizen mit Koeffizienten aus
C) und a € C" Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C (d.h.: Aa = Aa). Dann
ist

p(x) :=ae™, xeR,
Losung der Dgl.
y' = Ay.
Beweis. ¢'(x) = Aae’* = Aae’* = Ag(x). O

Korollar 14.2. A € M(n x n,C) besitze Eigenvektoren ay,...,a, € C" zu
Eigenwerten A1, ..., A, € C, die eine Basis von C" bilden. Dann bilden

(%) = ™, xeR, (k=1,...,n)
ein Fundamentalsystem von Losungen der Dgl.
v = Ay.

Beweis. Nach 14.1 sind alle ¢, k = 1,...,n, Losungen. Da ¢;(0) = ai, k =
1,...,n, nach Voraussetzung linear unabhédngig in C”", sind erst recht die
Funktionen ¢y, k = 1,...,n, linear unabhangig. O

Bemerkung 14.3. Erinnere: A € M(n x n,C) hat Eigenvektoren, die Basis von
C" bilden, genau dann, wenn 3S € GL(n,C) (:= alle invertierbaren in M(n x
n,C)) mit

B=S"14S

ist Diagonalmatrix. Nicht jede Matrix in M(n x n, C) hat diese Eigenschaft. Aber
immer 3S € GL(n,C) mit

B=S5"14S

ist obere Dreiecksmatrix, und Koeffizienten in Diagonale sind gerade die Eigen-
werte. (Sogar 3S mit B = S~ AS hat Jordan-Normalform!)
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14 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Lemma 14.4. Seien A € M(n xn,C), S € GL(n,C). Dann ¢ : R —» C"
Losung der Dgl.

y = Ay

genau dann, wenn ¥ := S~ : R — C" Losung der Dgl.

z' = (S71AS)z.
Beweis.
¢'=Ag
o Sl =51Ap=(5"1AS) Sy
l — "
(57'g) =y’

O

Also kann man immer Dgl. ¥’ = Ay auf Fall mit Matrix in oberer Dreiecks-
gestalt (oder sogar Jordan-Normalform) zurtickfiihren.

Beispiel 14.5 (aus der Physik!). Sei U : R®> — R zweimal stetig diff.bar
(,,Potential”). Betrachte Dgl.

2
% = —VU(x) (Bewegung von Massenpunkt unter Einfluss von U) (x)
x1(t)
fur gesuchte Funktion x = x(t) = | x2(¢) | . Wollen Losung in kleiner Um-
x3(t)

gebung einer Minimumstelle von U untersuchen. Hat U in a € R® lokales
Minimum, so gilt

VU(a) = 0.
Weiter sei vorausgesetzt, dass

82

A := (HessU)(a) := <Wu(a))1gi,j§n

(symmetrisch!)

positiv definit. Dann nach Taylor

U(a+8) = U() + 5(5, 45) +o(IEIP).
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Differentialgleichungssysteme in Dreiecksgestalt

Nach Translation des Koordinatensystems (E a = 0. Ndherung: Vernach-
lassige o(||§]|?) (sehr klein fiir § klein!). Dann

U(x) = U(0) + %(x, Ax)
und

VU(x) = Ax.
Somit lautet Dgl. (x)

oy
dat?
Da A symmetrisch, ist A diagonalisierbar, also 35 € GL(n, C) mit

A 00
SlAS=:B=[0 XA, 0].

0 0 Ag

= —Ax.

Da A positiv definit, gilt Ay > 0, k = 1,2, 3. Nach Transformation y = S—1y
dzy
arz

(vgl. 14.4, gilt auch fiir y”" = Ay !, Beweis analog!) geht Dgl. iiber in
—By, d.h.:

Ay
ﬁ = —)kak, k = 1,2,3.

Setzt man wy := /A, so lautet allgemeine Losung dazu:
yk(t) = agcoswyt + By sinwit, k=1,2,3,

mit beliebigen oy, B € R.

Differentialgleichungssysteme in Dreiecksgestalt

Nach 14.4 kann man nach Koordinatentransformation (E annehmen, dass
Diff.gleichungssystem folgende Form hat: z' = Bz mit B = (b;;) von oberer
Dreiecksgestalt, also:

!

zy = bi1z1 + biozp + -+ - + b1 u—1zn—1 + b1,nzn
!

Zy = byzo + -+ + by u_1zn—1 + b,uzn
!

Zyn1 = bn—l,n—lzn—l + bn—l,nzn

z, = bunzn.
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14 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Hier sind bqy, . . ., by, die Eigenwerte von B. Eine Losung

fi
f=1:]:R>C"
fu
dieses Dgl.-Systems zu beliebig vorgegebener Anfangsbedingung
€1
flxg)=c=1|:|eC”
Cn

erhélt man, mit letzter Zeile beginnend, wie folgt:
Die letzte Gleichung z, = b,z besitzt Losung der Gestalt

ful(x) = ane’¥,  x € R,

(vgl. Kapitel 13) mit a,, so, dass f(xg) = ¢, (also a, := cne_h""xf)). Einsetzen
in vorletzte Zeile des Systems ergibt inhomogene lineare Dgl.

Z;_l - bn—l,n—lzn—l = bn—l,nfn (X),

die mit 13. gelost werden kann. Hat man f,, f;,—1, . .., fiy1 schon gefunden,
erhalt man wieder mit 13. f; als Losung der inhomogenen linearen Dgl.

n
zp— bz =Y befi(x).
j=k+1

So fortfahrend, erhdlt man vollstindige Losung des Dgl.-Systems.

Beispiel 14.6. Betrachte Dgl.-System

y = Ay

mit A € M(2 x 2,R). Es gibt drei Flle.
Fall 1. 3 Basis a1, 4, € R? von C?, die Eigenvektoren von A sind, mit Eigen-
werten A1, A; € R.
Dann
P1(x) = a1eM%,  @o(x) := 1™, x €R,

Losungs-Fundamentalsystem.
Fall 2. A hat zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte

Mp=ptiw, peR, weR* (:=R\{0}).
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Differentialgleichungssysteme in Dreiecksgestalt

Dann zugehorige Eigenvektoren auch konjugiert-komplex, also
a1 = btic, b,ce ]Rz.

(Begrindung: A(b +ic) = (u +iw)(b+ic) = ub — wc + i(uc + wb), also,
da A reelle Komponenten hat, Ab = ub — wc, Ac = yc + wb. Dann aber
A(b—ic) = Ab—iAc = (ub — wc) —i(uc + wb) = (p — iw) (b —ic).)

Da a4, a, linear unabhingig, sind dies auch b und c. Aus komplexen linear
unabhédngigen (!) Losungen

or(x) = me™, xeR, k=12,

erhilt man wie oben reelles Losungs-Fundamentalsystem:
1 .
$1(x) 1= (91 (x) + ¢2(x)) = (beos(wx) —csin(wx))e!™,

$a(x) = %(‘Pl (x) = ¢2(x)) = (bsin(wx) + ¢ cos(wx))e™.

Bemerkung. Da A1, A, als Eigenwerte von A Nullstellen des charakteristischen
Polynoms P4 (T) := det(T1d —A) (Id = Einheitsmatrix!) sind, also eines Poly-
noms mit reellen Koeffizienten, kann im Fall, dass Ay # Ao, tatsichlich nur der
Fall 2 auftreten. Es bleibt also nur der folgende Fall iibrig, wo A1 = Ay € R und
keine Eigenbasis (wie im Fall 1) existiert.

Fall 3. A hat nur einen reellen Eigenwert mit eindimensionalem Eigen-
raum.

Dann 35S € GL(2,R) mit

B:=5"1A5 = (g‘ j) x € R*.

(Man kann sogar « = 1 erreichen!)
Vermoge Substitution z = S~y erhalte Dgl. z’ = Bz, d.h.:

z) = Az1 + azo,
ZIZ = /\Zz.

Wollen Losungs-Fundamentalsystem 1y, ¢, dazu finden mit Anfangsbe-
dingungen

no = (p) ro=(7).

Da (é) Eigenvektor, ergibt sich

Pr(x) = (é) M, xeR.
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14 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

[2%)

Py (x) = M, xeR,

Fir ¢, = (¢21) erhélt man nach obigem Verfahren

und demgemaifs nach Einsetzen in Dgl. ergibt sich fiir ¢,; die Dgl.

z) — Az1 = ae.
Also nach 13.

Yo (x) = axe.

Es gilt 121(0) = 0, ¥22(0) = 1, also Anfangsbedingung ,(0) = (iﬂggg) =
22
((1)) erfiillt. Riicksubstitution ¢1 = Sy, 92 = Sy, ergibt

Ax

Pr1(x) = ve,  @o(x) = (w + axv)e™,

wobei

S = (Ul w1> , U= (Ul> , w:= (w1> .
Uy Wy (%] (%)
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