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Ubungen zu Analysis IT

Blatt 1

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei K =R oder K =C. Sei

b= {(@a)nen] VneN:z, €K, Y loa| < oo}

n=1

die Menge der absolut summierbaren Folgen in K. Wie tiblich sei

(‘rn)nGN + (yn)nGN = (mn + yn)nGN
und
a(Tn)nen = (aTn)nen

fiir alle (n)nen; (Un)nen € 11 und alle a € K. Zeige:

a) 1y ist, versehen mit der oben definierten Addition und Multiplikation, ein
Vektorraum tiber K.

b) Durch

[(@n)nenllo = sup [zn,
neN

(o)
[(zn)nenlly = Z ||
n=1

fiir alle (xp)nen € 11 werden Normen aufly definiert.
¢) Es gilt
[(@n)nenlloe < (@n)nenll;y

fiir alle (zn)nen € li. Die duale Ungleichung gilt nicht, denn es gibt Folgen
(@) nen, k €N, so dass

lim H(x%k))neNH =0,
o0

k—oo
Jim @) nen], = oo

d) Sei 0 < a < oo undp=1 oder p=oc. Es gibt Folgen (zglk))”eN, k€N,
so dass
klim (P =0

fir alle n € N, aber

lim H(wg‘:))neNH =a.
p

k—o0



Aufgabe 2. a) Seien a,b,c >0 und a < b+ c. Zeige, dass

a b c
< +
14a 140 1+4c¢

gilt. (1 Punkt)

b) Es sei ||| eine Norm auf R"™, n € N. Zeige, dass durch

[z =yl
d(x,y) =
O ]

eine Metrik auf R™ definiert wird. (1 Punkt)

¢) Es gilt 0 < d(z,y) <1 fir alle xz,y € R". (1 Punkt)
d) Die Metrik wird nicht von einer Norm induziert, d.h. es gibt keine Norm
I, auf R™ mit d(z,y) = ||z — yl|, fir alle z,y € R%. (2 Punkte)
Aufgabe 3.  a) Fiir Teilmengen A und B eines normierten Raumes (E,|-||)
definieren wir A+ B := {a+b| a € A,b € B}. Sind A und B offen, so

auch A+ B. (2 Punkte)

b) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist fir jedes r € Ry und jedes z € X
die Menge K,(z) :={z € X| d(x,2) <r} abgeschlossen in X. (2 Punkte)

c) Zeige, dass eine Teilmenge Y eines metrischen Raumes genau dann offen
ist, wenn Y NOY = 0, und dass Y genau dann abgeschlossen ist, wenn
ay CY. (2 Punkte)

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei X ein metrischer Raum, und Y C X. Beweise:

a) Seix €Y. Dann gilt:

zeY & J>0:B(z,e) CY.

b) Y ist die Vereinigung aller in 'Y enthaltenen offenen Mengen.



