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Aufgabe 1. a) Zeige: Ein System von Teilmengen A einer Grundmenge Ω
ist genau dann eine Algebra, wenn Ω ∈ A, Ac ∈ A, falls A ∈ A, und
A ∪B ∈ A, falls A,B ∈ A. (2 Punkte)

b) Seien Ai σ-Algebren auf Ωi, i = 1, 2, und T : Ω1 → Ω2 eine Abbildung.
Zeige, dass {T−1(B)|B ∈ A2} und {B ⊂ Ω2|T−1(B) ∈ A1} σ-Algebren
auf Ω1 bzw. Ω2 sind. (2 Punkte)

Aufgabe 2. Sei E ein System von Teilmengen einer Grundmenge Ω. Zeige,
dass es einen kleinsten Ring R(E) auf Ω gibt, der E enthält. (3 Punkte)

Aufgabe 3. Sei Ω eine unendliche Menge.

a) Sei Ω abzählbar und sei durch

A1 := {A ⊂ Ω|A oder Ac ist endlich }

eine Algebra auf Ω definiert. Zeige, dass die durch

µ(A) =

{
0 falls A endlich
+∞ falls Ac endlich

definierte Funktion µ : A1 → R+ ein additives, aber kein σ-additives Maß
ist. (2 Punkte)

b) Sei Ω überabzählbar und sei durch

A2 := {A ⊂ Ω|A oder Ac ist abzählbar }

eine Algebra auf Ω definiert. Zeige, dass die durch

µ(A) =

{
0 falls A abzählbar
1 falls Ac abzählbar

definierte Funktion µ : A2 → R+ ein Maß ist. (2 Punkte)

Aufgabe 4. Sei R ein Ring und µ ein additives Maß auf R. Zeige für
A,B,A1, . . . , AN aus R:

a) µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B),

b) µ(A) ≤ µ(B) falls A ⊂ B,

c) µ(B\A) = µ(B)− µ(A) falls A ⊂ B und µ(A) <∞,

d) µ
(⋃N

n=1An

)
≤
∑N

n=1 µ(An),

e) Ist (An)n≥1 eine Folge paarweise disjunkter Mengen in R mit
⋃∞

n=1An ∈
R, so gilt

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≥
∞∑

n=1

µ(An).

(Je 1 Punkt)
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