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Einsehub s Doer Satz von Dini, die Approximationssitze

von Stone und Weierstral

(rount  Hewselorffschee Jopologesches Raunm )

Es sei E ein inetyil c&er Raum und ‘¥(E) der Raum aller stetigen

beschrédnkten reellen Funktionen auf E versehen mit der Sup-

remumsnorm. Eine Teilmenge %,von fe(E) heiflt aufsteigend (ER'

steigend) filtrierend, wenn es fﬁf alle=g1,gé,e(% ein g € %,
glbt mit g1 < g und g, <g (g= g, und g =< gz).,Durch»voll-
‘stdndige Induktlon erﬂlbt sich sofort, dafB fiir jede‘aufsteigend

filtrierende Teilmenge % von ‘E(E) und endlich viele g,,e.¢,8 € %,,
eine Funktion g € %,existiert mitkgj < g fﬁf,alle 1< j < h. _ ‘

Entsprechend fiir dbsteigend filtrierende Teilmengen.

E.1. Satz: ©Es sei E kompakt, 8“: C(E) und f ¢ €(E).

A Ist %,aufqtelgend flltrlerend und sup %,> f, so
:ex1st1ert ein g € %, mit g > f. |
Ist %,abst01gend filtrierend und inf %,< f, so

existiert ein g ¢ %, mit g < T,

. 3 _
Bem. rerchts gbewew*& 2ecs unbeshatissleligen ?*wj"’@“em,s 4 éé}a’f%“’gb&w‘é tm 4. Fell

, bzw . n ober halk s@e%fen 0o £ M"*‘" halbslefry tm 2. Fall
Beweis., Es sei G aufsteigend flltrierend und sup > f. Fiir

'alle x € E existiert dann ein g, € %,nut g (x) > £(x).

U = iy e E: gx(y) > f(y). 1st eine offene Menge, die x ent-

hilt. Die U, x ¢E, bilden also eine offene Uberdeckung von E.

Da E kompakt ist, existieren endlich viele XypeoesX, € E mit

E = U U .Ikl%jaufsteigend,filtrierend ist, gibt es ein g € %
j=1 % : . ; . '

mit g 2 8 ‘fiir alle 1 € j € n. Es sei nun y ein beliebiger

3

'Punkt aus E. Dann gibt es ein 1 < J S n mit y €U, . Es ist

. , J
dann also g(y) = g _(v) >-f(y). Also ist g > f.

X
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 Die zweite Aussage ergibt sich, indem man alle Funktionen

durch ihr Negatives ersetzt. _ ‘ 0

E.2. Korollar (Satz von Dini): Es sei E kompakt und (fﬁ) eine
Folge in ‘e(E), die monoton (also isoton oder anti-
ton) "gegen eine Funktion f ¢ ‘€(E) konvergiert. Dann

konverglert(f ]glelchmaﬂlg cegen f.

Vm { oiﬂ&/é«w,jiéyséyggftﬁ

Bem Yevch 4’ (s pf v {:n u,w%&v‘z’l‘i Skiqé ¢

bEw. £ (5:.,:; gmﬁm f S ober hulb glehy Vm , £ onttrhabsbelr’y
Beweis Konvergxert etwa(f )1soton gegen f, so-ist fur Jedes

e >0
R | suvpfn>f-e.
. Nach B4 existiert also ein n, €W mit
fn > f - €,
_ o
und wir erhaitén fiir alle n 2 n_

o
- < f. < '
£ € < fno == 1

also

£ - £ ] <e . | ¥s

Eij. Satz: ] Es sei Elkompakt_und enthalte wenigstens ;wei Punkte.
| Filir .jede Teilmenge'JL von .e(E) sind dann die folgen-
den<beideAFX;;;;;;h 5qui§alent:
1. UM lie‘gt dicht in’ ‘€(E) beziliglich gleich-
mafRiger Konvergenz.

"II. a. Fir alle £ ¢ €(E) ist {g ELLL g < £ |}
aufsteigend und {g ELAL. g > f} abstelgend
filtrierend. |
b. Fur alle x,y € E mit x #y dist
{(g(x), g(y)): ¢ EUMJ eine dichte Teilmenge

voh Rzu
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gszgiﬁ; Es gelte zundchst (II) Es sei f ¢ ‘ﬁ(E und ¢ > 0.

Zu finden lst g € J{rmlt |g-f, < €. Fir beliebiges x € E be=~

trachten wir zunidchst die Familie

Gi= fe edhs s(x) < £(x) + el

o) E? ist aufstelaend filtrierend,

B8) sup % >f = ¢ (ﬁgé%ﬁ’ﬁk% ’ gx?{ @ f)

Zunédchst zu (d). Seien €118, € %k-' Setzen wir hO = sgp(gj’go)v

so ist h_ € €(E) wund h_(x) < £(x) + e. Es sei

hi= h + (£(x) + ¢ - h (x)). Danri ist h € €(E) und g <h,

8, < h. Nach Eigerischaft (ITa) existiert daher ein g € J{ mit

~h_ < g < h. Insbeébndere'ist g(x) < h(x) = £(x) + ¢. Also ist

(o]

g € <%x-

 Nun zu (E) Es se1 y €E, V¥ # x. Nach Elrenschaft (IIb) glbt

es ein gyg\/u mit |g} x)-f(x)|< e\mﬁ[g(y) f(y)]< ¢+ Dieses gV

llegt offenbar in % und es ist %}y) > f(y) - ;é?é?§<ﬁﬁyr7 ,

Also ist sup %/ > - e.
Nach Satz E.1 existiert daher ein g E %, mit g > - ¢

Betrachten wir nun die Menge

E%:= fe e M g’>.f'- el,

so gibt és also zu jedem x € E ein g e'g,rmit g(x) < f(x) + e,
d.h. es ist inf %,{‘f + ¢. Da %,nach Eigenschaft (IIa) absteigend

'filtrierendiist,”gibt es also nach Satz E.1 ein g ¢ %; mit

g<f + ¢ Fﬁr diesés g ist dann
f - ¢ <g'<f+€o‘

also ’g-f] < €

" Es gelte nun umgekehrt (I). Es sei f ¢ Y(E) und g1,gé-€‘jL,mit

(dwfﬁﬁﬁw
sup(g1,g2) < f+ Dann glbt esjein ¢ > 0 mit

sup(g1.g2) < f - 2¢
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und ein g e‘jﬁ‘mit
lg = (f-¢)| < e.
Es-ist dann

‘“.Also ist {g eM: g < f} aufsteigend filtrierénd. Ehtsprechend

sieht man, daB {o E\Au- g > £} abstelgend flltrlerend ist.

Sind x,y € E mit x # y und q,B EIR, so gibt es. stets ein f € ‘€(E)

mit £(x) = q, f(y) B, z.B. £ z@méa déz,y) + B d(zpr))
 Wihlen wir dazu ein g e\ﬁb mit | g=f| < e,kso ist

"‘(g(x)’ g()’)) (G’B)”.<,2€-

0

~

E.4, Definition: ~ Es seldw eine Menge von reellen Funktlonen

auf E. JA heilt punktetrennend (M, trennt die Punkte

von E), wenn zu je zwei verschiedenen Punkten x,y E_E
ein g Eiﬁﬁmit g(x) # g(y) existiert.

d“,heiﬁt‘verschrﬁnkt punktetrennend3 wenn zu Jje zweil

~verschicdenen Punkten x,y € E zwei_Fuhktionen g,h.ekﬁi
existieren mit

g(x) h(y) # g(y) n(x).

‘Bemerkung: - Es'sei\AL eihe'Menge reeller Funktionen auf E. Ist Al
'verschrﬁnkt_punktetrennend, SO‘iStLAL punktetrennend. Ist umge=

'kehrt\AL‘punktetrenngnd‘Und 1 G\AL, so ist M verschrinkt punkte-

trennend,

Es sei WL ein linearer Teilraum von %Z(E). Dénn sind die folgenden
drei Ausségen équlvalent.

| a. Pur alle e ELAiist | | eM . | - : R '_. 

b. Fiir alle 84185 eMist sup (g1,g2) E\A{ |

C. Fﬁr"alle 84185 eui,ist»inf (gl,gz)-exﬁv.v

- —2.9~



Das folgt sofort aus den Gleichungen

ol —

sup (g,,6,) = 5 (&,+ 8,+ |6,- &,]),

inf (g,,8,) = - sup (-g,,-8,),

,g, = = inf (gto) - inf ("gvo){
@} E Se horollar (Approx1mat10nssatz von M.H, Stone) Es sei E
' kompant und M ein linearer Teilraum von "@(E),
. /‘\/\_/
der mit jeder Fun tlon'g auch deren Betrag |g| ent=
/ B I e I S T e e S \f'/\-——/\""\oﬂw\“"”\_‘_,

I. \Atllegt dlcht in \@(E) bezugllch glelch-
maﬁlger honvergenz. |
II.JH{lSt verschrankt punktetrennend. Falls E

einpunktig ist;ﬁist UM,#'§O}

Beweis. Die Aussage ist triviai,kfalls E hoéchstens einen
Punkt enthidlt, EStbesitze E alsd mindestens 2weifPunkte.
‘Es sei zundchst u. = (E) und x,y € E mit x % Ye Nach Sat7‘E 3CE53
éxistieren dann Punxtlonen g,h ebﬁﬁnlt 0 « g(x) <1, 1« g(Y) < 2,
1 < h(x):< 2, 0 < h(y) < 1. Also ist

g(x) n(y) <1 < g(Y) h(x )

: uuzlst also verschr1nkt punktetrennend. €Z£7§“F.
Es sei jetzt umgekehrt\AL’verschrﬁnkt punktetrennénd. Es seien
X,y € E, x #vy und q,B € R. Es gibt Funktionen g,h E‘Atxnlt
g(X) n(y) # g(y) n(x).
"Es sei ag= g(x) h(y) - g(y) n(x) und
! (a(nlr) & - lv) ») + e(g(x) h - n(x) &) & c/b(
Dann -ist’ | o _ V' dﬁ‘&%

£f(x) = a, £(y) Liveal 3
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Also ist {(f(x), £(y)): £ eM] = R? undda“mit Eigenschaft (IIb)
‘von Satz E.3 gegeben. Nach der Vorbemerkung ergibt éich Eigen=

scha t. (IIa) sofort aus der Voraussetzung, daB M mit jeder

- Funktion auch deren Betrag enthalt. Nach Satz E.3 ist daher

M - \6(1:)6 E | " : a

E.6. Kbrbllar: Es sei E kompakt und\ﬂi ein punktetrennender
linearer-Teilraum von ‘@(E),'der die Konstanten

und mit - jeder Funktlon auch deren Betrag enthalt.

Dann ist uV ‘Q(D).

“Wir wollen Jetzt die Bedingung, daB J& mit jeder Funktlon auch

deren Betrag enthdlt, durch eine andere ersctzen. Dazu die

folgende

E.7. Definition: ui c ‘Q(E) heiflt eine Algebra stetiger reeller
':b@s@@rgn&%&“EFunktionen auf E, wenn 4 ein linearer
Teilraum von Y (E) ist, der mit je'zwei'FunktiQnen

g,h ¢ &L auch deren Produkt gfh enthidlt, ' .

Insbesondere ist ‘e(E) selbst eine solche Algedbra., Statt von
einer Algebra stetiger reeller Funktlonen auf E sprlcht man

daher auch in einer Unteralgebra UA'von ‘Q(E).

Beispiel. Die Menge aller reellen Polynome auf einéf”Téilmenge E

der Zahlengeraden ist eine Algebra stetigor reeller Funktionen.

E.s8. Lemma: Es existiert eine Polge (p ) reeller Polynome mlt

(O) = 0, gle auf dem Intervall [=-1,+1] gleich-

muﬁlg gegen X »"xl konvergiert.

241 -
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Beweis., Wir definieren die Folge (p_) rekursiv durch
U i e . ] n

P, i= 0,

(x%- %) (n ew)

=

'pn+1'r= pn+'

und é:halten die Identit#ten |

x]= e (x) = 3([x]%= p2(x))
(Ix]- p (=) (1 = 3(Ix|+ p_(x)))

x|+ b, (x) = [x]+ p (x)+ §(]x|%= p2(x))

(1x]+ p_(x)) (1 + 3(]x|= »_(¥))).

lxl- pn+1(x)

-und

it

Durch vollstindige Induktion ergibt sich daraus
i - )
| |x] = p(x) = |x] .
fiir alle x € [-1,+1] _und n = 0,1,2,+.+ . Hieraus erhdlt man dann
nach Definitién.pns P

et fir alle n = 0,1,2... . Also existiert

fiir alle x € [—1,+1]'»der Limes
q(x)':=~.lim pn(x).' ,
' n = o -
Grenziibergang in der Rekursionsformel liefert fiir alle x € [-1,+1]
' 1 2 2 : '
a(x) = a(x) + 2(|xI%= a2(x)),
also. | R
, Q(x) ;-lxl’
da 0 =‘po(x) < pn(x) < q(x) gilt. Der Satz von Dini liefert

dann die Behauﬁtung. ) : - | ‘ .LJ

@ 539. Korollar: Es sei & eine Unteralgebfa von ,e(E). Dann ist

ul eine Unteralgebra von € (E), die mit jeder Funktion

auch deren Betrag enthélt;

Beweis. Wie bei jedem normierten Raum ist der Abschluf 04 des
L I

linearen Teilraumes d& von ‘e(E) ein linearer Tedlraum von %Z(E).



Es seien f,g € (4 und ¢ > 0. Dann existieren £f.,8, € oA mit

“f—f1u’< €, lls-g1Hw< € Es'ist dann

It - rgll,= Ne(e-g,) + é1(f-f1)“w
o= el le-e v Nl le-g

1'os
s (lell+ Hell_+ €) e
‘Daraus folgt fg'e JI. | | '
.,‘Es sei jetzt f gtgk, HfH;S,T' und 3,>:0° Es existiert einn N
 mit " | o
| pp(x) = Ixl] < ¢ o
fiir alle x € [-1,+1). Da fiir alle z € E gilt f(i)'é [-1;+i]; -
erhaltén-wif also‘ N | |
) Ipye £ - 1f]] < e |
wagen‘pn(o) =0 Aistrdqbei p,o T € &i'(ul Algebrai). Also ist
| £ eui.. Daher.enthﬁlt‘éi_xnit jeder Fﬁnktioﬁ auch deren Betrags

a

.5;10;-Safz*(Sati von Stone - Weierstraﬁ): Es sei ﬁfkompakﬁ
und.§$ eine Uﬁter@lgebra von Ke(E); Dann sind
dquivalent:. ,.. | | |
 I. liegt dicht in ¥ (E) beziiglich gleich~
.méﬁiger Koﬁvergenz.'
II.LA’iSt verschrinkt punktetrennend. Falls E
einﬁunktig ist, ist S # {o}.
 II'.yA ist.pﬁnktetreﬁnend und enthéit fﬁf je&én
-Puhkf auS f eineAanktion, die in diesem |

Punkt nicht Null ist.

Beweié. Die Aquivalenz von (I) und (II) ergibt sich nach
P e e e .
Korollar E.9 sofort aus dem Approximationséatz von Stone, da

o genau dann die'Eigenschaft (II) besitzt, wenn & diese

L mZ 3~



‘Eigénschaft hat. Offensichtlich folgt (II') aus (II). Es gélte_
alsovumgekéhft‘<II') und es seien x,y €E mit x # y. Es existiert
ein g élui'mit g(x) # g(y). Da auBerdem ein g1‘€ s mit g{(x) # 0
»ex1st1ert von deh wir nétfalls ein kleihes‘VieifaChes zu g
'addieren,‘durfen wir dabei g(x) % O annehmen., Dann ist
h, = gly) e - g8 ed |

mlt h, (x) # O h; (y) = 0. Wihlen ' wir ein ﬁz € J& mit h, (y) # 0,
s0 erhalten w1r damit die verschrankte Punhtetrennung.

h (x) By(y) # 0 = ny(¥) ny(x). |

Aus.(Ii')_folgt daher (II).

E'11. Korollar (satz von WelerstraB) Jede stetige reelle
Funktlon £ auf einem kompakten Intervall I der Zahlen-
geraden kann glelchmamlg durch reelle Polynome approxi-

miert werden.:

Beweis., Die Polynome auf I bilden eine Unteralgebra P von €(I),
A~~~ . o .
die verschrinkt punktetrennend ist, da sie die Konstanten enthidlt

und die Funktion x - x. die Punkte trennt. - . 0

Abschlleﬁond geben wir noch eine komplexe Version des Satzes von
Stone ~ WeierstrafBl, Dabei bezeichnet ‘Q(E C) den Raum aller.
stetigen beschrﬁnkfen komplexen Funktionen auf E .

§.12; Satz: [Es sei E kompakt und J eine Unteralgebra von ¥€(E,cC),

'die mit jeder Funktion f auch deren Konjugierte I ent-
hilt. Dann sind dquivalent:
I. liegt dicht in ‘@(E,C) bezliglich gleich-

mifliger Konvergenz.
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ii.xA'ist‘vefSChrdnkt punktetrénnénd; Falis E
einﬁunkfig ist, ist o % fo}.

IT'. A ist bﬁnktetrennend und enthdlt fﬁrljeden
-Punkt aus E eine Funktion, die in diesem

Punkt nicht Null ist.

Beweis., Dafl aus (i)\die Aussage (II)'folgt, ist trivialvwie
o~ ' ' .
im reellen Fall. Ebenso die Aquivalenz von (II) und (II').
Es gelte also (II'). Es sei

‘ uﬁw = {g e 4 g(E) cR}. | A
Mit reellef Multiplikatioh iét dann ‘Aﬁ Unteralgebra von ¥Y(E).

. Fiir jedes - g‘e.uﬁlist ,

R & =3 (g+8) €d,
Tme = 3 (a-8) €.

‘.sind x,y. € E mit x # y, so existie%t ein g ¢ W mit g(x) # g(y).
Dabei ist R g(x) # Reegly) oder 'fhﬁg(X) # Uma(y). Ent-
sprecheﬁd existiert zu jedem x € E ’ein,; € 0&1 mit z(x) # O,A
Nach Satz E;1o ist\déher u¢1 dichte‘Uhferalgebfa.von ‘e(E). Wééen
'0A1+ i u¢1_¢ J&_ folgt'dafﬁus,.daﬁ W eine dichte Unteralgebra

von ¥(E,c) ist. : oo o
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