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1 Einfiihrung

Riickblick: Das Riemann-Integral

Definition 1.1. Sei f eine beschrénkte, reellwertige Funktion tiber einem
endlichen Intervall [a,b], und D eine Partitiona = &y < & < --- < &y =D,
n € N, von [a, b]. Dann setze

n
Sp = Z M; - (& — i) (,,Obersumme”),
i=1

wo M; :=sup{f(t) |t € [¢i_1,&]}, 1 <i<nund
n
sp =Y m;- (& —&i_1) (,Untersumme”),
i=1
wo m; = inf{f(t) |t € [¢i_1,Ci]}, 1 <i<n.
f heifst Riemann-integrierbar, wenn fiir jedes £ > 0 eine Partition D existiert,
so dass gilt:

Sp —sp < &

In diesem Fall heif3t
b
infSp = supsp =: R/ fdx
a

das Riemann-Integral von f, wobei das Infimum und das Supremum jeweils
iiber die Menge aller Partitionen D des Intervalls [4, b] genommen werden.

Einschrankungen des Riemann-Integrals

Beispiel 1.2. Betrachte die Funktion f : [0,1] — R,

~JO0 wennx € Q,
flx)i= {1 wennx € R\ Q

(also, f ist konstant = 1, bis auf abzdhlbar viele Punkte). Dieses f ist of-
fensichtlich nicht Riemann-integrierbar, da die Menge der Unstetigkeits-
stellen zu grof ist (f ist in keinem Punkt in [0, 1] stetig!). Gleichzeitig kann
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f approximiert werden durch eine monoton fallende Folge von Riemann-
integrierbaren Funktionen. Sei etwa Q = {g, | n € N} eine Abzihlung von
Q, und sei f, : [0,1] — R definiert durch

0 wennx € {gi |k <n},
X) =
ful) {1 sonst.

Dann gilt lim, e fn(x) = f(x) fiir alle x € [0,1], genauer f, | f, und je-
des f;, ist Riemann-integrierbar mit fol fundx = 1. f dagegen, der Limes der
fn, ist — wie oben gesagt — nicht Riemann-integrierbar. Dies erscheint un-
nattirlich, mochte man doch eigentlich Vollstandigkeit erwarten. Um diese
zu erhalten, benttigt man eine neue, bessere Form des Integralbegriffs, das
Lebesgue-Integral.

Im Laufe dieser Vorlesung werden wir abstrakte Mafse auf abstrakten
Mafirdumen und die korrespondierenden Integrale studieren, um die zu-
grundeliegenden Konzepte verstehen zu lernen. Gleichzeitig werden wir
das Lebesgue-Maf3 auf den reellen Zahlen und das dazugehorige Lebesgue-
Integral studieren. Dies ist unser Standardbeispiel (“Basic Example”), das
im Rest dieses Textes mit gekennzeichnet wird.

Voraussetzungen, Notation

Es seien IN die natiirlichen Zahlen, Ny := IN U {0}, Q die rationalen und
R die reellen Zahlen. Es seien R := R U {+oo} die ,kompaktifizierten”
reellen Zahlen. Dabei sei +oo die ,Zahl”, die grofler (bzw. kleiner) ist als
jedes andere Element von R (unter Annahme der tiblichen Anordnung auf
R). Wir ,,rechnen” mit +o0 in der tiblichen Weise, also

VaeR\{—oo}:a+ (+0) = 400, und + co+ (—o0) ist nicht definiert,
aber wir setzen
0+ (+00) = 0 (~9) = (+0) -0 = (~20)-0 =0,

Wir setzen Ry := {x € R|x > 0}, und R} := {x € R|x > 0}.

Mengenoperationen N, U, \ gelten wie iiblich. Wenn eine Menge Q) fixiert
ist, definieren wir fiir jede Teilmenge A C Q) das Komplement als AC :=
Q\ A

Fiir eine beliebige Menge ) wird eine Abbildung f : QO — R Funktion
genannt. Wenn f(Q)) C R gilt, heif3t f eine reellwertige Funktion.

Eine Menge ) heifst abzihlbar, wenn es eine bijektive Abbildung

i:Q— NN



Voraussetzungen, Notation

gibt. Jede endliche Menge ist abzahlbar.

Fiir eine Menge Q) bezeichnet P(Q)) die Menge aller Untermengen von
Q. P(Q) hei3t auch Potenzmenge von Q).

U kennzeichnet das Ende eines Beweises.
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2 Mengensysteme, Mafse und dufsere Mafie

Mengensysteme
Definition 2.1. Ein System R von Untermengen einer Menge (2 heifst Ring
(tiber 2), wenn gilt:
i @eR

(i) Aus A, B € Rfolgt A\ B € R.

(iif) Aus A, B € Rfolgt AUB € R.
Wenn aufierdem gilt:

(iv) Qe R,
dann heifst R eine Algebra.

Beachte: Wenn R ein Ring ist, dann gilt fiir A, B € R, dass auch der
Schnittin R liegt: ANB= A\ (A\B) € R.

Definition 2.2. Ein Ring R, bzw. eine Algebra A4, iiber einer Menge () heif3t
o-Ring, bzw. o-Algebra, wenn er unter abzdhlbaren Vereinigungen abge-
schlossen ist. Das heif$t, anstelle von (iii) hat R, bzw. A, die stirkere Ei-
genschaft, dass

U A, e€R, wennA, € R, n €N,
nelN

bzw.
U A, €A, wennA, € A necN.
nelN

Bemerkung 2.3. (i) Ein System Avon Untermengen einer Menge Q) ist genau
dann eine o-Algebra iiber (3, wenn gilt:

@WQeA MWAcA=A€A (A eANEN= ] A €A
nelN

(dies ist ein duflerst praktisches Kriterium, um zu iiberpriifen, ob ein gegebe-
nes Mengensystem eine o-Algebra ist). !

1Die Markierung steht an Stellen, deren Aussagen nicht in der Vorlesung bewiesen, son-

dern im Rahmen von Ubungsaufgaben gezeigt werden sollten.
Im Zweifelsfall sei hier auf die Literatur verwiesen.
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(ii) Die folgenden Implikationsketten gelten trivialerweise:
o-Algebra = o0-Ring = Ring,
und

o-Algebra = Algebra = Ring.

(iii) Wenn A eine o-Algebra ist, dann gilt fiir alle A, € A, n € N:

N 4= (U A,S)CGA

nelN nelN

(iv) Fiir jedes System &€ von Untermengen einer Menge () existiert ein kleinster
Ring R(E), bzw. eine kleinste Algebra A(E), ein kleinster o-Ring S(E),
eine kleinste o-Algebra o (E), der, bzw. die, £ enthiilt.

R(E) heifit dann der von £ erzeugte Ring, und o (&) die von £ erzeugte
o-Algebra; £ heifit der Erzeuger von R(E) bzw. o (&) (analog fiir S(E)
und A(E)).

Beispiel 2.4. (i) Sei 2 = IN, und R das System aller endlichen Unter-
mengen von IN. Dann ist R ein Ring, aber keine Algebra.

(ii) Sei O = R, und R das System aller endlichen Vereinigungen (d-di-
mensionaler) Intervalle der Form [a, b, a,b € RY. Dann ist R ein Ring.
Zur Notation: a = (ay,...,a3),b = (by,...,b;) € RY,

[a,b] := [a1, by x - X [ag, by C RY.

(iii) Das System P (Q) aller Untermengen einer Menge () ist eine o-Algebra.
(iv) Siehe Definition 2.6.
Definition 2.5. Sei R der Ring aller rechtshalboffenen Intervalle in Q) = R¥
(vgl. (ii) im vorhergehenden Beispiel). Dann heif8it o(R) die Borel-o-Algebra
tiber RY.

Definition 2.6. Sei A eine 7-Algebra iiber einer Menge (), und O/ C Q.
Dann ist das System

ANQ :={ANQ' | Ac A}

eine o-Algebra tiber (Y, die sogenannte Spur-c-Algebra von A auf (). Spur-
Ringe, Spur-Algebren und Spur-c-Ringe werden analog definiert.
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Dynkin-Systeme

Dynkin-Systeme sind eine enorm hilfreiche Konstruktion. Sie werden unter
anderem benétigt fiir die wichtigen Sétze tiber monotone Klassen.

Definition 2.7. Ein System D von Untermengen einer Menge () heifst Dynkin-
System tiber (), wenn gilt:

(i) QeD.
(ii) Aus D € D folgt D¢ € D.
(iii) Aus Dy € D,n € N, mit D; N D; = @ fiir i # j folgt U;q Dy € D.

Bemerkung 2.8. (i) Sei Q) eine Menge, und € C P(Q) ein System von Un-
termengen von Q). Dann existiert ein kleinstes Dynkin-System D(E), das €
enthiilt.

(ii) Wenn D ein Dynkin-System tiber Q) ist mit A,B € D und A C B, dann
gilt:

B\A=BnNA® = (B°UA) cD.
€D

Satz 2.9. Ein Dynkin-System D iiber einer Menge () ist eine o-Algebra iiber ()  Ein gegeniiber endlichen

genau dann, wenn fiir alle A, B € D gilt, dass A N B in D liegt. Durchschnitten abgeschlossenes
Dynkin-System ist eine o-Algebra.

Beweis. Die eine Richtung (,jede o-Algebra ist schnittfestes Dynkin-System®)
ist offensichtlich trivial.

Sei D ein Dynkin-System, so dass mit A, B € D auch AN B € D gilt. Sei
(Dn)nen eine Folge in D. Dann ist zu zeigen: U,cn Dn € D.

Fiir endliche Vereinigungen ist dies trivial: Aus A, B € D folgt:

AUB=(A\(ANB)) UBeD nach2.7(ii).
—_———
€D nach 2.8(ii)
und Vorauss.

Fiir den allgemeinen Fall setze D}y := @ und D;, := D; U - - U D,. Dann
gilt, wie eben gezeigt: D;, € D fiir alle n € INy. Aber damit gilt

U Dn= U D, \D,_; €D nach2.7(iii).
neN neNT
nach 2.8(ii)

O

Satz 2.10. Sei Q) eine Menge, und £ C P(Q)) ein System von Untermengen von  Das kleinste Dynkin-System D(E)
O, sodass aus A, B € € folgt: ANB € E. Dann gilt: D(E) = o (&) itber einem paarweise schnittfesten

Mengensystem & ist automatisch
auch die kleinste o-Algebra iiber £.
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Beweis. Da jede o-Algebra automatisch auch ein Dynkin-System ist, gilt
D) Cco(€).

Behauptung: D(&) ist eine o-Algebra. Angenommen, diese Behauptung
ist wahr, dann gilt offensichtlich ¢(£) C D(€), und der Satz ist bewiesen.
Nach Satz 2.9 ist die Behauptung bewiesen, wenn das Dynkin-System selbst
paarweise schnittfest ist, wenn also fiir A, B € D gilt: ANB € D.

Betrachte daher fiir D € D(&) das Mengensystem

Dp:={ACQ|ANDe D)}

Dp ist ein Dynkin-System.? Da & als paarweise schnittfest vorausgesetzt
wird, gilt fir E € £ immer £ C Dg, also D(€) C Dg. Das heifit, fiir jedes
D e D(E),E €& gilt END € D(E). Daraus folgt fiir jedes D € D(&) die
Inklusion £ C Dp, und damit D(€) C Dp.

Dies bedeutet aber gerade fiir alle A,D € D(£), dass AN D in D(E)
liegt. O

Mafie

Der Begriff ,,Maf3” wird uns als Basis fiir eine neue, allgemeinere Definition
des Integrals einer Funktion dienen.

Zundchst interessieren wir uns fiir das ,Messen” bestimmter Mengen,
etwa der Elemente eines Ringes. In unserem zentralen Beispiel ist das
Messen nichts anderes als die , Bestimmung der Lange” einer Menge (bzw.
fur hohere Dimensionen , Bestimmung der Fliache / des Volumens / ...").
Allgemein definiert man:

Definition 2.11. Sei R ein Ring {iber einer Menge Q). Ein endlich additives
Maf (auch Inhalt) auf R ist eine Funktion y : R — R mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) u(@) =0.
(i) u > 0.
(iif)” Fiir paarweise disunkte A, € R, 1 <n < N, gilt

. N
y( U A”) = 21 1(An) (,,endliche Additivitat”).
n=

n<N

’Die Bedingungen (i) und (iii) sind leicht iiberpriift — interessanter ist (ii): Sei A € Dp , also
AND e D(E). Dann gilt:

ASND = (AUDC)C = (AND)UDS) e D(E) = A€ Dp.
\q’_/
eD(€)
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u heifdt o-additives Mafi, oder einfach Maf,, wenn es anstelle von (iii)" die
folgende, stirkere Bedingung erfiillt:

(iif) Fir paarweise disjunkte Mengen A, € R, n € IN, mit U A, € R,
nelN
gilt

y( U An) = Y p(An)  (o-Additivitat).
nelN n=1

Beispiel 2.12. (i) SeiQQ =IN, R = P(IN) und u(A) := A fir A € R (wo
f := ,,Anzahl der Elemente”, und §A = +oo fiir nicht endliche A).

(ii) Sei QO = R? und R die Klasse aller endlichen Vereinigungen von In-  [Bex.
tervallen der Form [a, b, a,b € RY, 4 < b. Dann gibt es ein eindeutiges,
endlich additives Mafs m auf R (das tatsdchlich sogar ein Maf ist), so
dass

m([a,b]) =] [(b; — a;)

=

i=1

fiirjedes Intervall [a,b[C RY mita < b,a = (ay,...,a4),b = (by,...,by),
gilt.
Der Beweis folgt auf Seite 12. Dieses Maf3 heifst das Lebesgue-Maf auf
R%.

(iii) Sei R ein beliebiger Ring iiber einer Menge (). Wihle wy € ) fest und
definiere £, : R — R durch

1 firwy € A,
0 flurwy € AC.

ewp(A) == {

Dann ist &, ein Mafi. Es heifst Dirac-Maf§ (mit Masse) in wy.

Bemerkung 2.13. Sei y ein endlich additives MafS auf einem Ring R iiber einer  Eigenschaften endlich additiver Mafie
Menge (). Seien A, B, A1, ..., ANy € R. Dann gilt:

(i) W(AUB)+u(ANB) = u(A)+ u(B).

(ii) Fiir A C B gilt u(A) < u(B).
(iii) Fiir A C Bund pu(A) < co gilt u(B\ A) = u(B) — u(A)
(iv) Es gilt

N N
p(UA) < Lr(An)  (Subadditivitar”)
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(v) Fiir paarweise disjunkte Mengen A, € R, n € IN, gilt
y( U An) > ) u(An) (,,0-Superadditivitit”).
n=1 n=1

Notation: Seien Aj, Ay,... Mengen. A, T A bedeutet, dass A, C A, 41
fir alle n € N gilt, und U;_; Ax = A. Analog bedeutet A, | A, dass
Ap D Ay furallen € N gilt, und N, Ay = A.

Charakterisierung der o-Additivitat ~ Satz 2.14. Sei u ein endlich additives Maf$ auf einem Ring R iiber einer Menge
Q). Betrachte die folgenden Eigenschaften von y:

(i) p ist o-additiv.
(ii) Seien Ay, € R,n € N, mit A, T A € R, dann gilt

lim pu(An) = u(A) (,, Stetigkeit von unten”).

n—oo

(iii) Seien Ay € R,n € N, mit Ay, | A € Rund u(A,) < +oofiirallen € N,
dann gilt

lim p(An) = u(A) (,, Stetigkeit von oben”).

n—oo

(iv) Seien Ay € R, n € N, mit Ay, | @ und u(A,) < +oo fiirallen € N,
dann gilt

lim u(A,) =0 (, Stetigkeit von oben in @”).

Dann gilt:
() & (i) = (i) < (iv).
Wenn auflerdem p(A) < +oo fiir alle A € R gilt, dann folgt sogar:
(i) & (i) & (i) & (@{v).

Beweis. (i) = (ii): Seien A, € R, n € N, mit A, T A € R, und Ay :=
@. Dann definiert B, := A, \ A,_1, n € IN, paarweise verschiedene

Mengen in R mit Ay = U Byund A= (J B,.Damit gilt

n<N nelN
oo N endl.
@ . Additivitit _, '
p(A) 2 Y u(By) = lim Y pu(By) "= lim (| By)
n=1 T%n=1 T VKN
= li AN).
im i (Ay)

10
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(ii) = (i): Seien A, € R, n € IN, paarweise disjunkt, so dass A := U Ay

nelN
in R liegt. Definiere By := U Ayu, N € N. Dann gilt By € R, und
n<N
By T A. Also
endl. N
(i) . o ' Additivitat .
p(A) 2 Jim u(By) = lim u(|J An) "= lim Y p(An)
n<N n=1
= Z u(An).
n=1

(ii) = (iii): Seien A, € R, n € N,sodass A, | A € R gilt, und u(A,) <
+oo fiir alle n € IN. Dann liegen (A1 \ A;) und (A; \ A) in R, und es
gilt (A1 \ An) T (A1 \ A). Wegen u(A) < u(Ay) < +oofiirallen € N
konnen wir 2.13(iii) anwenden und erhalten

2.13(iii ii) .
u(Ar) = u(A) "2 A1\ A) D Tim p(Ar\ Ay)

2.13(ii) .
= lim (u(A1) — p(An))

= p(A1) — lim p(Ay).

(iii) = (iv): Klar, durch Wahl von A = @ in (iii).

(iv) = (iii): Seien A, € R,n € N,sodass A, | A € R gilt, und u(A,) <
+oo fiir alle n € IN. Dann folgt (A, \ A) € R, u(An \ A) < u(An) <
+oo0, und (A, \ A) | @. Wiederum unter Anwendung von 2.13(iii)
(mit der gleichen Rechtfertigung wie oben) folgt:

0 tim (A, A) 7EY lim (u(An) — p(4))

n—oo n—oo

= lim p(Ay) — p(A).

n—oo

Damit ist der erste Teil des Satzes vollstindig bewiesen. Fiir den zweiten
Teil wissen wir nach Voraussetzung, dass fiir alle A € R u(A) < +oo gilt.
Die folgenden Zeilen beweisen die Behauptung.

(iv) = (ii): Seien A, € R,n € N, mit A, T A € R. Dann folgt (A\ A,) €
R, u(A\ An) < +oofiirallen € N, und (A \ A,) | @. Also erhalten
wir (diirfen wir 2.13(iii) anwenden? Wir diirfen!):

0% lim (AN Ay) "2 tim (4(A) — p(Ay)

n—oo n—oo

= p(A) — lim p(Ay).

n—oo

11
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O

Bemerkung. Die Voraussetzung, dass y endlich ist, ist tatsichlich notwendig fiir
den letzten Teil des Beweises.

Korollar 2.15. Sei y ein MafS auf einem Ring R. Dann gilt fiir beliebige Ay, € R,
n € N, sofern ihre Vereinigung \J;"_1 Ay in R liegt:

V(nul An) < ;1;1 u(An)  (,0-Subadditivitit”).

Beweis. Nach 2.13(iv) wissen wir, dass fiir alle N € IN gilt:
N N 0

(U An) < X p(An) < Y #(An).

n

n=1 =1 n=1

Lasst man nun auf der rechten Seite N — oo laufen, so folgt die Behauptung
mit 2.14, Beweisabschnitt ,,(i) = (ii)”. O

Beweis von 2.12(ii). (Notationsdnderung: Schreibe D statt d fiir die Dimen-
sion des reellen Vektorraumes.)

Fakt: Jedes F in R (also: F ist endliche Vereinigung von Intervallen der
Form [a,b[, a,b € RP) kann dargestellt werden als

F= [al/bl[ L.J [a2/b2[ L:J T O [anrbn[/

wo [a;, bi[ N [aj,b;[ = D gilt fiir i # j (ein Beweis hierfiir findet sich
z.B. in [Bau78, Lemma 4.1]).

Eindeutigkeit: Sei i ein beliebiges, endlich additives Maf8 auf R mit u([a, b])
= Hfi)zl(bd —ay) fiur allea = (ay,...,ap), b = (by,...,bp) € RP,
a < b,und sei F € R wie oben paarweise disjunkt zerlegt in F =

[a1,b1[ U... U [ay, by[, dann gilt wegen endlicher Additivitit:
u(F) = p([ar, b1]) + - - - + p([an, bal)

D D
= [1ra—ara) +- -+ [ [(bug —ana),
i=1

W
I
—_

wo a; = (ajll,...,aj,D), b] = (bj,lr‘--rbj,D) e RP fir1 < j < n
Also ist p offensichtlich eindeutig bestimmt durch die angegebenen
Eigenschaften.

12
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Existenz: Sei fiir irgendein F € R mit F = [ay,by[ U - - U [ay, by[ eine Ab-
bildung m nach R definiert durch

D D

m(F) := [ [(brg —ara) + -+ [ [(bug — ana)-

d=1 d=1

Zundchst miissen wir zeigen, dass dies eine wohldefinierte Abbil-
dung auf R ist, dass also m(F) fiir verschiedene Darstellungen des-
selben F € R denselben Wert liefert. Sei etwa

F=LU---UL,=/U---U]y,
wo I;, 1 < i < n, paarweise disjunkte Intervalle der Form [a,b[,
a,b € RP,a < b, sind (gleiches gelte fiir Jx, 1 < k < N). Dann gilt
zunéchst, dass alle Schnitte I; N J; ebenfalls von der Form [a, b[, mit

a,b € RP, a < b, sind. AuRerdem sind sie paarweise disjunkt, so dass
nach Definition der Abbildung m gilt:3

N

m(L;) =Y m(l;NJi).

k=1

Analog gilt, wieder nach Definition von m:

k) = im(li N Jk)-

i=1
Daraus folgt

n

N
Y m(LN i) = ZZmIﬁ]k

1 =1i=1

k=
Ji) + +m(]N)

also ist m zumindest schon einmal wohldefiniert.*

Offensichtlich ist m(®) = m([a,a[) = a—a = 0, und fiir jedes F € R
gilt m(F) > 0. Endlich additiv ist m sogar schon per Definition — es
bleibt also nur noch zu zeigen, dass m c-additiv ist.

H
M=

m(h)+---+m

=m

—~ =

Hierzu wéhlen wir eine Folge von Mengen F, € R,n € IN, mitF, | @.
Nach 2.14 gentigt es zu zeigen, dass

lim m(F,) =0

3Wir wissen an dieser Stelle noch nicht, ob m tatsichlich ein MagR ist — daher diirfen wir hier
nicht mit endlicher Additivitat argumentieren, sondern miissen mit den Eigenschaften der
soeben definierten Funktion m auskommen.

“Eine ausfiihrliche Version dieses Arguments mit Beweis per Induktion findet sich in [Bau78,
Satz 4.3].

13



2 Mengensysteme, MafSe und dufsere MafSe

14

gilt (die Voraussetzung m(F) < +oco, F € R, ist per Definition erfiillt).
Wir werden das mit einem Kompaktheitsargument tun.

Angenommen, es gelte

nlim m(F,) =:6 > 0. (2.1)

N———
)

Offensichtlich ist es moglich, fiir jedes n € IN eine Menge G, € R
zu finden mit G, C F, (hier bezeichne G, den Abschluss von G,
beziiglich der Euklidischen Norm auf RP) und

m(E) ~ o < m(Ga). (22)

Setze H, := G1N---NGy.Danngilt H, |, H, C G, C F,,und alle H,,
sind als abgeschlossene, beschrankte Mengen in RP kompakt. Wenn

wir zeigen konnen, dass fiir alle n € IN die Ungleichung H, # @ gilt,
folgt eben aufgrund der Kompaktheit

ﬂ Hn # @.
n=1

Damit haben wir aber ;" F;, # @ — was im Widerspruch zur Defi-
nition von F, steht. Die Annahme (2.1) muss also falsch sein.

Es bleibt noch zu zeigen, dass H,, # @ fiir jedes n € IN gilt. Dies folgt
aus der allgemeineren Aussage

m(Hn)gm(Fn)—(s.<1—21n> {25—5. (1—21”) —2‘5n>o].

Diese sei nun abschlieflend per Induktion iiber n bewiesen.

n = 1: (erinnere: Hy = Gq)

(2.2) ) 1

n — n+ 1: Nach 2.13(i) gilt

m(Hp U Gyi1) + m(Hyy1) = m(Hp) + m(Gpia),



Aufere Mafle

und damit

m(Hyi1) = {m(Ha)} + [m(Gyi)] — m(Hy U Gyir)

CFyUF 41
1 o
= qm(Fy) —d- 1_27 + m(Fn+l)_W
(nach Induktions- (mit (2.2))
voraussetzung)
— m(F)

(mit 2.13(ii))

1
O

Definition 2.16. Ein Mafs y auf einem Ring R {iiber einer Menge () heifst
o-endlich, wenn es Mengen A, € R, n € N, gibt mit U ; A, = Q und
1(Ay) < +oo fiir jedes n.

Beispiel 2.17. Das Lebesgue-Mafs m ist c-endlich.

Auflere Mafle

Definition 2.18. Sei Q) eine Menge. Eine Funktion * : P(Q)) — R heif}t ein
dufleres Maf$ auf (), wenn gilt:

(i) u*(2) =0.

(ii) u*(Q) > 0 fiiralle Q € P(Q).
(iii) Fiir alle Q;, Qs € P(Q) mit Q; C Qs gilt 1*(Q1) < u*(Qa).
(iv) Fir beliebige Q, € P(Q), n € N, gilt

u* ( U Qn) < i w(Qn) (,,0-Subadditivitit”).
n=1

n=1
Lemma 2.19. Sei R ein Ring tiber einer Menge (), und A, € R, n € N. Dann

gibt es disjunkte Mengen B, € R, n € IN, so dass B, C A,, fiir alle n gilt, und
auperdem UY_; Ay = UN_; By, N € N, und damit Uy Ay = U By

15

Jede Vereinigung von Mengen in
einem Ring kann durch eine
kompatible disjunkte Vereinigung
ersetzt werden.



Das zu einem Maf$ y assoziierte
duflere MafS yu* ist ,kleinstes Maf3
einer Uberdeckung durch
Ring-Elemente”.

2 Mengensysteme, MafSe und dufsere MafSe

Beweis. Definiere B,, durch
n—1
B] = Alr Bn = An\ U Ak~
k=1

Dann haben die Mengen B, n € N, die gewtiinschten Eigenschaften. O

Theorem 2.20. Sei p ein Maf$ auf einem Ring 'R iiber einer Menge Q). Definiere
u*:P(Q) — Ry durch

1 (Q) = inf{ Y w(A) ‘ A €R, neN, QcC | An} 2.3)
n=1 n=1

fiir alle Q € P(Q) (wo, wie iiblich, inf(D) := +4o00). Dann ist u* ein duferes
Mafs auf Q, so dass gilt:

VAeR :u (A) =u(A).

w* wird das zu p assoziierte dufiere Maf3 genannt.
(Nach 2.19 konnen wir voraussetzen, dass die A, in der Definition (2.3) paar-
weise disjunkt sind.)

Beweis. Zundchst ist zu priifen, ob p* tatsdchlich ein dufieres Mag ist. Die
Eigenschaften 2.18(i) (setze A, = @ V n) und 2.18(ii) sind klar.

Zu 2.18(iii): Seien Q1, Q> C O mit Q7 C Qy. Seien weiterhin A, € R,
n € N, sodass Qy C U5 Ay, dann gilt auch Q; C U;_; An. Aber daraus
folgt 11" (Q1) < p*(Q2).

Zu 2.18(iv): Seien Q, € O, n € N. Den Fall ,3 n € N : u*(Q,) =
+o00” kénnen wir ausschliefSen — die Aussage 2.18(iv) gilt in diesem Fall
trivialerweise wegen 2.18(iii). Sei also u*(Q,) < oo fiir alle n € IN. Wahle
ein ¢ > 0. Es existiert fiir jedes n € IN eine Klasse von Mengen { Ay, i } men
in R, so dass Q, C Uy,_; Anm, und gleichzeitig

Zlﬂ(An,m < H(Qn) +27 (2.4)

Betrachte die Doppelfolge (Ay,m)nmen- Es gelten

U Qi’l C U Anm und An,m ER V n,m,

n,m=1
also
oo (¢S] 4 00
(UQ)< L plAnm) )< Z( gn)
n=1 n,m=1 n=1
Y 1w (Qn)
n=1

16



Aufere Mafle

Und da € > 0 beliebig gewadhlt werden kann, folgt die Behauptung.
Es bleibt zu zeigen, dass aus A € R folgt: u*(A) = u(A).Seialso A € R.
Setze A1 := Aund A, := @ fiir n > 2. Wir erhalten dann

<Y p(An) = p(Ar) = u(A).
n=1
Seien auBlerdem A, € R, n € IN,so dass A C U An. Dann folgt
0 (2.15) o 13(ii)
#(A)=V<U(AnﬂA)) < Y u(AnnA) < Z
n=1 n=1 n=1
Mithin gilt u(A) = u*(A). O

Beispiel 2.21. Sei R der Ring aller endlichen Vereinigungen rechtshalbof- | B.ex.
fener Intervalle der Form [a,b[, a,b € RY, und sei m das Lebesgue-Mafs auf
R. Dann heif}t m*, definiert wie in 2.20, das dufere Lebesgue-Maf auf R¥.

17
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3 u*-messbare Mengen und der Erweiterungssatz
von Caratheodory

Die o-Algebra j*-messbarer Mengen

Definition 3.1. Sei u* ein dufleres Mafs auf einer Menge (). Eine Menge
A € P(Q) heifit y*-messbar, wenn gilt:
YQEP(Q): 1 (Q) = (QNA) + 7 (QNAY). (3.1)

(Klar: Da u* per Definition o-subadditiv ist, gilt ,,<” in (3.1) automatisch;
zeigen muss man im Zweifelsfall nur ,,>".)
Das System aller p*-messbaren Mengen wird mit .4+ bezeichnet.

Theorem 3.2. Sei y* ein dufieres Maf auf Q). Dann ist das System Ay aller p*-

Ay ist eine o-Algebra, und p* FA;!*

messbaren Mengen eine o-Algebra und y* | Ayer also die Restriktion von u* auf  ein Map.

Ay, ist ein Maf auf Ay .
Beweis. Offensichtlich gilt O € A+, und mit A € A+ gilt nach Definition
auch A€ € Ay

Seien also A, € Ays, n € IN. Es bleibt zu zeigen: U;_; Ay € Ay+. Sei
Q € P(Q). Dann gilt nach 3.1:

#(Q) = p (QN AL +p*(QNAT),

also bei erneuter Anwendung von 3.1 auf den zweiten Summanden (mit
(QN AY) statt Q, und Ay statt A;):

= (QN A+ (QNAT N A) + 1" (QN AT N AF),
...und nochmal das Gleiche in griin:

= (QN A +u*(QN AT N Ay) + p*(QN AF N AS N As)
+ 5 (QN AS N AS N AS),

und durch induktive Fortsetzung (nach Zusammenfassung der mittleren
Summanden):

N n—1
= w(QnAN+ Y w(Qn M Af n4y)
n=2 k=1

—i—y*(Qﬁ ﬁ Ag),

n=1

19



3 p*-messbare Mengen und der Erweiterungssatz von Caratheodory

also wegen der Isotonieeigenschaft des dufieren Mafles (vgl. Teil (iii) der
Definition):

N

QA+ ) p (QﬂAn n (:L_JzAk)c)

+u*<Qﬂ (,QA”)C)

Fiir N — oo erhilt man:

w(Q) 2 w(@N A+ L (QmAm(nulAk)C)

k=1

u*(Qﬂ(G An)c>,

n=1

was bei zweimaliger Berticksichtigung der o-Subadditivitdt von u* ergibt:

> (Qn U An) +;¢*<Qﬂ (G An>c>
n=1 n=1
Z 1 (Q).

Durch diese Art ,Sandwich-Argument” erhalten wir, dass samtliche Un-
gleichungen in der Ungleichungskette in Wirklichkeit Gleichungen sind.
Und deswegen besagen die beiden letzten Zeilen insbesondere, dass ;. A
in A, liegt. A~ ist also tatsachlich eine o-Algebra.

Wenn wir aufferdem fordern, dass die A,, n € N, paarweise disjunkt
sind, und in der ersten Zeile der vorangehenden Ungleichungskette Q durch
Un—1 Ay ersetzen (was zuléssig ist, da diese Vereinigung natiirlich in P(Q)
enthalten ist), erhalten wir:

. o . n—1 C
]/l*( U An) >V*(A1)+ Z,’M*< U A NA,N (U Ak) ),
nelN n=2 keN k=1
N —
=:A*

wo die Hilfsmenge A* wegen der geforderten paarweisen Punktfremdheit
der A, n € IN, identisch ist mit A,;, also:

20



Der Erweiterungssatz

wobei die letzte Ungleichung wieder mit der o-Subadditivitit von u* be-
grindet wird.

Mit dieser letzten Ungleichungskette, die in Wirklichkeit wieder eine Glei-
chungskette ist, wissen wir, dass y* auf A« wie gefordert r-additiv ist, al-
so ein Maf8 auf A:. Die anderen Eigenschaften, *(@) = 0 und p*(A) >
0V A € Ay, werden schon per Definition des dufseren Mafles erftillt. [

Mit diesem Theorem wissen wir also: Gegeben eine Menge () und ein
dufieres Ma p* auf ihrer Potenzmenge P (()), dann ist das System A« der
i*-messbaren Mengen in P(Q) eine o-Algebra, und die Restriktion von p*
auf diese o-Algebra ist wirklich ein Maf3:

H* rAV* < ‘u*

dulleres
Maf3 MaR

Der Erweiterungssatz

Theorem 3.3 (Caratheodory). Sei y ein Maf auf einem Ring R iiber einer Men-  Sei R ein Ring mit Maf 1. Dann
ge O, und p* das assoziierte iuflere Maf auf Q. Dann gilt: liegt (R ) in Ay+, und die Mafe sind

kompatibel.
(i) 7(R) C Ay-.
(ii) 3 1= p* [y(r) ist ein Maf auf c(R), welches y erweitert.

Wenn y aufierdem o-endlich ist, dann ist §i := p*|,(g) das einzige Maf auf  Fiir c-endliche yu ist dieses kompatible
0(R), das u erweitert. Maf eindeutig.

Beweis. Wir zeigen zunichst R C Ay (damit folgt automatisch o(R) C

Ay, also Teil (i)).
Sei A € R und Q C Q). Wir miissen zeigen:

#(Q) = w (QNA) +p*(QN AS).
Wir wihlen dazu A, € R, n € N, so dass Q C ;- An, und erhalten:

[0}

1(An) =
=1

hgk

(140 4) + (A5 0 A°))

3
Il
—

n
[e.9)

H(ALNA) + Y pu(Ayn AS),

n=1

I
hgk

3
Il
—

21



3 p*-messbare Mengen und der Erweiterungssatz von Caratheodory

und nach Definition des assoziierten dufieren MafSes:

[e9)

=Y w(AnnA) + Y w (AN AC),
n=1

n=1

was nach Anwendung der o-Subadditivitit ...
> (U Anna) +p(|J Ann a©)
n=1 n=1

...und der Isotonie des dufieren Mafles ergibt:

> pH(QNA) + " (QN A°).

Indem wir auf der linken Seite der Ungleichungskette das Infimum tiber
alle Kollektionen von Mengen {A, | n € IN} nehmen, die Q tiberdecken,
erhalten wir

p(Q) = pu*(QNA) +u*(QN A°).

Damit ist (i) bewiesen, da die o-Algebra Ay« mit R auch die erzeugte o-
Algebra o(R) enthlt.

Nach 3.2ist u* | A, €N Maf auf A,+. Folglich ist nach dem oben gezeigten
1y (r) ein MaB auf ¢(R). Wie wir schon bei der Entwicklung des assozi-
ierten dufleren Mafles in 2.20 gezeigt haben, gilt u* [ = .

Es bleibt noch, die Eindeutigkeit im Fall eines o-endlichen Mafles i zu
zeigen. Sei also y ein o-endliches Mafs auf R, und sei v irgendein Maf§ auf
c(R) mit der Eigenschaft v/ = p. Definiere 3 := p*[,(g), und wihle
irgend ein B € 0(R).

#(B) > v(B): Seien A, € R,n € N,sodass B C U1 Au(€ 0(R)) gilt. v
soll ein Mafs sein, ist also o-subadditiv. Somit ist

il#(An) = )E v(An) > v( U An) > v(B).
n= n=1

n=1

Indem wir wieder auf der linken Seite das Infimum {iber alle solche
Mengenkollektionen {A, | n € IN} wéhlen, erhalten wir wie ge-
wiinscht:

#(B) = u*(B) > v(B).

#(B) < v(B): Sei ji(B) < co. Nach dem Lemma 2.19 existieren dann paar-
weise disjunkte Mengen A, € R, n € IN,so dass B C U, Ay =:
A € 0(R) gilt, und:

[e9)

A(A) =Y u(Ay) <p*(B)+1=T7(B)+1.

n=1
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Der Erweiterungssatz

Folglich gilt 71(A) < oo, und
v(A) = fl v(Ay) = fl 1(An) = Y T(An) = (A).

Wegen Ji(B) > v(B) (s.0.) gilt:

V(A\B) <TI(A\ B) < i(4) < o,
und daher folgt:

v(B) = v(A) —v(A\B) =H(A) —v(A\B)

> J(A) —p(A\B) = H(B).

Fiir alle B € ¢(R) mit 7#(B) < oo gilt also 71(B) < v(B).
Wenn B € ¢(R) beliebig gewéhlt wird, gilt, da u ein o-endliches Maf3
auf R ist, dass es E, € R, n € N, gibt, so dass E, T Q gilt und
gleichzeitig y(E,) < oo fiir alle n. Also giltauch i(BNE,) < u(E,) <
co, und deswegen (BN E,) < v(BNE,) fir beliebige n € N (vgl.

oben). Nach der Charakterisierung o-additiver Mafie in 2.14 gilt daher
fiir die MaBle 77 und v auf o(R):

fi(B) = lim (B E,) < lim v(BNE,) = v(B).

O

Bemerkung. Wenn y auf R nicht o-endlich ist, dann ist 1t im Allgemeinen nicht
eindeutig.

Betrachte zum Beispiel den Ring R = {@} iiber einer beliebigen Menge Q).
Dann ist 0(R) = {Q, @}, und y : R — Ry wird definiert durch u(®) = 0.
Nach der Definition assoziierter iuflerer Mafle (inf@ := +oco [) folgt 7(Q)) =
+-o00.

Aber v : 0(R) — Ry mit v(®) = 0 und v(Q) = 1 ist ebenfalls ein Maf auf
o(R) mit v =y auf R.

Wir kénnen jetzt das Bild auf Seite 21 vervollstandigen:

,Ausgangs- ,End-
daten” ergebnis”
R C c(R) c Ay C P

P = Ry < B Ay <

\ )’
S
Der Satz von Caratheodory zeigt, dass das nattirlichste Mengensystem, auf

dem Mafie definiert werden sollten, die o-Algebra ist. Wir werden daher
von hier ab nur noch auf o-Algebren arbeiten, und definieren:
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3 p*-messbare Mengen und der Erweiterungssatz von Caratheodory

Definition 3.4. Sei () eine Menge, und A eine 0-Algebra tiber Q). Dann wird
(Q), A) ein messbarer Raum genannt.

Ist auBerdem noch ein Maf y auf A gegeben, so heifit das Tripel (Q), A, jt)
ein MafSraum.

Zur Notation: Wenn in der Situation des Satzes von Caratheodory p ein
o-endliches Maf ist, schreiben wir der Einfachheit halber y anstelle von
(= 1 lo(r))-

Insbesondere schreiben wir in der Situation des Lebesgue-Mafles m an-
stelle von 771, und sogar m anstelle von m*[ 4 ..

24



4 Messbare Mengen, Bildmafie und elementare
Eigenschaften des Lebesgue-Mafles

Messbare Mengen und Bildmafie

Definition 4.1. Seien (Q), A) und ((), A’) messbare Riume, und T : Q) —
Q) eine Abbildung. T heilt A/ A’-messbar, wenn T~1(A") C A gilt (also
T-1(A’) € Afiiralle A’ € A").

Bemerkung 4.2. (i) Man betrachte zum Vergleich die Definition bzw. Charak-
terisierung der Stetigkeit durch die Offenheit von Urbildern offener Mengen!

(ii) Seien A; beliebige o-Algebren tiber (3, i = 1,2, und T : (3 — )y eine
Abbildung. Dann sind {T~1(B) | B€ Ay} und {B C O | T"1(B) € A}
wieder o-Algebren auf Oy bzw. ;.

Weiter gilt: {T~1(B) | B € Ay} ist die kleinste o-Algebra A auf Q, fiir
die T eine A/Ay-messbare Abbildung ist. {B C O | T~1(B) € A} ist die
grofite o-Algebra A" auf ), fiir die T eine Ay /A’-messbare Abbildung ist.

Satz 4.3. Seien (Q, A) und (), A") messbare Riume, und E' C P(CY), so dass
A" = o(&"). Dann ist eine Abbildung T : Q — Q) genau dann A/A’'-messbar,
wenn gilt:

T-YEYe A fiiralleE €& (4.1)

Beweis. Sei A" := {A' c Q' | T"1(A’) € A}. Dann ist A” eine o-Algebra,
und T ist per Definition genau dann .A/A’-messbar, wenn A’ C A" gilt.
Aber A" C A" ist 4quivalent zu £’ C A" — und dies wiederum ist dquiva-
lent zu (4.1). O

Der Trick, den wir hier mit der Definition von A" anwenden, wird uns
noch haufiger begegnen: Wir wollen fiir ein System von Dingen eine Eigen-
schaft nachweisen. Dazu bilden wir das System der ,guten” Dinge (hier:
A") und zeigen: Dies fithrt uns zum gesuchten System.

Beispiel 44. (i) Wenn T : O — ) konstant ist, d.h. es gibt ein w{, € (,
sodass T(Q)) = w gilt, dann ist T eine .A/.A’-messbare Abbildung fiir
jedes Paar von o-Algebren A auf Q und A’ auf (Y.

(ii) Seien c und d natiirliche Zahlen. Wenn T : R® — R¥ stetig ist, dann
ist T eine B(R®)/B(IRY)-messbare Abbildung, wo B(IR¥) die Borel-o-
Algebra auf R? bezeichnet.
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Die Verkniipfung messbarer
Abbildungen ist messbar.

Das BildmaB T(y) = po T~1: Ein
Maf3 mit Riickzug

B.ex.

4 Messbare Mengen, Bildmafse und elt. Eigenschaften des Lebesgue-MafSes

Satz 4.5. Seien (Q);, A;), i = 1,2,3, messbare Riume. Sei Ty : O — ) eine
Ay /Ay-messbare Abbildung, und T, : Qy — Qg eine Ay /As-messbare Abbil-
dung. Dann ist die Abbildung T, o Ty : O — Qg immer Ay /Az-messbar.

Beweis. Sei As € Ajz. Dann gilt:

(Tro 1) (A3) = Ty (T3 1(43)) € Ar.
eA,

O

In diesem Kapitel, darauf sei hiermit ausdriicklich hingewiesen, ist bis
hierher kein MafS oder dufieres Maf$ aufgetaucht. Bisher hat die hier einge-
fithrte Definition der Messbarkeit von Abbildungen nichts zu tun mit den
Aussagen zur p*-Messbarkeit von Mengen, die wir in den vorhergehenden
Kapiteln gemacht haben.

Satz 4.6. Seien (Q), A), (Y, A") messbare Riiume, und T : QO — Q) eine A/A’-
messbare Abbildung. Wenn y ein Maf auf A ist, dann ist T(u) : A" — R4,
definiert durch

T(u)(A") == u(T"YA"))  fiiralle A' € A,

ein Maf auf A, genannt das Bildmaf von y unter T.
Anstelle von T (u) findet man in der Literatur auch die Notationen yo T~' und
ur. Jede der drei Notationen ist in der Aussage identisch.

Beweis. Mit T(u)(®) = (T~ (@)) = u(@) = 0 und T(u)(A’) > 0 fiir
beliebige A’ in A’ sind schon zwei der zu zeigenden drei Eigenschaften
eines MafSes bewiesen.

Seien A, € A’, n € N, paarweise disjunkt. Dann gilt:

Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Mafses
Erinnere: Sei ) = R?, und R der Ring der endlichen Vereinigungen rechts-

halboffener Intervalle der Form [a,b], a,b € R?, 2 < b. Der Buchstabe m
notiere die Anweisung ,bestimme das Volumen von Elementen aus R”,
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Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Mafses

die wir als Lebesgue-Maf bezeichnet haben. Sei auerdem B(R?) := o(R)
die Borel-o-Algebra iiber dem Raum RR.
Auf diese Daten wenden wir nun unser ,Caratheodory-Programm” an:

R C o(R)=BRY) C  Awp C PRY

17 e — * *
m<—~—~ m:i=m [(T(R) <~ m [Am* <~~~ ¥

\ )"

SN

Es ist also wieder m ein Maf§ auf R, m* ist das assoziierte dufiere Maf3
auf P(RY), und m*| A, ist die Einschréankung des letzteren auf Ay, die

kleinste o-Algebra, die o(R) und alle m-Nullmengen enthalt. B(IRY) ist die
von R erzeugte o-Algebra tiber R?, und 7 ist das einzige MaR auf dieser
o-Algebra, welches m erweitert.

In der Literatur trégt 77, also die Einschrankung von m* auf c(R ), hiufig
den Namen , Borel-Lebesgue-Mafl”, wogegen m*[ 4 . als Maf auf A+ den
Namen ,Lebesgue-Mafi” tragt.

Wir haben das Maf3 m auf R von Anfang an Lebesgue-Maf genannt. Das
obige Diagramm rechtfertigt das: offensichtlich handelt es sich in jedem
Fall um eine Einschrinkung des assoziierten dufieren Mafies m*. Der ein-
zige Unterschied zwischen den verschiedenen im Diagramm auftretenden
Abbildungen liegt in ihrem Definitionsbereich, nicht aber in ihrer , Akti-
on”. Wir nehmen das zum Anlass, von hier ab das gleiche Symbol und den
gleichen Namen fiir alle drei Abbildungen zu verwenden. Wir setzen also

m=11=m"|y = Lebesgue-Mafs,

und geben, wenn das notwendig sein sollte, jeweils an, auf welchem De-
finitionsbereich (R, B(R?) oder A,,+) wir gerade arbeiten. Das Symbol m*
nutzen wir nur, wenn wir ausdriicklich von dem assoziierten dufieren Maf3
auf P(R¥) sprechen.

Es ist Ergebnis einer Ubung, dass der Maraum (RY, A,,+,m) gerade die
Vervollstindigung des MaBraumes (R?, B(R?), m) ist.

Wir betrachten nun die Definitionsbereiche B(R?), A+ und P(R?).

Theorem 4.7.
BRY) ¢ Ay ¢ P(RY).

Beweis. B(R?) # A, Fiir den Beweis werden die Cantor-Funktion und
die Cantor-Menge benétigt. Beide werden wir spdter im Laufe der
Vorlesung studieren. Wir werden den Beweis dann nachholen.

A # P(]Rd): Betrachte die folgende Relation , ~* auf RY:

x~y e x—yeQl
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Das Lebesgue-Maf$ ist
translationsinvariant und verhilt sich
bei Drehstreckungen
erwartungsgemif

4 Messbare Mengen, Bildmafse und elt. Eigenschaften des Lebesgue-MafSes

Man kann leicht tiberpriifen, dass ,~* eine Aquivalenzrelation auf
R? ist. Die Aquivalenzklassen sind von der Form y + Q% y € R
Nach dem Auswahlaxiom kénnen wir aus jeder dieser Aquivalenz-
klassen ein bestimmtes Element b wahlen. Wir konnen sogar beschlie-
Ben, dass jedes solche b in [0,1]% liegen soll. Sei B C [0,1]¢ die Menge
aller solcher b (nicht eindeutig!). Jedes beliebige x € R4 gehort dann
zu irgendeiner Aquivalenzklasse. Es gibt also fiir jedes x € RY genau
einb € B, so dass x € b+ Q gilt. Das heiit, wir konnen ein g € Q“
bestimmen mit x = b + ¢, oder allgemeiner x € B + g. Offensichtlich
gilt also

RY = U (B+7q).
q€Q?

Seiennun qq,42 € Q7 zwei verschiedene rationale Zahlen. Dann muss
(B+4g1) N (B + q2) = @ gelten, denn andernfalls wiirde folgen:

db,bp €B:by+q1=by+q2
=b —by=q—q €Q*

= b ~b
=b=b
= q1 = 2.
Also gilt sogar
RY= | J (B+9q).
9eQ?

Gleichzeitig ist B C [0,1]9, und somit gilt B ¢ A+ (vgl. Ubungen.
Im Buch von Elstrodt findet man diese Aussage als ,Satz von Vitali”,
vgl. [Els99, III §3, Satz 3.1]).

O

Ebenfalls als Ergebnis einer Ubung erhalten wir folgendes:
Theorem 4.8. Seia € RY, r € R?\ {0}. Dann sind die Abbildungen T, : R* —
RY und H, : R? — R4, definiert durch
Ta(x) :=x+a, x € RY, Hy(x):=r-x, x € RY,

beide sowohl Ay, / Ay+-messbar als auch B(R?) / B(RY)-messbar.

Weiterhin haben die BildmafSe dieser beiden Abbildungen die Eigenschaften,
dass T,(m) = m sowohl auf B(R?) als auch auf A, gilt (man sagt, m ist
translations-invariant), und dass genauso H,(m) = ﬁm auf B(RY) und auf

Ay gilt.
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Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Mafses

Aufgrund von Zeitmangel halten wir die folgende Aussage ebenfalls nur
fest, ohne sie zu beweisen. Der Beweis ist aber nicht zu schwer. Vergleiche
etwa [Bau78, §8].

Theorem 4.9. m ist das einzige translations-invariante MafS auf A, und auf
B(RY), das die Eigenschaft m([0,1[%) = 1 erfiillt.

(Als ,sinnvoll” ist hier die Eigenschaft bezeichnet, dem rechtshalboffe-
nen Einheitsintervall in jeder Dimension d das MafS 1 zuzuordnen.)
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4 Messbare Mengen, Bildmafse und elt. Eigenschaften des Lebesgue-MafSes
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5 Messbare Funktionen und
Elementarfunktionen

In diesem Teil der Vorlesung fixieren wir einen messbaren Raum (€, .A)
und betrachten messbare Funktionen f : (O — RR.

Messbare Funktionen

Definition 5.1. Sei B das System aller Untermengen B von R (also R U
{#£00}),so dass BNR € B gilt (erinnere: B war die Borel-o-Algebra auf R).
Aquivalent: B sei von der Form By, By U {+c0}, By U {—o0} oder By U
{+oo}U{—o0}, wo By € 5.
Die o-Algebra B heift die Borel-o-Algebra auf R.

Definition 5.2. Sei f : ) — R eine Funktion. f heiflt A-messbar, wenn f
A/B-messbar ist.

Wir betrachten also in diesem Abschnitt folgende Situation:

f: Q0 —- R
A B

Definition 5.3. Sei A eine Menge in (). Dann definieren wir die Indikator-
funktion 14 : O — R durch
1 firxcA
Ia(x):=
a) {0 fiir x € AC.

Beispiel 5.4. (i) Sei A C Q). Offensichtlich gilt A € A genau dann, wenn
I4 die Eigenschaft hat, A-messbar zu sein. Deswegen nennt man auch
die Mengen in A A-messbar.

Wenn A gerade die o-Algebra aller y*-messbaren Mengen fiir ein ge-
gebenes dufleres Mafl y* auf () ist, also A := Ay*, dann fillt der neue

Begriff der A,«-Messbarkeit zusammen mit dem alten Begriff der y*-
Messbarkeit.

(ii) Sei Q := RY und f : R? — R eine Funktion. Sei A := B(R?). In
Anlehnung an die Darstellung oben betrachten wir hier also den Fall
f: R =

B(RY)

&l =
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5 Messbare Funktionen und Elementarfunktionen

Wenn f eine B(IRY)-messbare Funktion ist, dann heifit f Borel-messbar.
Dementsprechend heiflt A € B(IR?) (also eine B(IR?)-messbare Men-
ge) ebenfalls Borel-messbar, oder eine Borel-Menge.

B.ex. (iii) Sei wieder Q) := R?, und f: R? — R eine Funktion. Sei diesmal
A = Ay (hier ist m* das duBere Lebesgue-Maf8). Die Situation ist
also

f: R -
Am*

&l =

Wenn f eine A,,-messbare Funktion ist, dann nennt man f Lebesguie-
messbar. Analog heifit dann A € A+ ebenfalls Lebesgue-messbar, oder
eine Lebesgue-Menge.

Definition 5.5. Fiir f : O — Rund &, € R sei

{a<f<pr=f"(0pl) ={we|a<flw) <p}
Analog fiir {a < f < B}, {a < f < B} usw. Insbesondere sei
[0 < f} = {n < £ < +ool,
wobei wieder {a < f}, {f < B} usw. analog definiert werden.

Charakterisierung von ,Messbarkeit ~ Satz 5.6. Sei f : Q) — R eine Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen
einer Funktion” dquivalent:

(i) fist A-messbar.

(i) Vaee R: {f >a} € A
(iii) Va e R: {f > a} € A
(i) Vae R: {f <a} e A
(v) VaeR:{f <a} e A

Die Aquivalenz bleibt sogar bestehen, wenn man in (ii)-(v) ,V a € R” ersetzt
durch ,¥ a € D”, wo D eine dichte Untermenge von R ist.

Beweis. Siehe: Die Ubungen zur Vorlesung, oder die Literatur. O

Die Charakterisierung des Begriffes ,Messbarkeit von Funktionen” wie
im obigen Satz dient in vielen Biichern zur Definition dieses Begriffes. Wir
haben hiermit also gezeigt, dass unsere Definition zu der dort gegebenen
dquivalent ist.

Satz 5.7. Seien f,g : Q) — R zwei A-messbare Funktionen. Dann gilt:

f<gh {f<gh {f=gh {f#g} €A
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Messbare Funktionen

Beweis. Nach der Notations-Definition 5.5 gilt:

wel{f<gl:e flw) <glw)
& 3q(=q(w)) €Q: f(w) <g < g(w)
(w))

& 3q(=qw)) eQ:we{f<qin{qg<g}

Und das heifst:

{f<gt=U{f<ggn{g<g €A

9€Q

Auflerdem gilt:

{f<gt={f>s} (€4),

{f=gt=1{f<gtn{f=g} (€A,

{f#8}={f=g (€ A).

Satz 5.8. Seien f, g : Q) — R zwei A-messbare Funktionen.

(i) Wenn {f = 4o} N{g = —o0} =@ = {f = —oo} N{g = +oo} gilt,
dann ist f + g (definiert und) A-messbar.

(ii) f-gist A-messbar. Speziell ist <y - ¢ fiir alle oy € R eine A-messbare Funkti-
on.

Beweis.  (i): Seien p € R, v € ]0,00[. Dann ist p &+ yg eine .A-messbare
Funktion, da wir fur alle « € IR wissen:

{ﬁi’yg?oc}:{g > +“—ﬁ} €A
(<) (=) 7

Also gilt, wiederum fiir alle « € R und unter Verwendung des vor-
hergehenden Satzes:

{frgzat={f>aFg}c A

Es gilt also, dass f + g eine .A-messbare Funktion ist (wobei, ,streng
formal”, f — g := f + (—g) gerechnet wird). Der erste Teil ist somit
bewiesen.

(ii): f=g Da{f?>a} =Qfirallea < 0gilt, und {f>2 > a} = {f >
U < ir alle « € Ry, ist die Behauptung fiir die-
f} {f < —V/a} fiir all R die Behauptung fiir di
sen Fall bewiesen: f2 ist .A-messbar.
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wenn sie sinnvoll definierbar ist; das
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5 Messbare Funktionen und Elementarfunktionen

f,8:Q — R: Wegen der Polarisierungsidentitit
fre=1(f+8)*—1(f-8)

folgt mit (i) und dem bereits bewiesenen Fall f = g, dass f - ¢
eine A-messbare Funktion ist.

f,e:Q—-R:SeiQg:={f g =40} U{f g =—-0}U{f-g=
0}. Dann ist () nach dem vorhergehenden Satz in A enthal-
ten: SchliefSlich ist auch eine konstante Funktion eine Funktion
aus eigenem Recht. Wir halten fest, dass die Einschrankungen
f [Qg und g[Qg reellwertig und (Q§ N .A)-messbar sind (Stich-

wort: Spur-o-Algebra). Fiir reellwertige Funktionen haben wir
aber die Behauptung oben schon gezeigt, es gilt also, dass f [QS .

g[ng wieder (Qf N A)-messbar ist. Der Beweis, dass f - g tat-

sdchlich A-messbar ist, ist nun einfach — schliefSlich kann f - g
auf ()p nur drei mogliche Werte annehmen.
(Die letzte Aussage wird zur Ubung gegeben.)

O

Satz 5.9. Seien f,,n € IN, A-messbare Funktionen auf Q). Dann gilt:

(i) sup fu, inf f,, limsup f, und liminf f, sind ebenfalls A-messbar.
neN~  nEN n—00 oo

(i) Wenn fiir alle w € Q der Grenzwert lim f,(w) in R existiert, dann ist
n—oo

lim f, ebenfalls A-messbar.
n—oo

Beweis.  (i): Fur alle « € R gilt:

{supfu<aj= () (fnsa}eA,

nelN
cA

also sind sup,, f; und inf,, f, = — sup,,(—f,) beide A-messbar. Damit
gilt dies aber auch fiir

limsup f, = infsup f;, und liminf f, = sup inf fy,.
n—oo " mzn e n mzn

(ii): Angenommen, der Grenzwert existiert. Dann gilt fiir jedes w € ()

liminf f;,(w) = lim f,(w) = limsup f,(w).

n—0o0 n—o00 n—00

Also ist der Grenzwert nlim fn ebenfalls A-messbar.
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Elementarfunktionen

Korollar 5.10. Seien f, f1,..., fn : Q — R A-messbare Funktionen. Dann sind
auchsup(fi, ..., fn) undinf(fy, ..., fu) beide A-messbare Funktionen. Insbeson-
dere sind auch die folgenden Funktionen messbar:

|[f = sup(f, = f)
Ti=sup(f,0) (>0
f7i=—inf(f,0)  (>0)
Bemerkung 5.11. Offensichtlich kann man eine Funktion f : Q — R durch f =

f* — f~ in Positiv- und Negativteil (beides positive, A-messbare Funktionen!)
zerlegen. Wir notieren auferdem: |f| = f++ .

>0
>0

Elementarfunktionen

Definition 5.12. Eine Funktion u : Q) — R4 heifst A-messbare Elementar-
funktion (oder nur Elementarfunktion, wenn A fixiert ist), wenn u eine A-
messbare Funktion ist und nur endliche viele Werte in R+ annimmt.

Beide , Endlichkeitsaspekte” der Elementarfunktionen sind wichtig: Der
Funktionswert einer Elementarfunktion ist immer endlich, und die Bild-
menge einer Elementarfunktion ist ebenfalls immer endlich.

Bemerkung 5.13. (i) Seien u,v Elementarfunktionen, und « € Ry. Dann
sind au, u+ v, u - v, sup(u,v) und inf(u, v) ebenfalls Elementarfunktio-
nen.

(ii) Sei u eine Elementarfunktion, und «q, ..., ay die Liste ihrer Werte in R.
Setze dann A; := u~'({a;}) € A fiir jedesi € {1,...,n}. Diese Mengen
Aj; sind eine paarweise disjunkte Zerlegung von ), es gilt also:

U A; = Q.
i=1,..n
Man nennt
n
u = Z DCZ']IAI,
i=1

einen Reprédsentanten der Elementarfunktion u. Dieser ist nicht(!) eindeu-
tig. Spater werden wir einen Reprisentanten von u normal nennen, wenn
die A; eine paarweise disjunkte Zerlequng von () bilden.

(iii) Zur Notation: Wir schreiben f, 1 f, wenn f,f, : QO — R Funktionen
sind, so dass fiir alle w € Q) und jedes n € N gilt: fy(w) < fyi1(w) und
limy 0 fn(w) = f(w).
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Jede nichtnegative messbare Funktion
ist Limes von Elementarfunktionen.

5 Messbare Funktionen und Elementarfunktionen

Der folgende Satz bildet, neben dem Satz von Caratheodory, eine ganz
wesentliche Grundlage fiir die Maf3- und Integrationstheorie:

Satz 5.14. Sei f : Q) — R eine Funktion. f ist genau dann A-messbar, wenn es
(A-messbare) Elementarfunktionen u,, n € IN, ibt, so dass u, 1 f gilt.

Beweis. Wenn es solche (A-messbaren) Elementarfunktionen u,, n € N,
gibt, so dass u;, T f gilt, also auch f = sup,, u,, dann ist f eine .A-messbare
Funktion nach 5.9.

Sei umgekehrt f eine A-messbare Funktion. Definiere dann fiir n € IN

Uy = zin auf{zin<f<i;-n1 , furi=0,1,...,n-2" -1,
nauf {f >n}.

Anders ausgedriickt: Seien fiir jedes n € IN

Ay = {f> n}r

AL ={H <f<St}, fur0<i<n-2"—1,

dann ist u,, definiert durch

n-2"

u"::Zﬁ'HAi'
i=0 an
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Da jede dieser Mengen A ; in A liegt, ist u, fiir jedes n € IN eine (A-
2n

messbare) Elementarfunktion. Klar: Die Mengen A ; ,0 < i < n-2", sind
o1
paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist ().

Wir miissen nun noch zeigen, dass die u, eine isotone Folge bilden. Das
istaber klar: Auf der Menge A ; = {4 < f < 5} kann die Funktion u,, 11
271

(also quasi ,die néchste”) fiir jedes i € {0,...,n-2" — 1} nur die Werte
znzj—l und %ﬁ} annehmen. Fir A, = {f > n} kann u,; nur Werte > n
annehmen. Also gilt u;, 1.

Zur Konvergenz der u,: Sei w € ), sodass f(w) = +oo, dannist u,(w) =
n, also folgt in diesem Fall u,(w) T f(w).Seiw € O, so dass f(w) < +oo,

dann gilt nach Definition fiir jedes n > f(w):

up(w) < f(w) < up(w) + zin,
also wiederum u, (w) T f(w). O

Bemerkung 5.15. Wenn f : QO — R eine A-messbare, beschriinkte Funktion
ist, dann konvergiert die Folge (uy)yeN, wie sie im obigen Beweis definiert ist,
sogar gleichmiif$ig auf ganz Q) gegen f.
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6 Integration von Elementarfunktionen und
nichtnegativen, messbaren Funktionen mit
einem Mafs

In diesem Kapitel sei (€}, A, u) ein Mairaum. Wir wollen fiir A-messbare
Funktionen f : (3 — IR ein Integral mit dem MafS u definieren.

53
R

NN
3 12

B, B, By B,  Bs

Im Gegensatz zur Konstruktion des Riemann-Integrals ist der
Ausgangspunkt hier nicht die Unterteilung des Definitionsberei-
ches, sondern die des Wertebereiches. Alle Mengen des Defini-
tionsbereiches, die in den Wertebereich [, ’;}] abgebildet wer-
den, bilden gemeinsam die Menge A ; ; also gilt hier (B; UBy U
27
B3UB4UB5) CA;.
on
Die so konstruierten Mengen im Definitionsbereich dienen zur

Definition einer Elementarfunkton, die die Integrandenfunktion
fiir wachsende n immer genauer approximiert (vgl. Satz 5.14).
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(1) Charakteristische Funktionen

(2) Elementarfunktionen

6 Integration mit einem Mafs

Idee

Wir entwickeln zunédchst ein Gertist fiir die Konstruktion des Integrals. Die-
ses dreischrittige Gertist wird uns spéter in vielen Beweisen in dhnlicher
Form wieder begegnen: Wir betrachten (1) charakteristische, (2) elementare
und (3) nichtnegative messbare Funktionen.

Schritt 1: Sei f eine charakteristische Funktion, also f = I4, A € A. Wir

definieren dann

/f dp = p(A).

Schritt 2: Sei f eine Linearkombination charakteristischer Funktionen, also

38

f=Ytalla, A € A a; € Ry, 1 < i < n. Wir definieren in diesem
Fall

/f dp =) a /I[Al- dp =) wip(Ap). (6.1)
: i1 i=1

Das heifdt, wir erweitern ,, f “ aufbauend auf Schritt 1 per Linearitét
(was wir fiir sinnvoll halten, schliefslich soll ,, f “ ein lineares Funktio-
nal sein).

Diese Definition bringt aber ein Problem mit sich: Wir miissen zei-
gen, dass [ fdu durch (6.1) wohldefiniert ist, dass also das Ergeb-
nis nicht vom gewahlten Repréasentanten )\ ; «;ll 4, abhdngt. Der ein-
fachste Ansatz zur Losung dieses Problems ist, nur normale Reprisen-
tanten zu betrachten. So nennen wir eine Darstellung von f, in der
die Mengen A; eine paarweise disjunkte Uberdeckung von Q bilden.
Wir definieren dann | f du wie in (6.1) mit der Einschrinkung, dass
wir nur normale Reprasentanten verwenden. Anschlieffend beweisen
wir, dass (6.1) von der Auswahl des normalen Repradsentanten unab-
héngig ist. Dann beweisen wir, dass f — [ f dy linear ist, und dass

./f dp = é“iV(Ai)

tatsdchlich sogar fiir jeden (nicht notwendig normalen) Reprasentan-
ten von f gilt.

Merke: Eine Funktion u ist eine Elementarfunktion (im Sinne des vor-
hergehenden Kapitels) genau dann, wenn sie als endliche Linearkom-
bination von charakteristischen Funktionen mit positiven reellen Ko-
effizienten geschrieben werden kann. Vgl. die Bemerkung zum ,Re-
prasentanten einer Elementarfunktion” im vorhergehenden Kapitel.



Umsetzung — Elementarfunktionen

Schritt 3: Sei f eine beliebige nicht-negative, .A-messbare Funktion. Dann
wissen wir nach 5.14, dass es Elementarfunktionen u,, n € IN, gibt,
so dass uy, T f gilt. Speziell konnen wir festhalten:

f = sup{u | u ist Elementarfunktion, u < f}.

Wir definieren also

/fdy::sup{/udy

Wir werden wieder zeigen kénnen, dass f +— [ f dy ein lineares Funk-
tional ist — auch wenn (6.2) zundchst nicht besonders linear aussieht. ..

u ist Elementarfunktion, u < f } (6.2)

Umsetzung — Elementarfunktionen

Bemerkung 6.1. Sei u eine (A-messbare) Elementarfunktion. Seien B1, ..., Bk
nicht notwendig verschiedene, positive reelle Zahlen und By, ..., B € A\ {®}
paarweise disjunkt, so dass gilt:

0=
i<k

und

k
u = Zﬁi]IBi' (63)
i=1

Dann heifst (6.3) ein normaler Reprasentant von u. Nach 5.13(ii) wissen wir
schon, dass es zu u immer einen normalen Reprisentanten gibt. Seien nimlich
u(Q) = {ay,...,an}, a; € R, paarweise verschieden, und A; == u='({a;}),
dann ist

n
u= Z txl‘]IAl.
i=1

offensichtlich ein normaler Reprisentant. Aber es gibt tatsichlich viele normale
Repriisentanten — seien etwa C]- € A, 1 < j < N, paarweise verschieden, so dass

Q= U C; gilt. Dann ist
JSN

N
Iy, = Z]IA,ﬂCj p
=1
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(3) Nichtnegative messbare
Funktionen

Normale Reprisentanten sind nicht
eindeutig bestimmt.



6 Integration mit einem Mafs

und daher haben wir mit
n N
u= l;]; aillanc;
einen weiteren normalen Reprisentanten fiir u.

Definition 6.2. Sei u eine Elementarfunktion, und u = Y/ ; a;I 4, ein nor-
maler Reprédsentant von u. Dann definieren wir

n
/” du =Y aju(A;)
i=1
als Integral von u (mit Maf p).

Beweis, dass [ u dy wohldefiniert ist. Sei u = Z}‘:l Bjllp; ein weiterer norma-
ler Reprasentant von u, also

n k
Yoy ==Y bils,
i=1 j=1

Sei ig, jo ein Paar von Indizes, so dass A;, N Bj, nichtleer ist. Dann gilt fiir
jedes w € A;; N Bj;:

ajy = ajplla, (w),

also wegen der Punktfremdheit der A;

I
™=

I
—

k
ailly (w) = u(w) =) Blp(w),
=1
was (diesmal wegen der Punktfremdheit der B;) identisch ist mit

= Bjls;, (w) = Bjy-

Da () als disjunkte Vereinigung der A;, i = 1,...,n, ebenso darstellbar ist
wie als disjunkte Vereinigung der B;, j = 1,.. ., k, folgt weiterhin:

. k
u(a) =n(Uaing)) = L u(ains,),
£

<k

und analog
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Umsetzung — Elementarfunktionen

Also folgt schlief3lich:
n n k k n
Zaiy(A Zszl‘uAﬁB :ZZ[SJ]JAOB
i=1 i=1j=1 j=1i=1
k
= ) Bju(B;j)
j=1

(Anmerkung zur zweiten Gleichung: Wenn p(A; N B;) = 0 gilt, so ist dies
klar. Im anderen Fall folgt A; N B; # @, und somit a; = B;).

Damit ist gezeigt, dass [ udu von der Wahl des normalen Représentan-
ten unabhangig, also wohldefiniert ist. O

Bemerkung 6.3. Zur Schreibweise: Im Fall des Lebesgue-MafSes y wird in der
Literatur das ,,du” hiufig einfach weggelassen.

Fiir u = u(w) wird der Term [ u dy von Wahrscheinlichkeitstheoretikern hiiu-
figals [ u(w) p(dw) notiert wogegen derselbe Term in der Notation von Analy-
tikern so aussieht: [ u(w) du(w). Letztendlich bedeutet dies alles das gleiche.

Wir betrachten jetzt weitere Eigenschaften der Abbildung u — [ udp:

Satz 6.4. Seien u, v zwei (A-messbare) Elementarfunktionen. Dann gilt:

/ Ta du = u(A) fiiralle A € A (6.4)
/owudy:zx/.udy fiirallew € Ry (6.5)
/(u+v)dy:/udy+/vdy (6.6)
uévé/udyé/vdy 6.7)

Man sagt auch zusammenfassend, das Funktional [ sei positiv homogen (nicht
Jlinear”!).

Beweis. Die Beweise von (6.4) und (6.5) sind offensichtlich, und werden zur
Ubung gegeben.
Zum Beweis von (6.6) und (6.7) seien

n k
u = ZD&Z‘]IAI. und v= Zﬁjl[]gj
i=1 j=1

normale Reprdsentanten. Da sowohl die A; als auch die Bj je eine disjunkte
Uberdeckung von Q bilden, sind dann auch

U= th”I[A B und v = Z,Bi,jI[A,ﬂBj
ij ]
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Das Integral ist Supremum von
. Elementar-Integralen”

6 Integration mit einem Mafs

normale Représentanten, wo a; j := w; fiir A; N B; # @ und analog B, ; := B;
fir A; N Bj # @. Nun kennen wir aber auch einen normalen Rerdsentanten
von u + v, ndmlich

uto=3y (a;+ Bi i) a,ns; -

i,j

Also kennen wir auch das Integral von u + v:
/“ +odp = Z(“i,j + Bij)u(Ai N Bj).
L]
Gleichzeitig gilt aber
/u du + /v dy = Zai,]-y(Ai NB;) + Z,[%i,jy(Ai NB)),
2 2

und damit ist (6.6) bewiesen.
Sei nun u < v. Dann gilt mit (6.6):

/.vdy:/udy+/v—udy>/udy.

Also ist auch (6.7) bewiesen.
(Alternativ konnte man zum Beweis von (6.7) auch argumentieren, dass
aus u < v automatisch «; ; < B;; folgt.) O

Erweiterung auf nichtnegative messbare Funktionen

Definition 6.5. Sei f : QO — R eine .A-messbare Funktion. Wir definieren
das Integral von fmit dem Maf§ y durch

/fdy:—sup{/udy

Fiir alle A € A definieren wir auflerdem

/Afdy::/]IAfdy.

Wir wollen nun dieselben Eigenschaften, wie wir sie in 6.4 fiir das Inte-
gral von Elementarfunktionen gezeigt haben (Stichwort: ,Positive Homo-
genitdt”), auch fiir das neue Integral von messbaren Funktionen beweisen.
Dabei bereitet uns die Aussage (6.6) besondere Schwierigkeiten. Wir begin-
nen mit der folgenden Aussage:

u ist A-messbare Elementarfunktion, u < f }
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Erweiterung auf nichtnegative messbare Funktionen

Satz 6.6. Sei f : QO — Ry eine A-messbare Funktion. Sei (uy)neN irgendeine
Folge A-messbarer Elementarfunktionen, so dass u, 1 f gilt (die Existenz einer
solchen Folge fiir jede messbare Funktion haben wir in 5.14 gezeigt). Dann gilt:

“kann man ,, [ und ,sup”

du = sup [, du(**C7 tim [, du ).
j = sup 1 lim 1

nelN

Beweis. ,,2*: Nach Definition muss fiir alle n € IN gelten:

/undy</fdy,

also auch

sup .un du < /fdy.
nelN

: Sei u eine beliebige A-messbare Elementarfunktion mit u < f. Nach
der Definition von ,, [ f du” reicht es, zu zeigen:

sup [ uy du > /u du.
neN

Es reicht sogar zu zeigen, dass fiir jedes & < 1

sup u,ﬂiy}oc/udy
nelN

gilt, denn dann konnen wir einfach & gegen 1 gehen lassen. Sei also
m
u= Z l’é]‘][ A/-
j=1

ein normaler Reprasentant von u, und & < 1. Setze
By :={uy, >au}, neN,

so dass also B, T Q) fiir n — oo gilt. Die B, liegen alle in .4, und u,
dominiert die Elementarfunktion aullg . Also folgt nach dem vorher-
gehenden Satz

/ Up dy > / ullg, du,
also auch
sup [ uy dy = asup | ullp, du Z zx/u du.

nelN nelN
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6 Integration mit einem Mafs

Mit der letzten Gleichung hétten wir unsere Aussage bewiesen. Be-
trachte zu ihrem Beweis nochmals die Elementarfunktionen ullg, . Es
gilt

m m
Jouts, = [ (X ajlacs,) di=Yam(A4;0B).  (©68)
j=1 =1

———
,normal”

Wegen u,, T supu, = f > u folgt, dass man fiir jedes w € Q einn €
N finden kann, so dass u,(w) > au(w) gilt. Damit gilt aber, dass man
fur jedes w € Q einn € N finden kann, so dass w in B, enthalten ist,
also B;, T, Q, und somit A iNBu Tn Aj. Nach der Charakterisierung o-
additiver Mafle im zweiten Kapitel (,,0-additiv < stetig von unten”)
folgt

m m
sup Y aju(AiNBy) =) aju(Aj) = /u du.
neN j=1 j=1

Die Gleichung (6.8) impliziert

sup [ ullg, dy = /u du.

nelN
O
Wie so oft, stehen die eigentlich interessanten Dinge nun im Korollar:
Korollar 6.7. Seien f,g: QO — Ry zwei A-messbare Funktionen. Dann gilt:
/zxfdy:a/fdy VaeR, 6.9)
/f+gdﬂ=/fdﬂ+/gdu (6.10)
f<g= /‘fdué /gdu (6.11)

Beweis. Die einzige nicht offensichtliche Aussage ist (6.10). Seien fiir jedes
n € IN die Funktionen uy,, v, Elementarfunktionen, so dass u, T f,vn T g
gilt. Dann sind fiir jedes n € IN die Funktionen u, + v, ebenfalls Elemen-
tarfunktionen, und es gilt u, + v, T f + g. Also folgt mit dem obigen Satz:

/f—l—gdyéi(’nli_rgo/un—l—vndy

% im [ uy dy + lim /vn du
n—oo n—oo

66 [ '

= /fdﬂﬁ/gd%
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Erweiterung auf nichtnegative messbare Funktionen

Es folgt der wichtige Satz von Beppo Levi iiber monotone Konvergenz:

Theorem 6.8 (Levi). Seien fiir jedes n € IN die Funktionen f, : Q — Ry
A-messbar, und es gelte f, 1. Dann folgt:

/ sup fn du = sup | fi du.
neN neN

Beweis. Setze f := sup, . fn. Dann ist f eine nichtnegative .A-messbare
Funktion, und mit dem Corollar von oben folgt

/fdy}/fndy VneN,

also auch

/f du = sup | fu du.
nelN

Wir miissen also noch ,, < zeigen. Hierzu wollen wir eine Folge (v, ),eN
von Elementarfunktionen definieren, so dass v, T f, und v, < f;, fiir jedes
n € IN. Dann folgt nach dem Satz 6.6

/f duy =sup [ vy du <sup [ fudy,
nelN nelN

und wir sind fertig.

Das technische Prinzip, das wir hier anwenden wollen, trdgt den Namen
,Diagonalargument”:

Fiir jedes n € IN konnen wir eine Folge (uy,m)men von Elementarfunk-
tionen finden, so dass u,m Tm fn- Nun definiere fiir jedes n € IN die Ele-
mentarfunktion v,, durch

U1,n+1 Upn+1
WV WV

vpi=sup( U1y , oo Unn ).
A\ AN

i << fa
Dann gilt v, T und v, < fy, also sup, v, < sup, fu = f. Gleichzeitig ist
sup, Un = Uy, V m fiir jedes feste nyp € IN, und also fiir jedes nyp € IN

sup, vy = fun,, Was sup, v, > f impliziert. O

Mit dem beriihmten ,,Lemma von Fatou” finden wir hier schon wieder
eine wesentliche Aussage in einem Korollar wieder:
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6 Integration mit einem Mafs

Korollar 6.9 (Fatou). Sei f, : QO — Ry, n € N, eine Klasse A-messbarer
Funktionen. Dann folgt

/ liminf f, dy < liminf / Fu di.
Beweis. Wir haben im Satz 5.9 festgestellt, dass inf, sup und (soweit exi-

stent) lim von Klassen A-messbarer Funktionen wieder A-messbar sind.
Also sind in unserem Fall lim inf,, .o fu (= sup,,cp infyzn fm) und

gn:=inf f;;, n €N,

mz=n

beide A-messbar. Offensichtlich gilt g, T, also konnen wir mit Levi folgern:

/ liminf f, dj = / sup inf fu du = sup [ g dy. (6.12)

n—o0 nelN m=n neN

Aber da g, < f fur alle n < m gilt, folgt, eben fiir alle n < m,

/gndﬂéffmd%

und somit auch

[ < int [ fudp. (6.13)

(6.12) und (6.13) emplizieren nun

/ liminf fy djt < sup inf | fo dp = liminf / Fu dit.
n—00 >n n—00

neN ™M=
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7 Integrierbarkeit und der Begriff des ,fast
iuberall”

Fiir dieses Kapitel fixieren wir wieder einen MafSraum (Q, A, u). Uns inter-
essiert die Frage, welche Funktionen wir mit dem neu definierten Integral
iiberhaupt integrieren koénnen, und wann die Integrale zweier Funktionen
identisch sind.

Integrierbarkeit

Definition 7.1. Eine Funktion f : QO — R heif$t (u-) integrierbar, wenn sie
nicht nur A-messbar ist, sondern zusatzlich die Bedingung

/f*dy<+oo und /f*d‘u<+oo

(oder, dquivalent: [ |f]du < +o0) erfiillt.
Ist f eine (p-) integrierbare Funktion, und A € 4, dann setzen wir

/Afdy::/llAfdy.

Bemerkung 7.2. (i) Notation:
[Fan= [ fw) du(w) = [ f(w) pldw).
(i) Sei f : Q — R nichtnegativ und A-messbar. Dann ist f genau dann (u-)
integrierbar, wenn [ f du < oo gilt.

(iii) Sei f : QO — R eine A-messbare Funktion. Dann heif$t f quasi-(u-) inte-
grierbar, wenn [ f*du < +oo oder [ f~du < +oo, und in diesem Fall
setzen wir

/fdﬂiz/erdﬂ*/f_dﬂ (€ R).

(Dieser Begriff der Integrierbarkeit wird in einer Ubung benotigt.)

(iv) Sei f : Q) — R eine A-messbare Funktion. Dann ist f genau dann integrier-
bar, wenn sowohl f* als auch f~ integrierbar sind (bzw. genau dann, wenn
|f| integrierbar ist).
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Charakterisierung der (yi-)
Integrierbarkeit

7 Integrierbarkeit und der Begriff des ,fast tiberall”

Satz 7.3. Sei f : QO — R eine A-messbare Funktion. Dann sind die folgenden
Aussagen zueinander dquivalent:

(i) f ist (u-) integrierbar.

(ii) Es gibt (u-) integrierbare Funktionen u,v : QO — R, so dass {u = 400} N
{v=+400} =@gilt, und f = u —v.

(iii) Es gibt eine (u-) integrierbare Funktion g : QO — R, so dass | f| < g gilt.
Es folgt dann:

/fdy:/udy—/vdy
Beweis. (i) = (ii): Wahleu := f*,v:= f~.

(ii) = (iii): Wahle g := u 4+ v und verwende die Aussagen tiber die positi-
ve Homogenitit (vgl. Kor. 6.7) und die Endlichkeit des Integrals fiir
nichtnegative, (y-) integrierbare Funktionen (vgl. Teil (ii) der Bemer-
kung oben).

(iii) = (i): Wegen der Isotonie des (ji-) Integrals (vgl. Kor. 6.7) gilt [ |f]|du <

| gdu. Mit den Aussagen (ii) und (iv) der obigen Bemerkung folgt (i).

Es bleibt die abschliefende Aussage. Offensichtlich gilt f* +v = f~ +u,
und somit — wieder per positiver Homogenitat —

/f+dy+/vdy:/f_dy+/udy,

also

/fdy:/ﬁdu—/f’dﬂ:/udﬂ—/vd%

., [ “ist ein lineares Funktional auf ~ Satz 7.4. Seien f und g integrierbare Funktionen. Dann gilt:

den integrierbaren Funktionen

(i) Fiir jedes o € R gilt: af ist integrierbar, und [of dy = o [ fdp.

(i) Wenn f + g wohldefiniert ist (also {f = +oo}N{g = —c0} =D ={f =
—oo} N {g = +oo}), dann ist f + g integrierbar, und es gilt

/f+gdu:/fdﬂ+/gdﬂ-
(Die Forderung nach Wohldefiniertheit von f 4 ¢ werden wir spiter, mit

Hilfe des Begriffs der Integrierbarkeit y-fast iiberall, fallen lassen konnen.
Vgl. 7.14.)
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Integrierbarkeit

(iii)

(iv)

f<g = /fdﬂ</8dﬂ-

’/fd#‘</|f|d#~

(v) sup(f,g) und inf(f,g) sind integrierbar.

Beweis.  (i): Fiir & > 0 haben wir (af)™ = af ™ und (af)” = af, und

(ii):

(iii):

wir wissen, dass die rechte Seite jeweils integrierbar ist. Genauso fiir
a <0:(af)t = |alf bzw. (af)” = |a|fT. Nach 6.7 und 7.2(iv) ist a f
also integrierbar, und es gilt

./.af dp = /(ocf)Jr dyf/(ozf)_ dp = “(./‘er dy—/f— dy)_

Betrachte f + ¢ = (f* +¢") — (f~ + g~ ). Diese Differenz von Funk-
tionen ist integrierbar nach Satz 7.3, Teile (i) und (ii), und Kor. 6.7.
Weiterhin erhalten wir

/fdwr/gdﬂz/f*dﬂ—/f‘d#+/g+du—_/g‘du,
also nach 6.7
=/(f++g+) dﬂ—/(f”rg’)dy,
und mit 7.2(iii) folgt:
= /(f+g) dp.

Zum Beweis der Isotonie von ,, f “ auf integrierbaren Funktionen nut-
zen wir die positive Homogenitét von ,, [“ auf nichtnegativen messba-
ren Funktionen (vgl. 6.7):

f<g=fr<g'f 25
= [rau=[rran- [ an

67 3
</g du—/g dV:/SdV-
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7 Integrierbarkeit und der Begriff des ,fast tiberall”

(iv): £f < |f] impliziert mit (i) und (iii):
s [ san< fiflan=] [ s an] < [irian

(v): Aus

7

|inf(f,g)|, |sup(f,8)| < If] + Ig]

folgt mit (ii) und den Teilen (iii) und (i) von Satz 7.3, dass sup(f, g)
und inf(f, g) integrierbar sind.
O

Bemerkung 7.5. Notiere L} (p) fiir die Menge aller reellwertigen (daher das ,,r”),
p-integrierbaren Funktionen auf Q. Dann sagt der letzte Satz, dass L} (y) ein (R-
) Vektorraum, und f — [ f du ein positives (oder: isotones) lineares Funktional

auf L} () ist.

Beispiel 7.6. Sei (Q), A, u) ein Mairaum, so dass y(Q)) < +co gilt. Dann ist
nach 7.3, (i) und (iii), jede beschrankte .4-messbare Funktion automatisch
p-integrierbar.

Der Begriff des ,,j-fast iiberall”

Definition 7.7. Eine Menge N € A mit u(N) = 0 heifit (u-) Nullmenge.

Offensichtlich gilt fiir ein System N;,, n € N, von Nullmengen, dass auch
Us—; Ni eine Nullmenge ist: SchliefSlich gilt

y(QNn) < i_ojlu(Nn) =0.

Genauso gilt fiir jede Untermenge Ny € A einer (y-) Nullmenge N wieder
#(No) = 0.

Definition 7.8. Sei P irgendeine Eigenschaft von Punkten in (). Wir sagen,
es haben p-fast alle (kurz: p-f.a.) Punkte in Q) die Eigenschaft P — oder, P gilt
u-fast iiberall (kurz: u-f.ii.) —, wenn es eine p-Nullmenge N gibt, so dass alle
w € N¢ die Eigenschaft P haben.

Wichtig: Die Menge Np := {w € Q]w hat die Eigenschaft P nicht} ist
nicht notwendigerweise eine y-Nullmenge, da sie nicht in A liegen muss.
Wir wissen nur, dass Np in einer p-Nullmenge enthalten ist.

Man kann aber zeigen, dass Np in der vervollstindigten o-Algebra Ay
zum Maf$ y liegt.
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Der Begritf des ,u-fast tiberall”

Beispiel 7.9. Seien f,¢ : QO — R Funktionen, so dass gilt:

f=g pfi.

Das heif8t: Es gibt eine Nullmenge N in A4, so dass { f # g} C N ist. Analog
bedeutet

|f(w)] < oo fiir y-fa.weQ,

dass es eine y-Nullmenge N in A gibt, so dass {|f| = +o0} C N gilt.
Satz 7.10. Sei f : Q) — R eine A-messbare Funktion.
(i) Fiir f > 0 gilt:

f=0ufii. & [fau=o.

(ii) Wenn f (u-) integrierbar ist, dann folgt | f| < 400 p-f.ii.

Beweis.  (i): ,=": Setze N := {f # 0} = {f > 0} € A. Wir miissen nun
zeigen:

H(N)=0 = /fdy:O.
Sei also pt(N) = 0. Setze u,, := nlly, n € N, dann ist jedes 1,

eine Elementarfunktion, und die Folge (u),ecnN ist aufsteigend.
Also folgt

/supun duy=sup [ u,dy=supn-u(N)=0.
nelN neN neN

Gleichzeitig gilt f < sup,, u,, (= +o0 auf N), und damit
Og/fdyg/supund;tzo.
n

,&=" Sel [ fdu = 0.Setze A, := {f > %}, n € N, also gilt A, 1
{f > 0}. Dann ist

H(Ay) = /]IA,, dp = /]I{nf>l} Tdp

</]I{nf>1}'"fdﬂén/fdﬂ
:0/

und deshalb p({f > 0}) = limy— o pt(Ay) = 0.
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7 Integrierbarkeit und der Begriff des ,fast tiberall”

(ii): Wir wissen: {|f| = +co} € A. Dann folgt fiir jedes n € IN:

+00 > /lf! du > /I[{\f\:m} |fl dp
> [Tz - i = w({If] = +oo}).

Fiir n — oo erhidlt man daher u({|f| = +o}) = 0.

Satz 7.11. Seien f,g : QO — R zwei A-messbare Funktionen.

(i) Angenommen, wir wissen entweder, dass f,g > 0 gilt, oder dass f und g
beide y-integrierbar sind. Dann gilt die Implikation:

f<g pfi. = /fdﬂé/gd#.

(i) Wenn g (u-) integrierbar ist, und | f| < g u-f.ii., dann ist f (u-) integrierbar.

(iii) Sei g (u-) integrierbar, und f = g p-f.ii., dann ist f ebenfalls (u-) integrier-
bar, und [ fdu = [ gdp.

Beweis. Vergleiche die Ubungen zur Vorlesung. O

Bemerkung 7.12. Sei N eine y-Nullmenge, und f' : N© — R eine N© N A-
messbare Funktion. Dann heifit f' eine u-f.i. (auf Q) definierte, .A-messbare
Funktion. Die Restriktion einer A-messbaren Funktion f : Q — R auf NC€ ist
eine solche Funktion.

Umgekehrt kann jede y-f.ii. definierte, A-messbare Funktion f' zu einer A-
messbaren Funktion f auf Q) erweitert werden. Dazu gibt es verschiedene Vor-
gehensweisen, etwa:

) fl(w) fiir w € N©
flw):= {0 fiirw € N.

(Vgl. hierzu auch die Ubungen zur Vorlesung.) Da zwei beliebige solche Erweite-
rungen y-f.ii. identisch sind, wissen wir nach Teil (iii) des vorhergehenden Satzes,
dass diese entweder alle integrierbar sind, oder keine davon. Sind sie integrierbar,
so haben sie alle das gleiche Integral. Dies rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 7.13. Sei f’ eine p-f.ii. (auf Q) definierte, .A-messbare Funktion.
f' heiBt y-integrierbar (auf (), wenn f’ zu einer p-integrierbaren Funktion f
auf () erweitert werden kann. In diesem Fall definieren wir das u-Integral
von f’ (auf Q) durch

/f’dy ::/fdy.
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Die Cantor-Menge

Bemerkung 7.14. Seien f, g zwei y-integrierbare Funktionen auf (). Dann ist
nach Satz 7.10(ii) N := {|f| = 400} U{|g| = oo} eine u-Nullmenge. Die
Summe f + g ist wohldefiniert auflerhalb dieser Nullmenge N, also ist sie eine
u-f.ii. auf Q) definierte Funktion, und somit nach unserem neuen Integrierbarkeits-
begriff u-integrierbar, mit

/(f+g)d#:/fdu+/gd#-

Wir konnen also die Forderung nach Wohldefiniertheit von f + g in 7.4(ii) ersatz-
los fallen lassen.

Die Cantor-Menge

Betrachte die Situation des [Bex.], also Q = R, y = m, A = B(R) oder
deren Vervollstindigung A,,+. Welches sind hier m-Nullmengen? In den
Ubungen haben wir gesehen, dass jede abzihlbare Untermenge von R eine
m-Nullmenge ist. Die Cantor-Menge ist ein Beispiel fiir eine tiberabzéhlbare
m-Nullmenge.

Definition 7.15. Betrachte [0,1] C R. Iteriere wie folgt:
1. Schritt:

Py :=[0,1] \ |3, 3[

2. Schritt:

n. Schritt: Erhalte

pn = ]n,l O]n,ZO”-O]n,Z”/

wodie J; ,,i = 1,...,2", paarweise disjunkte und abgeschlossene In-
tervalle der Lange 4 sind.

Die Borelmenge

heif3t Cantor-Menge oder Cantorsche Wischmenge.

53

(<]



7 Integrierbarkeit und der Begriff des ,fast tiberall”

Bemerkung 7.16. Jeder Punkt x € [0, 1] wird eindeutig reprisentiert durch eine
nicht-abbrechende Folge (,, Entwicklung zur Basis 3“):

[e9)

x
x=) 3—Z xn € {0,1,2}.
n=1
Es qilt (dies ist leicht zu tiberpriifen):
[} Xn
P> Py:= {x - 21 -
n=

Wenn wir nun die ,biniire Entwicklung” x = Y07 | 5%, x, € {0,1}, eines Punk-
tes x € [0, 1] betrachten, erkennen wir leicht, dass die Abbildung f. : [0,1] — Py,
definiert durch

Xy € {0,2}}.

Me

. x! " xj, =0 fiirx,=0
01sx=Y Xy in "
[01] 2n ;3 {x%:Z fiir x, =1

(die sogenannte Cantor-Funktion), eine Bijektion von [0,1] nach Py ist. Also ist
Py, und damit auch P, nicht abzihlbar. Aber wegen

n=1

m(P) < m(Py) =

ist P eine m-Nullmenge.

Beweis der Aussage B(R?) ¢ A« im Theorem 4.7. Wir ~ miissen  zeigen:
B(R?) # A,+. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall d = 1. Wir konnen
zeigen, dass die Cantor-Funktion f. Lebesgue-messbar ist, oder genauer,
(A M [0,1])/B-messbar. Seinun A C [0,1], A ¢ A+ (vgl. den zweiten
Teil von 4.7: A+ & P(R?)). Dann ist natiirlich f.(A) C P.

Da (R, A+, m) vollstandig ist, und m(P) = 0, folgt f.(A) € Ay+. Ange-
nommen, B(R) und A, seien identisch. Dann wére f.(A) ein Element der
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Die Cantor-Menge

Borel-c-Algebra tiber IR, und damit
A= f(fe(A)) € A N[0,1] C Ay
N
€B(R)

(bei der ersten Gleichung geht ein, dass f. eine Bijektion ist). Widerspruch!
Der Fall d > 2 wird zur Ubung gegeben. O
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8 Riemann- und Lebesgue-Integral

Vergleich der Integrationsbegriffe

Wir betrachten in diesem Kapitel die Situation unseres zentralen Beispiels.
Der betrachtete Mafiraum ist also ((R, B(R),m) und) (R, A+, m), wo m
das Lebesgue-Maf bezeichnet. Wir setzen B := B(R).

Definition 8.1. Sei f : R — R eine Funktion, und A € B. Wenn (I4 ) f
gleichzeitig B-messbar und m-integrierbar ist, dann heif3t f Borel-Lebesgue-
integrierbar (iiber A).

Sei A € A+ Wenn (I4 -) f gleichzeitig A,,+-messbar und m-integrierbar
ist, dann heifdt f Lebesgue-integrierbar (iiber A).

Theorem 8.2. Sei f : R — R eine Funktion, und a,b € R, a < b (also ins-
besondere b < oo). Wenn f Riemann-integrierbar iiber [a,b] ist, dann ist f auch
Lebesque-integrierbar iiber [a, ], und es Qilt

R/H.bfdx:/[a’b]fdm.

Beweis. Sei f Riemann-integrierbar iiber [, b]. Dann existiert ein M € R, so
dass |f| < M iiber [a,b] gilt, also M + f > 0. Wir kénnen daher 0.B.d.A.
davon ausgehen, dass f nichtnegativ ist.

Wir erinnern uns kurz an einige Definitionen aus dem ersten Kapitel. Sei
D, eine Partitiona = &y < {1 < - -+ < & = b des Intervalls [, b]. Dann sind
die Obersumme Sp, und die Untersumme sp, von f tber [a,b] definiert
durch

k
Sp, = ;sup{f(x) | x € [8ic1, 8]} (8 — Ci),

:ZM,‘

k
Sp, = ;inf{f(x) | x €81, &} (G — Cimn)-

=m;

Sei (Dy,)nen eine Folge von Partitionen von [a, b], so dass fiir jedes n € N
gilt:

‘SDH _SD11| < %

57

Ist eine reelle Funktion
Riemann-int’bar iiber [a, ], so gilt

- b
j[a,b] = R]a



u— ,upper”
1 -, lower”

8 Riemann- und Lebesgue-Integral

Nun definieren wir fiir jedes n € IN eine Funktion u,, durch

M; fiir x € |1, Gi

3(Mj+ M) fiirx e {&[1<i<k-1}
up(x) :=< My fiir x = &

My fir x = ¢,

0 firx € R\ [a,b].

Analog definieren wir [,;, indem wir in der Definition von u, den Wert M;
durch m; ersetzen. [, und u, sind dann B-messbare Elementarfunktionen
mit [, < I p) - f < . Offensichtlich gilt

Sp, :/ up dm, sp, = / I, dm.
[a,b] Ja,b]

Definiere

u:= inf u,, [:=supl,.
neN neI[Ii)I

Diese Funktionen sind wiederum B-messbar, und es gilt weiterhin / <
Lgp) - f <.

Eigentlich wollen wir aber zeigen, dass m-f.ii. gilt: | = u. Dazu betrachten
wir

{u—l>0}=6{u—l>%}. (8.1)
k=1

Fixiere zunédchst ein k € IN. Fiir jedes n € IN gilt

{u—1>1y c {un—1> 1},

also auch
m({u—1>1Y) <m({uy —1, > 1})
P— H . 1 d
[a,b] {”n*ln>%} m
sk [a,b] H{un—ln>%}(“n — ln) dm
<k- R,
[ﬂ,b](un 71) m
=k- (SDn _sDn)
k
< —.
n
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Vergleich der Integrationsbegriffe

Fiir n — oo folgt also m({u — 1 > %}) = 0, und mit (8.1)
m({u—1>0}) <Y m({u—1>1})=0.
k=1

Also wissen wir, dass | < I[W,] - f < u gilt, und gleichzeitig m-f.i. | =
Ijp) - f = u. Da (R, Ay, m) vollstandig ist, folgt nach einer Ubung, dass
L, - f Lebesgue-messbar ist und somit fiir jedes n € IN gilt:

/lndm<./ldm:/[ub]fdm:/udmg/hundm.

Da f Riemann-integrierbar ist, folgt die Behauptung schliefSlich aus
. oo b
/ Ly dm "% R / fdx
B a
und

b
/undmmR/ f dx.
a
O

Dieses Theorem rechtfertigt fiir das Lebesgue-Integral die folgende No-
tation:

b b
/ fdm=: / f dx (: R / f dx, wenn f Riemann-integrierbar ist.)
[a,b] a a

Im allgemeinen Fall ist die Notation ,, [ ab du” nur dann zuldssig, wenn
u({Punkt}) = 0 gilt, also

/[a,bl - /]a,bl - /[a,b[ N /]a,b['

Bemerkung 8.3. Die Umkehrung dieses Theorems ist falsch. Die Funktion f :=
Ljo,1)\q ist Lebesgue-integrierbar, aber nicht Riemann-integrierbar. (Die nicht-Rie-
mann-Integrierbarkeit wird vom folgenden Theorem impliziert, da die Menge der
Unstetigkeitsstellen unserer Funktion f schon identisch ist mit [0,1].)

Das folgende Theorem zeigt, dass die Klasse der Riemann-integrierbaren
Funktionen tatsdchlich eher klein ist.

Theorem 8.4. Sei f : R — R beschriinkt iiber [a,b], a,b € R, a < b. Dann ist
die Funktion f genau dann Riemann-integrierbar iiber [a, b], wenn sie dort m-f.ii.
stetig ist.
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8 Riemann- und Lebesgue-Integral

Beweis. O.B.d.A. sei wieder f > 0.

“",
=

60

Sei f Riemann-integrierbar iiber [, b]. Wir nutzen dieselbe Notation

wie im letzten Beweis. Sei x € [a, b] so gewéhlt, dass x fiir keine der
Partitionen D;, n € IN, Partitionspunkt ist. Sei auflerdem x € {y €
[a,b] | f istin y nicht stetig} =: A, 5. Dann gibt es ein ¢ > 0 und eine
Folge (xx)ken In [4,b], so dass limy_,, X = x ist und fiir alle k € N
gilt:

|f(x) = f(xe)| > &

Aber dann folgt u,(x) > I,(x) + ¢ fiir jedes n € N, also im Limes
u(x) = I(x) + e und damit x € {u > I}. Wir haben also

Aps. C {u > 1} U {Partitionspunkte von Dy, n € N},
~———
::Anl.s)4 ::Agfs)A
(1)

wo A; ;. nach dem vorhergehenden Beweis eine m-Nullmenge, und

A,(fs) als abzdhlbare Menge ebenfalls eine m-Nullmenge ist. Also ist f
eine m-f.ii. stetige Funktion.

: Sei f stetig m-f.ii. Wahle eine Folge (Dy),en von Partitionen von

[a,b], so dass fiir jedes n € N die Partitionspunkte von D, eine Un-
termenge der Partitionspunkte von D, ; sind, und gleichzeitig so,
dass die Lange des langsten Intervalls von D, fiir n — oo gegen 0
konvergiert. Seien uy,, I, n € IN, wieder die korrespondierenden Ele-
mentarfunktionen, wie im letzten Beweis, dann gilt u, |, I, T. Wir
wollen folgendes zeigen:

- by dm = inf [y dm(= inf Sp,).
(supson =) sup [ dm = inf, [ (= int50,)

Sei wieder [ := sup, . In, # 1= infuen uy. Sei x € [a,D] eine Stetig-
keitsstelle von f, und &€ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass gilt:

sup{f(y) |y €lx—6,x+ [} —inf{f(y) |y € ]x -6, x+ 5[} <e.
Fiir ein hinreichend grofles n gibt es eine Partition D,, mit einem In-
tervall, das x enhilt und selbst in |x — 4, x + §[ enthalten ist. Dann
folgt:
up(x) —Iy(x) <e.

Da ¢ > 0 beliebig war, ist also u(x) = I(x) in jeder Stetigkeitsstelle
von f. Nach Voraussetzung gilt m-f.ii. u = [, und deswegen

sup lndm:/ldm:/udm: inf | u, dm,
nelN nelN



Vergleich der Integrationsbegriffe

wo die erste Gleichung nach dem Satz von B. Levy gilt, die zweite
nach einem friitheren Satz tiber Integrale m-f.ii. identischer Funktio-
nen, und die letzte nach einer Variante des Satzes von B. Levy, die
Inhalt einer Ubungsaufgabe war.

O
Wir erinnern uns kurz an eine Definition aus der Analysis 1:

Definition 8.5. Sei f Riemann-integrierbar tiber [4, b] fiir jedes Paar reeller
Zahlen a, b mit a < b. Wenn

b +oo
lim R/fdx::R/ fdx
ZHJroo a e

in R existiert, heiflt f Riemann-integrierbar iiber | —oo, +oo[ oder uneigentlich
Riemann-integrierbar.

Theorem 8.6. Sei f : R — R iiber jedem Intervall [a,b], a,b € R, a < b,
Riemann-integrierbar. Dann ist f genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn |f|
iiber | —o0, +-o00 Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall ist auch f Riemann-
integrierbar iiber | —oo, +-o00[, und es gilt

R ::ofdx:/fdm.

Beweis. Sei f > 0. Wir wissen schon, dass fiir jedes n € IN gilt:

R/if dx = /Hln]fdm.

Also ist f offensichtlich genau dann Riemann-integrierbar iiber |—oo, +o0],
wenn gilt:

sup fdm < +oco.
neN J/ [-nn]

Nach B. Levy ist aber gerade

sup }fdm:/fdm

neN Y [—nn

(die aufsteigende Funktionenfolge ist hier f - Ij_,, ).
Der erste Teil ist damit bewiesen. Auflerdem wissen wir nun, dass in die-
sem Fall fur f > 0 gilt:

R fax= [ £ dm. (82)
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8 Riemann- und Lebesgue-Integral

Fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen f wissen wir schon lange, dass auch
f1 und f~ integrierbar sind, also auch Riemann-integrierbar auf | —co, 4-o0|
nach dem ersten Teil des Beweises. Also folgt:

b b b
lim R/ F*dx— lim R/ fodx= lim R[ fdx
a— —00 a a——00 a a——00 Jg

b—+oo b—+oo b—+o00

€R €R

ist reell, und somit ist f Riemann-integrierbar iiber | —co, +-o0[, und die linke
Seite der Gleichung ist nach (8.2) identisch mit [ f dm. O

Bemerkung 8.7. Wie so oft, gilt die Umkehrung des Theorems im Allgemeinen
nicht: , f ist Riemann-integrierbar iiber | —oo, +-o00[ impliziert nicht die Lebesguie-
Integrierbarkeit von f iiber | —oo, +oo[. Dies ist Inhalt einer Ubung.
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9 L7-und LP-Raume

Wir fixieren in diesem Kapitel wieder einen Mairaum (Q), A, u).

Definition 9.1. Eine Funktion f : Q — R heif}t (u-) wesentlich beschrinkt,
wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass p-f.i. gilt: ¢ > |f].

LP-Raume

Sei f : O — R eine A-messbare Funktion, dann ist auch |f|P, p > 1, eine
A-messbare Funktion, da fiir jedes & € R gilt:

l .o
P>l = {If| >a?} fira>0
W f {Q fir o <0.

Definition 9.2. Wir definieren fiir p > 1:
LP(n) = {f :Q—R ‘ f ist A-messbar, und /|f|p dy < +00}.

Fiir p = co definieren wir:
L®(u) := {f : Q — R | f ist A-messbar und wesentlich beschrénkt}.
Satz 9.3. Seil < p < +oo. Dann ist LF (u) ein reeller Vektorraum. LP () ist ein R-Vektorraum

Beweis. Fiir p = oo ist die Behauptung klar.
Fir 1 < p < oo ist zunéchst offensichtlich, dass mit f € £F(p) auch af
fiir jedes « € R in LP(u) enthalten ist. Seien nun f, g € £F (). Dann gilt

f+8l" <27(If1P +1317),

denn fiir jedes w € Q) ist

|f(w) +g(@)]" < (If(@)] +[g(w)])" < [2-sup(|f ()], [g(w)])]”
=2V -sup(|f(w)?, [8(w)[F)
<27(|f(@)IP +[g(w)[P).

Und damit wissen wir:

/|f"‘8|p dﬂ<2p(/|fp dy+/]g|p dy) < Ho0.
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LF(p), p < oo, ist gegen inf, sup
abgeschlossen

Seien ny €11,00[ mit Y 3 1/np = 1.

Dann ||TTk fellx
Seip €]1,00], q
I1f-8lh

<

< Tkl fil iy fitr
A-

messbare fi

%1. Dann

I£1lp - 18llq

9 LP-und LP-Riume

Bemerkung 9.4. Sei1 < p < +oo, und f,g € LP(p). Wegen

< (If1+ D)

[sup(f,8)|",
folgt
sup(f,g),inf(f,g) € LP(p)-
Wir erinnern uns an eine Definition aus der Analysis 1:

Definition 9.5. Eine Funktion f : |a,b] — R, a,b € R, a < b, heif3t konkav,
wenn fiir alle x,y € |a,b[ und A € ]0,1] gilt:

fAx+ 1 =Ny) = Af(x) + (1= N)f(y),

oder (dquivalent), wenn fiir alle x1,...,x; aus ]a,b[ und alle A4, ..., A; aus
10,1[ mit Yt_; A; = 1 gilt:

f(é)\m) > é)\if(xl)

Die Aquivalenz kann man leicht per Induktion zeigen.
Eine wichtige Charakterisierung der Konkavitit einer Funktion ist noch
die folgende: Sei f zweimal differenzierbar. Dann gilt:

fistkonkav auf]a,b[ < f” <0 auflabl

Theorem 9.6 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). fi,..., f; seien A-messbare
Funktionen auf Q3, und ny, ..., n; € ]1,00[, so dass ch:l nik =1 gilt. Dann folgt:

il f1a0m dﬂ) (fis dﬂ) . o1

Insbesondere gilt also (im Fall I = 2) fiir zwei beliebige, .A-messbare
Funktionen f, g auf Q und p,q € |1, co[ mit % + % = 1 die Ungleichung:

J1f-sldu< </f|pdﬂ>;</lg|qdy>;.

Diese Ungleichung heifst Holder-Ungleichung, und fiir p = g = 2 heifit sie
Cauchy-Schwartz-Ungleichung.

Beweis von Theorem 9.6. Seien ay, ..., a; € 0,00, dann ist

ifavea) = 1 s <in(X ),
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LP-Riume

da x +— Inx auf den positiven reellen Zahlen konkav ist. Durch Anwen-
dung der Exponentialfunktion erhalten wir

1 1 I q
a1]~~~al’<2n—~ak. (9.2)

k=1 "k
(Hinweis: Wenn n; = np = --- = n; gilt, dann ist dies gerade der Vergleich

zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel.)

Angenommen, es ist ( [|f¢|" du)'/" = 0 fiir mindestens eink = 1,..., .
Dann ist nach Satz 7.10 auch p-f.ii. [fx| = 0, und automatisch auch p-f.ii.
|f1--- fil = 0. Dann haben die beiden Seiten von (9.1) den Wert 0, und wir
sind fertig.

Wir gehen also 0.B.d.A. davon aus, dass ( [|f|™ du)/" # 0 fiir jedes
k=1,...,1 gilt. Wir erhalten dann mit (9.2) und

ag = 7|fk|nk
J1fel™ dp
die Ungleichung

AM N (A N T A
<f|f1|”1d#) (ffl|"’dﬂ> gkzzl"kf|fk|”"dﬂ'

Integration mit Maf$ y liefert dann

(LAl du)m (f1filmdp)
und damit ist die Behauptung bewiesen. O

Theorem 9.7 (Minkowski-Ungleichung). Seien f,g € LP(u), und 1 < p <  Seien f,g € L¥(p), p < 0. Dann
+o00. Dann gilt: I1f+8llp < UFllp+ gl

(./f+g|pdﬂ); < (/Ifl’“dﬂ); + (/Ig”dy);.

Beweis. Der Fall p = 1 ist klar — wir betrachten also den Fall p > 1. Nach
der Dreiecksungleichung ist |f + g| < [f] + ||, und damit folgt

</f+g”’dﬂ); < (/(|f|+|g!)”dy)”.

Wir diirfen also 0.B.d.A. annehmen dass f, ¢ nichtnegativ sind. Nun gilt

/(f+g)"du =/f- (f+g)P! d;Hr/g-(fﬂLg)”’1 dp,
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9 LP-und LP-Riume

also mit der Holder-Ungleichung

<([ra) (Jusorm)

wo q:= £+, also g € ]1,00], so dass % + % =1, und weiter

() o (fem)]
-(/(f+g)" dﬂ)l_p-

Fiir [(f 4+ g)? du # 0 erhalten wir die Behauptung per Division der Unglei-
_1
chung durch ([(f + g)” dy)l 7. Fir [(f 4+ g)P du = 0 ist die Behauptung

trivial. O
Sei p € [1,c0]. Definiere fiir f € LP(u) die Funktion || - || : £ (u) — R4+
durch

1
£l = (f157 )" tarp <o
und
Iflle = inf{e > 0] |f] < c pefin ).
Fir f,g € LP(u), « € R, kennen wir dann folgende Eigenschaften:
@ [Ifll, =0
@) [Jafllp = la 111
(i) [If +8llp < [Ny + lIgllps

wobei die letzte Eigenschaft fiir p = co im Rahmen einer Ubung bewiesen
wurde.

Zusammenfassend sagt man, || - ||, sei eine Seminorm auf LV (u). Im All-
gemeinen ist dies keine Norm, da wir statt || ||, =0 < f = 0 nur wissen:

Ifl, =0 & f=0 pti.
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LP-Riume

Bemerkung 9.8. Mit der Dreiecksungleichung fiir | - ||, gilt ||fll, < ||f —
g”?ﬂ' 18l p, und damit || f||, — [|g]lp < ||f — gllp- Mit dem gleichen Argument
erhilt man |8l — £l < 1 — gl also

|||f||p - Hg||p| < Hf_g”P'

Alsoist f v [|fllp, f € LP(p), stetig auf (LP(p), || - ||p)-
Fiir p = 1 erhalten wir auflerdem, dass fiir f,g € L' (u) gilt:

‘/fdﬂ—/gdﬂ‘:’/(f—g)dﬂ‘</|f—gdF:||f—g|1-

Die Abbildung f — [ fdu, f € LY(u), ist also stetig auf (L1 (p), || - ||l1)-

Theorem 9.9 (Lebesgue’s Theorem von der dominierten Konvergenz). Sei
pel,+oo[undg, fu € LP(u), n € N, so dass fiir jedes n € N gilt:

ful < g pfii (9.3)

Wenn f eine A-messbare Funktion ist mit

lim f,(w) = f(w) fiir p-fa.w € Q,

n—oo

dannist f € LP(u), und es gilt

lim || f —fn”p =0. (9.4)

n—oo

Definition 9.10. In der Situation von (9.4) sagt man, (f,),eN konvergiert
gegen f in LP(u).

Beweis von Lebesgue’s Theorem. Da p-f.i. |f|P = lim, | fu|P < g7 gilt, folgt
nach einem friitheren Satz {iber die Integrierbarkeit dominierter Funktionen
(vgl. 7.11(ii)), dass |f|P € L£L'(u) gilt, und damit f € LF(u). Es bleibt zu
zeigen, dass (f — fu)new in LP (i) gegen 0 konvergiert, oder (dquivalent)
dass g, := |f — ful?, n € N, in £L(u) gegen 0 konvergiert.

Offensichtlich gilt fiir jedes n € IN:

0<gn < (If1+ 1) < (IF1 +1g) p-fit.
N ——
= eLl(p)

Setze

nelN
“+o0  sonst.

. {h’ auf U {gn <I'}
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Fiir f € LP(u), p < oo, ist
f = 1If|lp stetig

Fiir f € LY(p) ist f — [ f dy stetig

Wird f, in LP (u) dominiert, und
konvergiert f, — f u-f.ii., so gilt die
Konvergenz auch in LP (p).



Sei p < co. Jede Cauchyfolge in
L (p) konvergiert in LP (i) und hat
eine p-f.ii. konvergente Teilfolge

9 LP-und LP-Riume

Dann gilt p-f.ii. h = K, und fiir jedes n € N und alle w € Q gilt 0 <
gn < h. Da die u-Integrale von p-f.ii. identischen Funktionen gleich sind
(vgl. 7.11(iii)), und da p-f.i. limy e gn = 0 gilt, bekommen wir

7.11
/h du w / lim (h — g,) du
n—oo

Fatou

< “,ﬂ'g}f (h—gn) du
= /h du —limsup/gn du.
n—oo
Also ist
limsup/gn du <0,
n—oo

und daraus folgt, da f gndp = 0 fur alle n € IN gilt (und somit auch
limsup, ., [ gndu > 0):
lim [ g, du = lim g ]l = 0.
O

Bemerkung 9.11. Es ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe, dass die Vorausset-
zung (9.3) fiir die Konvergenzaussage notwendig ist.

Die Vollstindigkeit von L7 (u)

Erinnere: Eine Folge (fi)nen aus (L£F (), || - ||p), p € [1, +00], heilSt Cauchy-
Folge, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein n(e) € IN gibt, so dass

| fo— fullp <& Vmn=ne).

Wenn es ein f € LP(p) gibt mit limy, ol f — fullp = 0, dann ist (fu)nen
offensichtlich eine Cauchy-Folge.

Das folgende Theorem besagt, dass auch die Umkehrung gilt also dass
(LP(u), || - || p) vollstindig ist.

Theorem 9.12 (Riesz-Fischer). Seip € [1, +oco], und sei (fy)nen eine Cauchy-
Folge in (LP(u), || - || p). Dann gibt es ein f € LF(u) mit

nh_{{}o”f_fnﬂp =0,
und eine Teilfolge (ny)xeN mit

lim fo, = f i
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Die Vollstindigkeit von L (1)

Beweis. Da die Folge (fn)nen eine Cauchy-Folge ist, konnen wir eine Teil-
folge (fn, )kew konstruieren, so dass fiir jedes k € IN gilt:

ank+1 _f"kHP < Zik

Setze

8= Z‘f”k-H _f”k|'
k=1

Es gilt

(sl =) (/ (wa ful)" d )’1]
= Zygf;o('/'(ZfW—fn,f|)’7 );’

M1nk0wsk1 © 1

< 1m Z||fnk+1 Fuskllp < 2?

k=1
Alsoist g € LP(p), und damit auch g < +oco p-f.ii. (vgl. 7.10(ii)), also

Zlfnk+1 fi’lk ) < fur ‘u—f.a. w € Q,

und daher konvergiert
N
f”N+l - fﬂ1 = Z(fnk+1 _fnk)/ N eN,
k=1
fur p-f.a. w € Qmit N — oo gegen Y22 (fu,,, — fu,) (w). Sei

Y (freey — fur) (@) + fy (w)  fiir alle w € Q) fiir die diese
flw) = Summe existiert

0 sonst,

dann ist f eine A-messbare Funktion (vgl. die Ubungen) mit limy .o, fu, =
f u-f.u. Fur jedes N € IN wissen wir, dass p-f.ii. gilt:

N
fanial € Ylfuer = fu + fm| g +1fu| € LP (),
k=1

also mit Lebesgue’s Theorem von der dominierten Konvergenz automa-
tisch limy || fu, — fllp = 0. Nun ist aber (fy,),en per Voraussetzung eine
Cauchy-Folge, und daher folgt

nh_I:f.}o”fn _f”p =0.
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Konvergenz in LF () impliziert
Teilfolgenkonvergenz y-f.ii.

Jede Cauchy-Folge in L ()
konvergiert in £ (u) und p-f.ii.

9 LP-und LP-Riume

Bemerkung 9.13. (i) Seien f,f, € LP(u), p € [1,00[, mit lim, ool f —
fullp = 0. Dann folgt nach Riesz-Fischer, dass es eine Teilfolge (fu, )ren
von (fu)nen gibt mit limy_,o fn, = f pu-f.ii.

(ii) Die Konvergenz u-f.ii. gilt tatsichlich nur fiir eine Teilfolge, nicht fiir die
ganze Folge (f,). Dies ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe.

Das folgende Theorem gibt eine Version des Theorems von Riesz-Fischer
fir p = +o0.

Theorem 9.14. Sei (fy)yen eine Cauchy-Folge in L®(u). Dann gibt es eine
Funktion f € L () mit

sim [y~ fll = 0.
Insbesondere gilt

lim f, = f pAfi.

n—oo

Beweis. Seien fiir n,m € IN

Anm = {1 fn = funl > Ifu — fiullo},
E:= U Apm U U{|fn‘:°°}

n,meN nelN

Dann ist nach einer Ubung y(E) = 0. Fiir jedes w € E€ ist (f;(w))nen eine
Cauchy-Folge in R. Wir nennen den Grenzwert f(w). Fiir alle w € E setzen
wir f(w) := 0. Dann ist f eine .A-messbare Funktion (vgl. Ubungen).

Sei nun € > 0. Dann existiert ein N € IN, so dass fiir beliebige m,n > N
(und alle w € E°) gilt:

(1fnl) = funl@)] <) 1fu = fulloo <.

Fiir n — oo erhalten wir also fiir alle m > N und alle w € E€
|f(w) = fu(w)] <,

anders gesagt:
|f = ful <& p-ti

Damit ist fiir alle m > N gezeigt, dass die Differenz f — f,,, in L% (u) liegt.
Und da £*(u) ein Vektorraum ist, folgt f € £%°(p) automatisch.
Aufserdem folgt fiir alle m > N

1f = fmllo <&
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L?-Ridume

LP-Rdume
Definiere

N:={f:Q—R| fist A-messbar, f = 0 p-f.ii.}.
Dann ist

N={fell(|lflp=0} Vpell+]

und N ist fiir jedes p € [1,+o0] ein linearer Unterraum von L (u). Wir
definieren nun den Quotientenraum

LP ()
="/
Das heif3t, wir identifizieren Elemente aus L£P (), die y-f.i. identisch sind.
Dieser Quotientenraum ist wieder ein reeller Vektorraum.

Wir wissen, dass p-f.i. identische Funktionen das gleiche Integral haben

(vgl. 7.11(iii)). Wenn also f € LP(u) eine Klasse von Funktionen im Quoti-
entenraum ist, mit f, ¢ € f (also f = g p-f.ii.), dann gilt

gy =1fllp Vpell oo 9.5)

Wir konnen also fiir jedes p € [1,00] eine Abbildung || - ||, definieren durch

Hf”p = Hf”p fir einfinf.

Die Gleichung (9.5) besagt, dass diese Abbildung von der Auswahl des Re-
préasentanten aus f unabhéngig, also wohldefiniert ist.

Der Grund, weswegen wir L? (u) tiberhaupt betrachten, ist, dass wir nun
fir f € LP(u) folgendes wissen:

@ [Iflp=0 <« f=o.
Folgende, dltere Aussagen gelten weiterhin:
@) afll, =lal-lIfll, ¥aeR
(i) I +&lly < Ifllp +18lly fiir g € L7 (u).
@) [Ifllp >0

Das heif3t aber, dass || - || nicht nur eine Seminorm auf L”(y) ist, sondern
sogar eine Norm. Nach 9.12 und 9.14 ist (L?,|| - ||») ein vollstandiger, nor-
mierter Vektorraum. Also ist L? (i) ein Banach-Raum.
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|| - |Ip st auf LP (u) eine Norm.
(LP(p), || - Ip) ist vollstandig



LP (u) ist ein Banach-Raum. L?(u)
ist ein Hilbert-Raum

9 LP-und LP-Riume

Fiir p = 2 ist L”(p) sogar ein Hilbert-Raum. Denn die Abbildung

(79— F.8) = [ fedu, fgel?,

wo f, g beliebig aus der Menge der Reprasentanten fiir f,§ stammen, ist
wohldefiniert, und man kann einfach zeigen, dass es sich bei (-, - ) um ein
inneres Produkt auf L? () handelt, mit

(£ ) =IIfll2
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10 Formen der Konvergenz

Fixiere einen Mairaum (Q), A, pt).

Konvergenz im Maf§ u

Definition 10.1. f, f,, n € NN, seien A-messbare Funktionen auf (), und
jedes fy sei u-f.ii. endlich. Wir sagen, die Folge (f,)n,eN konvergiert im Maf
u, wenn fiir jedes € > 0 gilt:

tim ({17~ fil & e}) =0,

n—oo

Die Folge (fy)nen hei8t eine Cauchy-Folge im Maf p, wenn fiir jedes ¢ > 0
gilt:

lim p({[fa = ful > }) =0

™m,n— oo

(also, fiir jedes 6 > 0 existiert ein N € N, so dass fiir alle n,m > N gilt:

p(lfn = ful <€}) <.

Bemerkung 10.2. (i) Wenn f, “—= f im Maf3 u gilt, dann ist (f,)nen eine
Cauchy-Folge im Maf3 p.

(ii) Wenn fn == f im Maf p gilt, dann folgt u({|f| = +oo}) = 0. Limites im Maf u sind p-f.ii. endlich

(iii) f,8, fn, n € IN, seien A-messbare Funktionen, so dass (fy)yen im Maf p
sowohl gegen f als auch gegen g konvergiert. Dann folgt f = g p-f.ii.

Beweis.  (i): Klar.
(ii): Fir allen € IN gilt
n({If = Feo}) < p({lf = ful + Iful = +o0}),

also, da nach Voraussetzung alle f,, u-f.ii. endlich sind,

.”({‘f_fn| = +°°})
<u({lf - fal 21}) =>0.
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10 Formen der Konvergenz

(iii): Sei N € N, dann gilt fiir allen € N
{If =gl >x}c{lf = ful +1fn—gl > 5}
C{If = ful > g} U {lfa =8l > i }-
Aber da fur alle N € N
Tim [u({If = ful > 2k }) +#({Ifa -8l > 5 })] =0
gilt, folgt fiir jedes N € IN
n({lf—sl>x}) =0

und damit wegen Stetigkeit von unten des Mafles u

pIf =g > 0}) = lim u({If —g] > k}) =0

Zusammenhang mit ,Konvergenz in £?(u)” und
~Konvergenz y-f.i.”

Lemma 10.3 (Tschebyschew-Markov-Ungleichung). Sei f eine A-messbare
Funktion auf Q), und p,a in |0, +oo[. Dann gilt

WA= o)) [<op [ 1A < 5 [1517 an

Beweis.

p({If = ah) = [

1d
{IfIP/ar>1}

1P 1/
LS. < = P du.
\/{m}a} < 117 dp

N

O

LP-Konvergenz impliziert ~ Satz 10.4. Seien pE [1, —i—OO[ und f/fn € ﬁp(‘lzl), n € IN, so dass fn e, f in
Konvergenz im Mafs  (fiir p < ) pp (41 ¢ilt. Dann folgt die Konvergenz f, “—= f im Maf .

Beweis. Die Aussage folgt aus der Tschebyschew-Markow-Ungleichung: Sei
€ > 0, dann folgt mit 10.3:

p({Ufa~f1>€}) < 5 [1fa = 1P d =0,
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Zusammenhang der Konvergenzbegriffe

Satz 10.5. Es sei y(Q) < +oo, und f, fy, n € N, seien A-messbare Funktionen
auf () mit den Eigenschaften

@ p({ful = co}) = u({If| =c0}) =0 VneN
(i) fu =55 F ufii
Dann konvergiert f,, gegen f im Maf u.

n—oo

Beweis. Seie > 0.Da fy(w) — f(w) fiir y-fa. w € Q gilt, folgt
V(ﬂ U{Ifn—f|>e}) =0. (10.1)
N=1u>=N

Sei N € IN, dann ist fiir jedes m > N

p({lfn—f1=eh) <u(U {f—fl=e}),

n=N

also fiir jedes N € IN

timsup p({|fu— f| > e}) <u( U {Ifu—fl > }).

M—00 >N

Die rechte Seite dieser Ungleichung fillt fiir wachsende N. Und somit er-
halten wir, da u als Mafs stetig von oben ist (hierfiir brauchen wir die End-
lichkeit von u(Q)!)

timsup e({|fu — fl > ¢}) < fim p( U {Ifu—f1>e})

n=N
= (N Ullfa—fl2¢})
N=1n>=N
o)

O

Bemerkung 10.6. Die Implikationen aus 10.4 und 10.5 sind in umgekehrter Rich-
tung falsch. Gegenbeispiele hierzu wurden in den Ubungsaufgaben bearbeitet.

Theorem 10.7. Sei (fn)neN eine Cauchy-Folge im Mafl y. Dann existiert eine
A-messbare Funktion f auf Q, so dass f, *——» f im Maf u, und es gibt eine
Teilfolge () ke, S0 dass p-f.ii. gilt: limy_o fu, = f
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Konvergenz y-f.ii. impliziert
Konvergenz im Maf$ y, wenn alle Fkt.
u-f.ii. endlich sind und p(Q)) < co

Vgl. den Satz von Riesz-Fischer!

Jede Cauchy-Folge im Maf3 p
konvergiert im MafS p und besitzt eine
u-f.ii. konvergente Teilfolge



10 Formen der Konvergenz

Beweis. Wir konstruieren eine Teilfolge (fy, )kew von (fu)nen, so dass gilt:

1
w({lfrger = fl = zlk ) < ok

::Ek

Wenn w € N2, E]g gilt, bekommen wir fir I > j >k > m

| foy (@) = f; (w)] < Z!fnlﬂ — fu ()] (10.2)
i=j
=14 1 1
;? 21 S gt

(fin, (w))ken ist also eine Cauchy-Folge, wenn gilt:

w E U ﬂ Ek = hmmek

m=1k>m

Gleichzeitig ist fiir alle m € IN

V(ﬁ UEk)glfl(G Ek)< iy(Ek)g i%{:

m=1k>m k=m k=m k=m

also p((liminfy_,. ES)©) = 0. Damit konvergiert (f,, )ken p-f.ii. gegen eine

A-messbare Funktion f auf (). Aber wegen (10.2) konvergiert f,, Lt f
sogar gleichmafig auf N, Ef, und zwar fiir alle m € N. Folglich gilt fiir
jedes e >0

{|f”k_f| > 5} - U E;

und damit

#({Uf 11> 51) < L E) < g

fiir alle m € IN und hinreichend grofie k. Daraus folgt

w({lfn = f1>e}) < pllfa = ful > 53) +p{Ifue = 1> 5}) -

beliebig klein, wenn < sby Vim, wenn
k, n hinreichend grof3 2

k hinreichend grofs

Also konvergiert f, *~—— f im MafR j. O
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Ubersicht

Theorem 10.8 (,Modifikation von Fatou’s Lemma*“). f, f,, n € IN, seien A-

n—oo

messbare Funktionen, so dass alle f, (u-f.ii.) nichtnegativ sind, und f, —— f
im Maf$ y. Dann folgt

/f dn < liminf/f,, d.
n—oo

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus 10.7 und dem Lemma von Fatou (vgl.
6.9).
Die Einzelheiten sind Inhalt einer Ubungsaufgabe. O

Korollar 10.9 (,Modifikation von Lebesgue’s Theorem von der dominierten
Konvergenz”). Seip € [1,00[, und f,, n € IN, seien A-messbare Funktionen auf
Q, fiir die eine Funktion g € LP(u) existiert mit |f,| < g p-f.ii. fiir allen € N.
Wenn f eine A-messbare Funktion auf Q) ist, so dass fy, ——> f im Maf u gilt,
dann folgt f € LP (), und f, === f in LP(y).

Beweis. Der Beweis folgt aus 10.8 und verlduft analog zum Beweis von 9.9.
Die Ausfiihrung ist Inhalt einer Ubungsaufgabe. O

Ubersicht
Seien f,,, n € N, allesamt A-messbar auf Q). Sei ¢ € LP (). Dann gilt:

nur fiir Teilfolgen, vgl. 9.13
g V8 Konvergenz

p-f.a.

Konvergenz

in LP(p)

nur fir || < g, vgl. 9.9

nur fir Teilfolgen,
vgl. 10.7

nur fir |fu| < g,
vgl. 10.9

ja, wenn 1 (Q) < oo,
vgl. 10.5

Konvergenz
im Maf3
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f, fu seien A-messbar und
nichtnegativ. Wenn f,, — f im Maf3
u, dann [ fdy <liminf [ f, du

p < oo, fy A-messbar, g € LF(p),
|ful < g fu — fimMaf . Dann
ist f € LP(u), und f, — fin LF(p)



10 Formen der Konvergenz
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11 Produkte von c-Algebren bzw. Mafien und der
Satz von Fubini

Produkte von o-Algebren

Definition 11.1. Seien (Q);, A;),i =1,...,n, messbare Riume. Betrachte
Q=01 x---xQy

und die Projektionen p; : ) — );,1 <i < n, also
pi(w) =pi((w1,...,wn)) =wi, w=(wy,...,wy) € Q.

Die Produkt-o-Algebra ®?=1 A=A ® - ® A, ist definiert durch Erzeugendensystem von Q A; ist
also die Vereinigung aller Zylinder
auf den Elementen der A;

R A= o(p7 (A U - Uprl (Ay):

i=1
Bemerkung 11.2. Folgendes haben wir im Rahmen von Ubungen gezeigt:

(i) Fiirjedesi =1,...,nist p; *(A;) eine o-Algebra iiber Q). Die Vereinigung
dieser Urbilder ist jedoch im Allgemeinen keine o-Algebra.

(i) Qi A; ist die kleinste o-Algebra A auf Q), so dass alle p; : QO — Q,
i=1,...,n, A/ A;-messbar sind.

Satz 11.3. Fiirallei = 1,...,n sei & Erzeuger von A;, und es existiere fiir jedes — Wenn fiir jedes i gilt, dass der

i eine Folge (E; )keN in &;, s0 dass E; x Tx—eo Qi Qilt. Dann folgt Erzeuger &; von A; eine Q;
! § ausschopfende Folge von Mengen
enthiilt, dann wird @ A; schon von

n
®Ai — U({El X+ X Ep | Ei c 51,, i=1,.. "n})_ (11.1) allen Produkten der E; € &; erzeugt
i=1

Beweis. Bezeichne die o-Algebra auf der rechten Seite von (11.1) mit A.

1A C A”: Wir wissen, dass Q. A; die kleinste o-Algebra tiber ()

ist, fir die alle Projektionen p; messbar sind. Wenn wir also zeigen

konnen, dass p;, i = 1,...,n allesamt A/ .A;-messbar sind, haben wir
?:1 A; C A.

Sei also 1 < i < n. Im Kapitel iiber messbare Abbildungen haben wir

gezeigt (vgl. 4.3), dass eine Abbildung genau dann A’/ A”-messbar

ist, wenn alle Urbilder von Mengen aus dem Erzeugendensystem von
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B.ex.

11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

A" in A’ liegen. Wir miissen also zeigen, dass fiir jedes E € &; auto-
matisch p; ' (E) € A gilt. Aber es ist

pfl(E):Q1X---XQleEinHx...xQn

= J Eig X XE 1y xEXEjpqp x -+ xEpp € A
kelN

A C Q6L A" Wir miissen zeigen, dass fiiralle E; € &,i =1,...,n, gilt:
Ei x - - x E; € QL A;. Aber es ist

n

i=1

O

Bemerkung 11.4. Die Voraussetzung ,E; i Tr—o (" kann nicht weggelassen
werden. Ein Gegenbeispiel (A; := {@, 1}, Ay mit mindestens vier Elementen)
wurde in den Ubungen behandelt.

Mafse auf Produkt-c-Algebren

Seiennun (Q;, A;, u;),i =1,...,n,MaBirdume, so dass A; jeweils von einem
Mengensystem &; erzeugt wird. Es sei () := (g X - -+ X ().

Nun interessiert uns die Frage, unter welchen Voraussetzungen ein (ein-
deutiges) MaB y auf (Q), I, A;) existiert mit

.u(El X X En) :Vl(El)"'.un(En) (11.2)
fur alle moglichen Auswahlenvon Ey € &1, ..., E;, € &,

Beispiel 11.5. Fiir jedesi = 1,...,n sei (O, A, u;) = (R,B(R),m). Sei
my das Lebesgue-Ma88 auf (R”, (]R )), und &; fiir jedes i die Menge aller
Intervalle des Typs [a,b], a b , a4 < b. Dann ist nach Definition von m,
furallea;, b; e R, a; < b;, i = 1,

(a1, 01 X -+ % [an, bu]) = m([ag, br[) - - m([an, ba).

Wir haben in 2.12 und im Satz von Caratheodory (vgl. 3.3) gesehen, dass
dies das Lebesgue-Maf$ m,, eindeutig bestimmt.

Wir verallgemeinern diese Aussage nun, indem wir zeigen, dass jedes
Maf auf einem messbaren Raum unter bestimmten Bedingungen durch
seine Einschrdnkung auf einen Erzeuger der o-Algebra eindeutig definiert
wird:
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Mafse auf Produkt-o-Algebren

Satz 11.6 (Eindeutigkeit). Seien (Q;, A;, u;), i = 1,...,n, Mafriume. Die A;
seien fiir jedes i jeweils erzeugt von einem Mengensystem &;, das folgende Eigen-
schaften hat:

(i) &; ist N-stabil.

(ii) Es gibt eine Folge (E; i )xenN in Ei, s0 dass E;j Tr—eo Q; gilt, und p;(E; ) <
oo fiir jedes k.

Dann gibt es hichstens ein Mafl y auf (Q, @1 A;), Q := Q1 x - -+ X Oy, mit
der Eigenschaft (11.2).

Theorem 11.7 (Existenz und Eindeutigkeit). Seien (Q);, A;, u;), i =1,...,n,
Mafriume, so dass fiir jedes i das Maf$ y; ein o-endliches ist. Dann existiert fiir
Q=0 x - x Q) genau ein MafS y auf (Q, @i, A;), so dass fiir alle A; € A,
i=1,...,n,gilt

]/l(Al Xoee XAn) :‘141(141)}1”(14;1) (113)

Definition 11.8. Das neue Maf3
n
p=Qui
i=1

auf (Q), ®7; A;) heiit Produktmaf von py, ..., pn.

Wir beweisen zunéchst den Satz 11.6. Wir benétigen dazu die folgende,
allgemeine Aussage, deren Beweis auf die zu Beginn der Vorlesung einge-
fiihrten Dynkinsysteme zurtickgreift (vgl. S. 7ff.).

Satz 11.9 (Eindeutigkeitssatz). Sei (Q), A) ein messbarer Raum, und £ Erzeuger
von A mit den Eigenschaften:

(i) & ist N-stabil.

(ii) Es gibt eine Folge (Ey)renN in &, mit Ex Tx_oo O
Seien py, o Mafe auf (Q), A), so dass fiir alle E € € und alle k € IN gilt:
i (E) = pa(E)

Dann folgt 1 = pp auf ganz A.

und  py(Ey) = pa(Ex) < co.

Beweis. Seik € N fest. Sei

Dy:={D e A| m(ExND) = u(ExND)}.
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Wenn die Erzeuger der A;
schnittstabil sind und jeweils eine );
ausschopfende Folge E; ;. mit

ui(Eix) < oo enthalten, dann gibt es
maximal ein Maf y auf (Q), A) mit
11.2)

Ist p; immer o-endlich auf Aj;, so gibt
es genau ein Maf8 auf (Q), A) mit
(11.3)

Sei £ schnittfester Erzeuger von A
mit Ex T Qin £. Wenn py, pp auf £
identisch und endlich sind, folgt

H1 = U2 aqu



11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

Dann ist Dy ein Dynkin-System auf (). Denn es gilt (O € Dy, und aus D €
Dy folgt D¢ € Dy, wegen

u(ExNDS) = py(Ex\ExND) = puy(Ex) — pr1(ExND)
—_———

<pi(Ex)

<oo
DeD
=¥ 2 (Ey) — pa(Ex N D) = pa(Ex N DC).
———
<ﬂ<zgfk)

Auflerdem gilt fiir jedes System (Dj),cN von paarweise disjunkten Men-
gen aus Dy immer auch UJ;;_; D, € Dy, denn:

Hl(EkﬂUDn> = Vl(U(EkﬂDn) im (Ex N Dy)

nelN nelN n=1
DneD
x Z‘uz EkﬁDn —“M2< U Ey N Dy )
n=1 nelN
(0]
= Vz(Ekﬂ U Dn)/
n=1

Da &€ per Voraussetzung N-stabiler Erzeuger von A ist, gilt auch £ C Dy,
und somit D(£) C Dy. Nach 2.10 ist D(€) als Dynkin-System, das von
einem schnittfesten Mengensystem & erzeugt wurde, sogar identisch mit
der kleinsten o-Algebra o (&), die von £ erzeugt wird.

Insgesamt folgt also

A=0(€)=D(E) C D C A
Nach Definition von Dy, gilt also fiir alle A € A
m(ANE) = p2(ANE).
Das wiederum gilt fiir alle k € IN, und daher wissen wir fiir alle A € A

m1(A) = lim pi (AN Ey) = lim po(ANEy) = pa(A).

Beweis von Satz 11.6. Sei
E:={E1x--xE,|E€&,i=1,..,n}

Dann gilt nach Satz 11.3 fiir die von £ erzeugte o-Algebra gerade

- ® A
i=1
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Mafse auf Produkt-o-Algebren

£ ist offensichtlich N-stabil, und

£ > EkZZEl/kX”-XEn/k Tk*)OO Q.

Da fiirallei = 1,...,n und alle k € IN die Endlichkeit von y;(E; ;) voraus-
gesetzt ist, folgt die Behauptung mit dem obigen Eindeutigkeitssatz 11.9.
O

Definition 11.10. Seien ()4, () Mengen, und Q C (1 X );. Fiir feste w; €
Oy, wy € ) ist der wq-Schnitt Qu,, von Q definiert durch

le = {wé e ’ (wl,wé) S Q} (C Qz),

und der wy-Schnitt Q,, durch

Q‘Uz = {a){ e ’ (wi,wz) S Q} (C 01).
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Qe A1 ®@ Ay, wy € Oy
= le €A,
(analog: Qu, € A1)

11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

Wy |--------

w1 Ql

Hier ist offensichtlich

Qu, = QY UQPUQY und Qu, =0l uQ®.

Lemma 11.11. Seien (O, A1), (Qy, Ap) messbare Riume, Q € A1 ® Ay und
w1 € O, wy € . Dann folgt

Qu, € Ay und Qu, € A;.
Beweis. Wir zeigen nur ,,Q.,, € Ay”. Die andere Aussage funktioniert ana-
1ogS.ei Q=01 x Oy, und

A:={Qec A ®A | Qu € A}.

Dieses Mengensystem A ist eine o-Algebra, denn: Wegen (), = (), folgt
Q€ A, und fiir Q € A folgt aus

D = Quw, U(Q\ Q) (11.4)
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Mafse auf Produkt-o-Algebren

(Q\ Q)wy = M2\ Quy; da A eine o-Algebra ist, impliziert Q., € A; so-
fort (O \ Qu,) € Ay, also (QA\ Q)w, € Az, und daher folgt O\ Q € A.
Weiterhin gilt fiir (Qy),en aus A:

( U Qn) = {w) € Oy | In € Nmit (w1, wy) € Qu} (11.5)

nelN w1

U (Qn)wl € AZ/

nelN

und somit J,,cpy Qn € A.
Fur Ay € A und A € A gilt

Ay (6 Az) fiir wy € Ay

11.6
@ (e Ay)) fiirwy & Ay, (11.6)

(A1 X AZ)w] = {

also A1 x Ay € A. Es folgt
(T({Al X Ap | A e Ay, Ay € Az}) cC A C A ®A,.

Aber nach dem ersten Satz dieses Kapitels ist die linke Seite gerade A; ®
Ay, es giltalso A; ® Ay = A, und damit fiir jedes Q € A; ® A automatisch

Lemma 11.12. Seien ()1, A1, u1), (Qo, Ay, uz) MafSriume, und Q € A ® A,.
(i) Wenn py ein o-endliches Mafs ist, dann ist die Funktion
w1 — p2(Quwy)
Ajq-messbar auf (5.

(ii) Wenn pq ein o-endliches Mafs ist, dann ist die Funktion
w2 — 11(Quw,)
Ay-messbar auf Q.

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, die zweite funktioniert analog.

Sei (Ep)ken in Az mit Ex Tr_eo O, und pp(Ex) < oo fiir jedes k € IN.
Wihle k € N fest und definiere fiir D € A; ® A; die Funktion op : O —
R, durch

U'D(wl) = ]/lz(le N Ek)

fiir w; € (. Offensichtlich ist op(wy) fiir alle wy kleiner als (oder gleich)
#2(Ex) (< o0). Es gilt, wegen Q,, = )y,

oa = p2(Ey),
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wy = 2 (Quy ) st fiir Q € A1 ® Ay

Aj-messbar, wenn py o-endlich ist.
analog fiir wy — p1(Quw,)



11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

und fiir jedes D € A; ® Aj; gilt, da nach (11.4) der Schnitt (Q)\ D)., iden-
tisch ist mit O \ D,

UQ\D =00 —0p.
Nachdem wir in (11.5) gesehen haben, dass
(U DH) = U (D”)wl
neN Yl peN

gilt, folgt fiir paarweise disjunkte D, € A; ® Ay, n € N,

e

(TO D, = 0p,- (11.7)
neN n=1

Damit wissen wir, dass
D:={D e A ® Ay | op ist Aj-messbar}

ein Dynkin-System ist. Weiterhin gilt fiir A; € A;, Ay € Ajp nach (11.6)
OAyx A, = La pa(A2 N Ey).

Folglich ist 74, x 4, eine Aj-messbare Abbildung, und A; x A; liegt in D.
Nach dem Satz, dass das Dynkin-System eines schnittfesten Erzeugers £
identisch ist mit der von £ erzeugten o-Algebra (vgl. 2.10), folgt

A @A B o({Ax Ay | A€ Ay Ay € Ay))

2.10, da
TN D({Ayx Ay | A €Ay, A€ A}) € D C A @A

Alsoist D = A; ® A,, so dass
wy — 0p(wi) = 2 (D, N Eg)

fir alle D € A; ® A eine Aj-messbare Abbildung ist. Das gilt fiir jedes
k € N, also folgt, dass

w1+ 2 (D) = sup #2(Duwy N Ey)
S

firalle D € A; ® A eine A;-messbare Abbildung ist. O

Beweis von Theorem 11.7. Existenz: Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir
n = 2. Der allgemeine Fall folgt dann leicht per Induktion. Dies wird
zur Ubung gegeben.

86



Mafse auf Produkt-o-Algebren

Fiir Q aus A ® A, definiere fiir w; € ()

SQ(wl) = VZ(Qun)'

Diese Abbildung ist trivialerweise nichtnegativ, und nach dem letzten
Lemma ist sie A;-messbar. Damit ist

p(Q) = [sqap (118)

ein MaB auf (01 x Oy, A1 X Ap), denn: Es gilt u > 0, und u(@) = 0.
Fiir paarweise disjunkte Q,, € 41 ® Ay, n € N, gilt auflerdem wegen
11.7):

V( U Qn) = i/sgn dpr = il/‘(Qn)-

nelN
Weiter gilt fir Ay € Ay, Ay € Ay:
H(Ap x Ay) = /]IAl p2(Az) dpy = (/ L4, dm) U2 (Az)
= (A1) - p2(A2),

da SAxA; = ]IAl . ]/lz(Az).

Eindeutigkeit: Die Eindeutigkeit folgt aus 11.6, da alle y;, i = 1,...,n, je-
weils o-endlich sind (setze &; := A; fir jedes i).

O

Aus dem letzten Beweis konnen wir noch sehen, wie y1 ® pp zu ,berech-
nen” ist; bei manchen Autoren wird diese Aussage Cavalieri zugeschrie-
ben:
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Fubini fiir Indikatorfunktionen”

Berechnung von (p1 ® p2)(Q) fiir
Qe A®A

Sei f Ay @ Ay / A’-messbar. Dann ist
fa, Ao/ Al-messbar, und fo, ist
A/ A’-messbar

11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

Korollar 11.13. Seien (O, A1, 1), (O, Az, 42) MafSriume mit c-endlichen
Maflen py und py. Dann gilt fiir jedes Q € A1 ® Aj:

(1@ 12)(Q) = [ 2(Quy) i (deon) = [ p1(Qus) pafdwn).

Beweis. Aus dem vorigen Beweis wissen wir, dass die erste Gleichung gilt.
Die zweite Gleichung sieht man wie folgt: Definiere fiir jedes Q € A; ® A,

A(Q) = [ 1(Qun) pade).

Dann folgt, wie in dem Existenzbeweis oben, dass ji ein Maf$ auf () x
0y, A1 ® Ay) ist, so dass fiir beliebige A1 € Ay, A; € A, gilt:

fi(A1 X Az) = p1(Ar) - pa(Az).

Nun folgt aus der Eindeutigkeitsaussage des Theorems 11.7 sofort fi = p; ®
M2, also die zweite Gleichung. O

Der Satz von Fubini

Nun wollen wir herleiten, wie sich Integrale beziiglich y; ® p» aus denen
beztiglich y1 bzw. u; berechnen lassen. Dazu fithren wir fiir Abbildungen
f 01 x Oy — Y, wo Q) eine beliebige Menge ist und wy, wy in O bzw.
() liegen, neue Abbildungen f,,, : QO — Q' und fu, : Q1 — ' ein. Diese
werden definiert durch

wy — f“’l ((UQ) = f(wl,wz)

w1 = fan(w1) = f(wr,w2),
oder kurz

foy, = flwy, +), fo, = (-, w2).

Lemma 11.14. Seien (1, A1), (0, A2), (O, A") messbare Riiume, und sei f :
01 x Oy — Y eine Ay @ A/ A’-messbare Abbildung. Dann gilt fiir alle wy €
O, wy € Oy, dass fo, eine Ay/A'-messbare, und f,, eine A,/ A'-messbare
Abbildung ist.

Beweis. Sei A’ € A’. Dann ist
(fo) H(A) = {w2 € M | (w1, w2) € FH(A)} = (F1(4),,-
Da aber f~1(A’) in A; ® Aj; liegt, folgt mit Lemma 11.11, dass (f "1 (A’))w,

in A, liegt.
Dass (fu,) 1 (A’) in A; liegt, zeigt man analog. O
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Der Satz von Fubini

Beachte: Sei f := I fiir Q beliebig in P () x (). Dann ist
fwl = ]Ile und fWZ = I[sz' (119)

Theorem 11.15 (Fubini). Seien (O, A1, pt1) und (Qy, Az, pi2) MafSriume mit
o-endlichen Maflen yq bzw. py. Sei

f : Ql X Ql - R
eine Ay ® Ay-messbare Funktion.

(i) Sei f > 0. Dann sind die Funktionen

wy +— /fw2 duy bzw. wy+— /fw1 dus

Ap- bzw. Aj-messbar, und es gilt

/f d(p1 ® pa2) (11.10)

= [ ([ fow i) aton) = [ (] fon ) r(ton)

(ii) Sei f eine py ® po-integrierbare Funktion. Dann ist f.,, fiir y1-f.a. wg € Oy
up-integrierbar, und analog f., fiir yp-f.a. wy € Oy yy-integrierbar.

Weiterhin ist die yy1-f.ii. definierte Funktion
w1 — / fe, Ay

up-integrierbar, und die yo-f.ii. definierte Funktion
wy = / fw, dpn

ist pp-integrierbar.
Es gilt (11.10).

Bemerkung 11.16. (i) Wegen (11.10) ist folgende Schreibweise gerechtfertigt:
Sei f: (3 x Qp — Reine py ® pp-integrierbare Funktion. Dann ist

/f d(p1 ® p2)
- //f(wl,wz) 1 (dwy) po(dwy)
- //f(wl,wz) p2(dws) p(dwy).
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Voraussetzungen:
o-endliche MafSe
f sei A & Ap-messbar

f=20=
wy — [ fu, duy ist Ay-messbar

f 1 ® pp-integrierbar =

filr faa. wy ist fu, eine
Up-integrierbare Funktion, und
w1 [ fo, dyy ist py-integrierbar

,,Die Fubini-Formel fiir alle
U1 ® po-integrierbaren Funktionen”



11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

(ii) Der Satz von Fubini gilt analog fiir n Faktoren. Die genaue Formulierung

und der Beweis (iiber vollstindige Induktion) ist eine Ubung.

Es gilt also insbesondere fiir eine @, A;-messbare Funktion f : Qg X - - - X
Q, — R, die nichtnegativ oder @}, p;-integrierbar ist, dass fiir jede Per-
mutation iy, ...,ipvon l,..., ngilt:

[Fitme- o

— /( (/ (/f w1y, ...,w .“zl(d“’n)> Viz(dwi2)> ) pi,(dw;, )

[ [ Flone ) piden) e, ).

Beweis des Satzes von Fubini. Sei () := ()1 x ().

(i): Wir zeigen jeweils nur die erste Gleichheit von (11.10). Die zweite
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folgt dann analog.

Fall 1: Sei f eine Elementarfunktion. Dann gibt es nichtnegative reelle
Zahlen «; und Mengen Q' aus A; ® Ay, so dass

n
= Z Lo ]IQi
i=1
gilt, also nach (11.9) fiir jedes w, aus ()
n
wy = thi ']IQéu .
i=1 z
Somit ist
n .
/fa;2 dur =) ;- 11 (Ql,)-
i=1

Nach Lemma 11.12 ist daher die Abbildung

wy — /fwz dyy

As-messbar auf ), und nach dem ,Satz von Fubini fiir Indika-
torfunktionen” (vgl. 11.13) gilt

/(/fwz dﬂl) pa(dws) = /#1 ) H2(dws)

= /f d(p @ p2).



Der Satz von Fubini

Fall 2: Sei f nichtnegativ und A; ® Ap-messbar. Sei (u("),c eine
Folge von Elementarfunktionen mit u™ 1, e f. Dann folgt fuir

(n)

jedes wy € (), dass die Elementarfunktion ug,, mitn — oo ge-
gen f.,, wichst. Mit dem Satz von B. Levi (vgl. 6.8) ist

[ fn s = lim [l dp.

Nun ist das Integral auf der rechten Seite der Gleichung nach

dem oben gesagten Ay-messbar in w», da u((]fz) ,elementar” ist.

Auflerdem ist die rechte Seite in n aufsteigend, das heifst wir
konnen mit B. Levi und dem ,,elementaren” Fall schliefSen:

/ (./fwz dyl) Ha(der) £ nlgrolo/</ “t(fz) dVl) pa(dws)

= lim [ ul d(p @ o)

n—oo

E /f d(pu @ p2).

(if): Wir zeigen wieder nur den ersten Teil der Behauptung, der zweite
folgt analog.

Klar: Fiir alle w; € Q);,1 = 1,2, gilt

|f‘wi = |fwi|/ (er)wi = (fwi)Jr/ (fi)wi = (fwi)i' (11.11)

Somit ist nach (i)

/</|fw1| dyz) pr(dwr) = /(/Ifw2 d;q) po (dewy)

= [ifldm @) < o

Also ist wy — [ fu, dyy eine pq-integrierbare Abbildung, und daher
ist nach 7.10(ii) die Abbildung

w1 [1fun] dii

p1-f.. endlich. Damit ist fiir py-f.a. w; € (O die Abbildung f., po-
integrierbar. Insbesondere ist fiir y1-f.a. w; die Abbildung

w1 [ fadi= [(Fo)* = [ (fu)™ dpa
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11 Produktrdume, Produktmafse und der Satz von Fubini

wohldefiniert, und nach (i) gilt wegen (11.11)

/(/fwl dﬂz) w1 (dpr)
= [ (o dia= [ ()™ ) (o)

(i) und

L /f+ A1 ® p) — /f_ A(j1 ® pi2)
_ /f (1 @ a).

O

Bex.| Beispiel 11.17. Bezeichne das Lebesgue-Mag auf (R"”, B(IR")) mit m,,. Dann
gilt fiir beliebige 1y, ..., 1, € N, dass das Lebesgue-Mafl auf R™ "+ an-
gegeben werden kann durch

My 4.4y = Mpy D@ My, .
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12 Der Transformationssatz

Bemerkung 12.1. Sei (Q), A, 1) ein MafSraum, und ¢ : Q — R eine A-messbare, — u Mag, g : Q — R, messbar. Dann

nichtnegative Abbildung. Dann ist ist g - p, def. durch
(g-m(A) = [,8dn,
ein neues Maf auf (Q), A)

V=g,

definiert durch
A= [ gd
v(4) = | gdu
fiir beliebige A € A, wieder ein Mafs auf (Q), A).

Beweis. Siehe Ubungen. O

Betrachte nun, und fiir den Rest dieses Kapitels, die Situation unseres |B.ex.
Standard-Beispiels: Den Mafraum (R, B(R?), m) mit Lebesgue-Ma8 1.

Fiir A € B(R?) bezeichne m| 4 die Einschrankung von m auf B(A) =
B(R%) N A (vgl. auch hierzu die Ubungen zur Vorlesung). (A, B(A), m[4)
ist dann wieder ein MafSraum.

(<]

Folgende Begriffe sollten aus den Grundvorlesungen geldufig sein:

Definition 12.2. Eine Abbildung f : A — B wird als C'-Diffeomorphismus
bezeichnet, wenn sie bijektiv und in beiden Richtungen C! (also einmal ste-
tig differenzierbar) ist.

Sei g : R" — R™ eine differenzierbare Abbildung, dann ist die sogenann-
te Jacobi-Matrix

die Matrix der partiellen Ableitungen.
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U,Voﬁ’eniand, @:U— Vein
C!-Diffeo
= ¢(|detDg| - mly) = mly

f m-integrierbar < (f o ¢)|det Do|
m-int’bar.

Dann gilt aufSerdem
Jvf=Ju(fog)ldetDg|

12 Der Transformationssatz

Theorem 12.3. Scien U,V offene Mengen in RY, und ¢ : U — V ein C!-
Diffeomorphismus. Dann gilt:
¢(|detDo|-mly) = mly. (12.1)

Bildmaf$ von |det Dg| - m|y
unter o : U —V

Insbesondere ist eine Funktion f : V — R genau dann m-integrierbar iiber V,
wenn (f o @) |detDg| : U — R eine m-integrierbare Funktion tiber U ist, und
es gilt in diesem Fall:

/Vfdm:/u(foq))|detD(p| dm. (122)

Beweis. Der zweite Teil der Behauptung folgt unter Zuhilfenahme einer
Ubungsaufgabe direkt aus dem ersten.
Der erste Teil der Behauptung ist dquivalent zu

¢ '(mly) = |detDeg| - mly, (12.3)
—_——

BildmafB von m[y
unter 971 : V — U

das heifit, fiir alle A € B(R?) N U,

m(p(A)) = /A|detD(p(x)| m(dx). (12.4)
Wir beweisen (12.4) in funf Schritten:

Beh. 1. Es gentigt, folgende ,Lokalisierung” von (12.4) zu zeigen:

Fiir jedes p € U gibt es eine offene Kugel W C U, die p enthilt, so
dass (12.4) gilt mit W anstelle U und ¢ (W) (offen!) anstelle V.

Bew. Angenommen, diese , Lokalisierung” gilt. Dann gibt es abz&hl-
bar viele solche Kugeln W;, j € IN, mit

(Man betrachte etwa alle solche Kugeln mit Mittelpunkten aus Q?
und Radien aus Q). Sei, wie oben, A € B(IR?) N U. Dann ist

A=J@An W;),
j=1
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also gibt es Teilmengen A; € B(RY) NU, so dass A CANW; CW;
gilt und

A= A4
jeEN
(wir haben in 2.19 gezeigt, dass man jede Vereinigung von Mengen

aus einem Ring in eine identische disjunkte Vereinigung von Mengen
aus demselben Ring verwandeln kann). Somit gilt wegen o-Additivitét

also, wegen Giiltigkeit der , Lokalisierung”

:]; /Aj|detD(p(x)| m(dx)

:/A’detD(p(x)’m(dx)‘

Beh. 2. (12.4) gilt, falls ¢ eine Permutation der Koordinaten ist.
Bew. Dies ist klar nach dem Satz von Fubini, da in diesem Fall
|det Dg| = 1 gilt.

Beh. 3. Seien U, V, W offene Teilmengen des RY, und ¢ : U — W und ¢ :

W — V seien C!-Diffeomorphismen.

Gilt (12.4) (und damit auch (12.1)) fiir o : W — Vund fir = : W —
U, so gilt (12.4) auch fir goyp : U — V.

Bew. Fiir alle A € B(RY) N U gilt

m((gop)(A))
= mlo(p(A))]

= /lP(A)]detDQ] dm
, Tota) (v) et Del(v) m(dy)

= [, 1467 ) |det Dol (p oy~ ) m(ay)
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¢’ notiert hier keine Hilfsfunktion,
sondern die Ableitung von ¢

12 Der Transformationssatz

also mit der Nebenrechnung von unten

_ /v'v(nAolp—l)(y)|detD(go¢)\(¢‘1(y))
|det Dy (p~1(y))| " m(dy)

Y)det Dy (y)|

12.2)

ity

iy /HA]detD(Qow)‘dm,
u

wobei die Gleichheit (%) mit dem Satz iiber inverse Funktionen be-
griindet ist.

Nebenrechnung: Es ist

D(eoy)(x) = Do(y(x)) o Dy(x).
Also folgt:

detD(goy)(x) = det Do(ip(x)) - det Dyp(x)
& detDo(¢(x)) =detD(0o9)(x) - (detDlp(x))fl.

Beh. 4. Die ,Lokalisierung” von (12.4) gilt fiir d = 1.
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Bew. Sei [a,b] C U C R. Wir wissen nach Analysis 1 und dem Satz 12.4
tiber die Gleichheit von Riemann- und Lebesgue-Integral iiber einem
Intervall, dass fiir alle stetigen Funktionen f : [2,b] — R gilt:

/ub(foqv)qv’dm

_ ¢(b) £ = qu([a,b]) fdm  fir ¢’ > 0auf [a,b]
¢(a) - f(p([ll,b]) fdm fur ¢ < 0auf [a,b].

Da ¢ ein C!-Diffeomorphismus ist, also ¢ o ¢! = id, gilt entweder
¢’ > 0oder ¢’ < 0auf [a,b], und somit

dm = o " dm.
/¢ o /Wof ole'|

Also folgt, da m({x}) = 0 fiir jedes x € R gilt,

dm = °© '| dm.
/w([a,b[)f /[a,b[(f ol



Schrénkt man nun die Betrachtung ein auf f = 1, so folgt fiir jedes
offene Intervall W C U und V := ¢(W):

¢~ (mly)(la,0]) = (l¢'| - mIw) ([a,b])
——
Bildmaf

fiir jedes Intervall [a,b] C W. Somit ist nach Satz 11.9 (MaBe, die auf
einem Erzeuger der o-Algebra identisch sind, sind tiberall identisch)
o~ (mly) = ¢'| - mlw.
———
Bildmaf3

Also gilt, da W C U ein beliebiges offenes Intervall ist, die ,, Lokalisie-
rung” von (12.4) im Fall d = 1.

Beh. 5. Gilt die , Lokalisierung” von (12.4) fiir d — 1, so gilt sie auch fiir d.
Bew. Es gelte also die , Lokalisierung” von (12.4) fiir d — 1.

Sei p € U. Wegen det Do # 0 und Beh. 2 konnen wir annehmen, dass
in einer offenen Umgebung U von p gilt:
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Setze
p(x1, ..., xq) = (@1(x),x2,...,x5) fiirx = (xq,...,%4) € Uy.

Dann ist ¢ eine C!-Abbildung auf Uy, und dort gilt

| ...
aX] 8x2 axd
0 1
Dy=1| . .0
) 0
0 1

Also ist ¢ invertierbar auf einer Umgebung U, von p (nach dem Satz
tiber inverse Funktionen), und ! ist eine C'-Abbildung auf W :=
P(Uy) (offen!).

Definiere nun ¢ : W — V := ¢(U,) durch

0:=gqoyl.
Firalley = (y1,...,y4) € Wist dann

o) = (1, 92(y), - pa(y)),
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12 Der Transformationssatz
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und das folgende Diagramm kommutiert:

(p G)Uz Vv

N A

144

Also ist ¢ = ¢ o 9. Somit kann man nach Beh. 3 annehmen, dass ¢
mindestens eine Koordinate fest lasst, da ¢ — und somit $~! — und ¢
das auch tun. Wieder wegen Beh. 2 kann man annehmen, dass ¢ =
(¢1,...,94) in einer Umgebung Uz =: U von p die erste Koordinate

fest lasst. Sei nun fiir x; € R die Abbildung ¢(*1) : U,, — R4
definiert durch

q)("l)(xz,...,xd) = (@2(x1, ..., %4), .-, @a(x1,...,%7))
fiir (xg,...,x7) = x' € Uy,

wo Uy, wieder der Schnitt geméaf Definition im vorhergehenden Ka-
pitel ist.

Da ¢i1(xq,...,x5) = x7 ist, folgt firalle A C U

(9(A)), = o) (Ay), (12.5)

1

X1-|--
Ay,




und fiir jedes x = (x,x’) ist

Do(x) = : : (12.6)

Letzteres impliziert: det Dg(x;,x') = det Dg(*1)(x’). Insgesamt folgt
fir alle A € B(RY) N U, wenn m, das Lebesgue-Maf auf (R?, B(IRY))
notiert,

mq(p(A))
1113

&1:1‘17 /md—l[(q)(A))xl] M1(dx1)

125

(125) /mdi1 (W) (Ay,)] my(dx)

Ind.-
.

Ay

(12.6)
& (119

wu )//(]IA)xl (|cletD(p|)x1 dmg_q my(dxq)

11.17
& 11.15

= detDg| dm,.
/ ldet D} dm,
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13 Nachtrage

In diesem Kapitel werden noch einige wichtige Satze aufgelistet mit Ver-
weis auf die Literatur, was deren Beweise angeht.
Sei (Q), A, ) ein Mairaum.

Der Satz von Radon-Nikodym

Definition 13.1. Sei v ein weiteres Maf3 auf (0, A). v heif8t absolut stetig bzgl.
v, falls fiir alle N € A gilt:

#(N)=0=v(N)=0.

Proposition 13.2. Ein endliches Maf8 v auf (€, A) ist genau dann absolut
stetig bzgl. y, wenn Ve > 035 > 0,s0dassV A c A:

H(A) <d=v(A) <e
Beweis. Siehe [H. Bauer, deGruyter 1978, Satz 17.8] [

Theorem 13.3 (Radon-Nikodym). Sei y o-endlich und v ein Maf$ auf (Q), A).
Dann sind equivalent

(i) v ist absolut stetig bzgl. .

(ii) v hat eine Dichte bzgl. u, d.h.: 3 ¢ : Q — [0, 00], A-meflbar mit v = @u
(also

v(A):/Aq)dy VA€ A).

Beweis. Siehe [H. Bauer, deGruyter 1978, Satz 17.10] U

Gleichgradige Integrierbarkeit und der verallgemeinerte
Konvergenzsatz von Lebesgue

Definition 13.4. Eine Menge F .A-mefbarer Funktionen von () nach R
heifst p-fach gleichgradig (y-)integrierbar, wenn zu jeder reellen Zahl ¢ > 0
eine p-fach p-integrierbare Funktion ¢ = 0 auf () existiert derart, dass

Pdu<e firalle f € F
/{Iflig} A7 dp = f

gilt. Im Falle p = 1 nennt man F dann kurz gleichgradig integrierbar.
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13 Nachtrdge

Bemerkung 13.5. (i) Sind F,...,Fy endlich viele p-fach gleichgradig p-integrierbare
Mengen A-mefSbarer Funktionen von Q) nach R, so ist auch

.7:1 U ce U fn
p-fach gleichgradig y-integrierbar.

(ii) Jede endliche Menge { f1, ..., fu} p-fach u-integrierbarer Funktion ist gleich-
gradig y-integrierbar.

(iii) Jede Menge F mefbarer Funktionen von Q nach R, zu der eine p-fach y-
integrierbare Funktion g = 0 mit

|f| < g u-fast iiberall  fiiralle f € F
existiert, ist p-fach gleichgradig u-integrierbar.

Proposition 13.6. Eine Menge F mefibarer Funktionen von Q) nach R ist
genau dann p-fach gleichgradig u-integrierbar, wenn sie folgenden zwei
Bedingungen geniigt:

() supy [ |FIP dp < oo,
(i) Zujedem ¢ > 0 gibt es eine p-fach p-integrierbare Funktion = 0 und
ein 6 > 0 derart, dass fiir jedes A € A gilt

/' h’”dy§5:>/ flIPdu<e firalle f € F.
JA JA

Beweis. Siehe [H. Bauer, deGruyter 1978, Satz 20.2] O

Theorem 13.7. Fiir jede Folge (fy)neN p-fach u-integrierbarer R-wertiger Funk-
tionen auf einem MafSraum (Q), A, 1), 1 £ p < 400, sind folgende zwei Aussagen
dquivalent:

(i) Die Folge (f,) ist im p-ten Mittel konvergent.

(ii) Die Folge (f;) konvergiert (lokal) im Maf$ u und ist p-fach gleichgradig u-
integrierbar.

Beweis. Siehe [H. Bauer, deGruyter 1978, Satz 20.4] O

Bemerkung 13.8. In Theorem 13.7 wird nicht behauptet, dass aus der (Iokalen)
Konvergenz im MafS u einer p-fach gleichgradig integrierbaren Folge (f,) gegen
eine mefSbare reelle Funktion f die p-fache Integrierbarkeit von f und die Kon-
vergenz von (f,) im p-ten Mittel gegen f folgt. Vielmehr garantiert der Satz nur
die Existenz einer p-fach integrierbaren Funktion unter den moglichen Limiten im
Mafs u der Folge (f,). Gegen jeden p-fach integrierbaren, u-Maf-Limes f konver-
gilert (f,) im p-ten Mittel.
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Gleichgradige Integrierbarkeit und der verallgemeinerte Konvergenzsatz von Lebesgue

Korollar 13.9. Eine Folge (fu)nenN in LFP(u) konvergiere fast iiberall gegen ei-
ne meflbare R-wertige Funktion f. Genau dann ist f p-fach integrierbar und die
Folge (f,) konvergiert im p-ten Mittel gegen f, wenn (f,) p-fach gleichgradig in-
tegrierbar ist.

Beweis. Siehe [H. Bauer, deGruyter 1978, Satz 20.5] O
Und zum Abschluss noch eine Charakterisierung der “Konvergenz in -

Maf” durch die “Konvergenz p-f.ii.”

Proposition 13.10. Ist das Maf u o-endlich, so konvergiert eine Folge (f,,)en
mef3barer reeller Funktionen genau dann (lokal) im MafS 4 gegen eine mef3-
bare reelle Funktion f, wenn aus jeder Teilfolge von (f,) eine fast tiberall
gegen f konvergente Teilfolge ausgewdhlt werden kann.

Beweis. Siehe [H. Bauer, deGruyter 1978, Satz 19.6] [
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