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ﬂ'bungen zu Wahrscheinlichkeitstheorie I

Aufgabe 1. Sei S ein separabler metrischer Raum mit Metrikd. X1, -+, Xn
seien ZVen auf einem W-Raum (0, A, P) mit Werten in S. Zeigen Sie:

(i) Eine Metrik auf S™ ist gegeben durch

dn((l'l, e ,fL'n), (yh e 7yn)) = Sup d<wl7 yl)
1<i<n

(ii) Die Abbildung
Q3w (Xj(w), -, Xp(w)) e 5"
ist messbar beziiglich der durch die Metrik d" induzierte Borel-o-
Algebra B(S™) auf S™.
(i1i) Die Abbildung

1
Sn9(11:1,"' ,xn)'_}Xn(:Ela"' axn) 32; E 5xZ€M1(S)
=1

1st stetig.
(iv) Folgern Sie aus (ii) und (iii), dass w — &, (w) == 237, Ox,(w) €ine
Q/B(M1(S)) messbare Abbildung ist.
Hinweis zu (ii): B(S™) wird z.B. erzeugt von den offenen Kugeln B:(z) =
{y e S"|dy(z,y) <e}, x€ 5", e>0.

Aufgabe 2. Sei S ein separabler metrischer Raum mit Metrik d und Borel-

o-Algebra B(S).
(1) Sei Sy C S eine abzdihlbare dichte Teilmenge, Uy := {By(s0)|q €
Q",s0 € So}, wobei By(so) die Kugel um s mit Radius q ist, und

Z/l::{GVn

n=1

mEN,VnEUO,lgngm}

Zeigen Sie: Fir jede offene Teilmenge U von S existiert eine isotone
Folge (Up)neny CU mit U = J;2; Up.

(ii) Folgern Sie aus (i), dass Wahrscheinlichkeitsmafle i auf S genau
dann gegen ein p schwach konvergieren, wenn liminfy_, . pur(U) >
w(U) fir alle U € Y.

(i1i) Folgern Sie aus (ii): Es gibt Funktionen gi, g2, -- € Cp(S), so dass
Wahrscheinlichkeitsmafle py, auf S genau dann gegen ein p schwach
konvergieren, wenn limyg_,o [ gn dpg = [ gn dp fir alle n € N.

Hinweis zu (iii): Konstruieren Sie fir jedes U € U (das sind nur abzdhlbar

viele I?) eine Folge von stetigen Funktionen (f;)jen mit 0 < f; T 1p.
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