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ﬂ'bungen zu Wahrscheinlichkeitstheorie 11

Aufgabe 1. Sei (X¢)i>0 eine Familie von ZVen auf einem W-Raum (2, A, P)
mit den folgenden Figenschaften:
(i) Fir0 <ty <ty <--- <ty sind die Inkremente X, — X
unabhdngig.
(ii) Die Verteilung von Xit+s — Xt hdngt fir alle s nicht von t ab. (“sta-
tiondre Inkremente”)
(iii) E[X;] = 0 und E[X?] =t fiir alle t > 0.
Zeigen Sie, dass (X¢)i>0 eine Brownsche Bewegung ist genau dann, wenn fiir
alle ¢ > 0 und t > 0 die Verteilung von ¢~ ' X2, gleich der Verteilung von X;
15t.

Hinweis: ZGS.

1 <1< n,
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Aufgabe 2. Sei (Xi)i>0 eine stetige Brownsche Bewegung. Aus dem Satz
vom iterierten Logarithmus folgt (warum?): Fir o> 0 und ¢ > 0 gilt
P[|Xt| < at firale ) <t < 5] =0,

d.h. ein typischer Pfad einer Brownschen Bewegung bleibt auf keinem Intervall
[0,¢] innerhalb des Sektors {(z,y) € R?||y| < ax}. Geben Sie hierfiir einen
direkten Beweis mittels Borel-Cantells.

Hinweis: Der Sektor wird bereits verlassen, wenn ein Inkrement Xy, — X4, >
2ae(ty + t1) st fiir irgendwelche t1 < ty < €.

Aufgabe 3. Sei (Xi):>0 eine stetige Brownsche Bewegung. Dann ist

Yy =x4+0Xy+mt, t>0,
eine verallgemeinerte Brownsche Bewegung mit Startpunkt x € R, Varianz
o2 > 0 und Driftparameter m € R.

(i) Sei a < x < b. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass
(Yz)e>0 b vor a erreicht.

(ii) Sei Y™ := max;>q Y;. Zeigen Sie, dass im Fallem < 0 die ZV (Y*—x)
exponentialverteilt ist mit Parameter o = % d.h.
PlY*>x+b=e
(Insbesondere gilt also Y* < oo fast sicher.)

Hinweis zu (i): Falls m # 0, bestimmen Sie A\ € R so, dass (e’);>0 ein
Martingal wird.



