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M. Röckner

Blatt 13

Übungen zu Wahrscheinlichkeitstheorie II

Aufgabe 1. Sei (Xt)t≥0 eine Familie von ZVen auf einem W-Raum (Ω,A, P )
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Für 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn sind die Inkremente Xti−Xti−1, 1 ≤ i ≤ n,
unabhängig.

(ii) Die Verteilung von Xt+s −Xt hängt für alle s nicht von t ab. (“sta-
tionäre Inkremente”)

(iii) E[Xt] = 0 und E[X2
t ] = t für alle t ≥ 0.

Zeigen Sie, dass (Xt)t≥0 eine Brownsche Bewegung ist genau dann, wenn für
alle c > 0 und t ≥ 0 die Verteilung von c−1Xc2t gleich der Verteilung von Xt

ist.
Hinweis: ZGS.

Aufgabe 2. Sei (Xt)t≥0 eine stetige Brownsche Bewegung. Aus dem Satz
vom iterierten Logarithmus folgt (warum?): Für α > 0 und ε > 0 gilt

P
[
|Xt| ≤ αt für alle 0 ≤ t ≤ ε

]
= 0,

d.h. ein typischer Pfad einer Brownschen Bewegung bleibt auf keinem Intervall
[0, ε] innerhalb des Sektors {(x, y) ∈ R2 | |y| ≤ αx}. Geben Sie hierfür einen
direkten Beweis mittels Borel-Cantelli.
Hinweis: Der Sektor wird bereits verlassen, wenn ein Inkrement Xt2 −Xt1 ≥
2α(t2 + t1) ist für irgendwelche t1 < t2 < ε.

Aufgabe 3. Sei (Xt)t≥0 eine stetige Brownsche Bewegung. Dann ist

Yt := x+ σXt +mt, t ≥ 0,

eine verallgemeinerte Brownsche Bewegung mit Startpunkt x ∈ R, Varianz
σ2 > 0 und Driftparameter m ∈ R.

(i) Sei a < x < b. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass
(Yt)t≥0 b vor a erreicht.

(ii) Sei Y ∗ := maxt≥0 Yt. Zeigen Sie, dass im Falle m < 0 die ZV (Y ∗−x)
exponentialverteilt ist mit Parameter α = 2|m|

σ2 d.h.

P [Y ∗ ≥ x+ b] = e−αb

(Insbesondere gilt also Y ∗ <∞ fast sicher.)
Hinweis zu (i): Falls m 6= 0, bestimmen Sie λ ∈ R so, dass (eλYt)t≥0 ein
Martingal wird.
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