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Einleitung

Die vorliegende Bachelorarbeit befasst sich mit einer Definition der
Pfaffschen Determinante.

Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix ist immer das
Quadrat eines Polynoms der Matrixeinträge. Dieses Polynom ist gerade
die Pfaffsche Determinante dieser Matrix.

Üblicherweise wird sie über diese Eigenschaft oder durch die Angabe
eines explizten Polynoms definiert (vgl. Kapitel 2 dieser Arbeit).

In dieser Arbeit wird für jeden Vektorraum V über einem Körper K
eine Abbildung

φ : Λ2V → (Λ2•V )∗

mit den Eigenschaften

φ(ω) = 1 + ω

φ(ω + ω′) = φ(ω) · φ(ω′)

(ω, ω′ ∈ Λ2V ) definiert.
Dafür wird zunächst eine Z-lineare alternierende Abbildung

ψ : V × V → Λ2V

definiert, aus der man mit Hilfe des Homomorphiesatzes und der uni-
versellen Eigenschaften von Tensorprodukt und äußerer Algebra die
Abbildung φ erhält.

Für Elemente ω ∈ Λ2V wird die i-te dividierte Potenz von ω

φi(ω) ∈ Λ2iV

über
φ(ω) =: φ0(ω) + φ1(ω) + · · ·+ φn(ω)

definiert.
Für dimV = 2n erhält man aus der n-ten dividierten Potenz φn die

Pfaffsche Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix A = (aij)ij ∈
M2n(K) durch

Pf(A) · e1 ∧ · · · ∧ e2n = φn(ω)

wobei ω =
∑

i<j aijei ∧ ej.

Die weiteren Kapitel dieser Arbeit befassen sich mit den gängigen
Definitionen der Pfaffschen Determinante sowie ihren Eigenschaften.

Dabei wird unter anderem bewiesen, dass die über die Abbildung φ
definierte Pfaffsche Determinante mit

Pf(A) =
∑
σ∈Θ

sgn(σ)aσ(1)σ(2) . . . aσ(2n−1)σ(2n)

wobei

Θ := {σ ∈ S2n | σ(2i− 1) < σ(2i), σ(2i− 1) < σ(2i+ 1) } ⊂ S2n
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übereinstimmt.
Außerdem wird gezeigt, dass im Fall charK = 0 gilt:

Pf(A) · e1 ∧ · · · ∧ e2n =
ωn

n!
Nicht bewiesen wird dagegen die bereits erwähnte Beziehung

Pf(A)2 = det(A)

wie sie in Artin [2, Kapitel 3.5] oder Knus [3, Kapitel 10] nachzulesen
ist.
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1. Definition der Pfaffschen Determinante

Es seiK ein Körper und V ein endlich dimensionalerK-Vektorrarum.
Wir benutzen die äußere Algebra

Λ•V =
⊕
k≥0

ΛkV

und die gerade äußere Algebra

Λ2•V =
⊕
k≥0

Λ2kV.

Bemerkung. Man kann leicht nachrechnen, dass Λ2•V ein kommuta-
tiver Ring ist.

Im Folgenden betrachten wir die Untergruppe

A := 1 + (Λ2V ⊕ Λ4V ⊕ . . . ) ⊂ (Λ2•V )∗

der multiplikativen Gruppe (Λ2•V )∗.
Elemente aus A sind von der Form

a = 1 + ω2 + ω4 + . . .

mit ωi ∈ ΛiV .

Bemerkung. Da A eine abelsche Untergruppe von (Λ2•V )∗ ist, folgt,
dass A eine multiplikative abelsche Gruppe ist.

Satz 1.1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung φ : Λ2V → A,
für die gilt:

φ(v ∧ v′) = 1 + v ∧ v′(1)

φ(ω + ω′) = φ(ω) · φ(ω′)(2)

mit v, v′ ∈ V und ω, ω′ ∈ Λ2V .

Zunächst einige Lemmas:

Lemma 1.2. Die Abbildung

ψ : V × V → A

(v, w) 7→ 1 + v ∧ w
ist Z-bilinear und alternierend.

Beweis. Es gilt:

ψ(v, v) = 1 + v ∧ v = 1(i)

Aus

ψ(v, w) · ψ(w, v) = (1 + v ∧ w) · (1 + w ∧ v)(ii)

= 1 + v ∧ w + w ∧ v
= 1 + v ∧ w − v ∧ w
= 1
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folgt:
ψ(w, v) = ψ(v, w)−1

Damit ist gezeigt, dass die Abbildung alternierend ist.
Nun ist noch die Linearität zu zeigen:

ψ(v + v′, w) = 1 + (v + v′) ∧ w(iii)

= 1 + v ∧ w + v′ ∧ w
= 1 + v ∧ w + v′ ∧ w + v ∧ w ∧ v′ ∧ w
= (1 + v ∧ w) · (1 + v′ ∧ w)

= ψ(v, w) · ψ(v′, w)

Für v′ = v ergibt sich per Induktion, dass für λ ∈ Z gilt:

ψ(λv, w) = ψ(v, w)λ

Für v′ = −v erhält man

ψ(−v, w) = ψ(v, w)−1

Daraus folgt:

ψ(v − v′, w) = ψ(v, w) · ψ(v′, w)−1

Analog zeigt man die Linearität in der zweiten Komponente und
damit, dass die Abbildung bilinear ist. �

Lemma 1.3. Für K-Vektorräume V,W gilt

V ⊗K W = (V ⊗Z W )/U

mit

U = 〈λv ⊗Z w − v ⊗Z λw;λ ∈ K, v ∈ V,w ∈ W 〉 ⊂ V ⊗Z W

Beweis. Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes von zwei R-
Moduln A und B über R

t : A×B → A⊗R B

(a, b) 7→ a⊗R b

besagt, dass es zu jedem R-Modul C und jeder R-bilinearen Abbildung
f : A×B → C genau einen R-Modulhomomorphismus f̄ mit f = f̄ ◦ t
gibt.

A×B
t //

f

��

A⊗R B

∃! f̄yy
C

Nach dieser universellen Eigenschaft gibt es zu V ⊗K W , aufgefasst
als Z-Modul, und

f : V ×W → V ⊗K W

(v, w) 7→ v ⊗K w
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eine eindeutig bestimmte Z-lineare Abbildung f̄ mit f = f̄ ◦ t.

V ×W
t //

f

��

V ⊗Z W

∃! f̄xx
V ⊗K W

Wegen f̄(U) = 0 gibt es nach dem Homomorphiesatz eine Z-lineare
Abbildung

¯̄f : (V ⊗Z W )/U → V ⊗K W

mit f̄ = ¯̄f ◦ p.
V ⊗Z W

p //

f̄
��

(V ⊗Z W )/U

∃! ¯̄fww
V ⊗K W

V ⊗Z W ist K-Vektorraum auf zwei Weisen, nämlich vermöge der
K-Vektorraumstruktur auf V

(λ, v ⊗Z w) 7→ λv ⊗Z w =: λ · (v ⊗Z w)

und vermöge der K-Vektorraumstruktur auf W

(λ, v ⊗Z w) 7→ v ⊗Z λw =: (v ⊗Z w) · λ
Die Untergruppe U ⊂ V ⊗ZW ist K-Untervektorraum bezüglich beider
Vektorraumstrukturen, denn es gilt:

µ · (λv ⊗Z w − v ⊗Z λw) = λ(µv)⊗Z w − (µv)⊗Z λw ∈ U
(λv ⊗Z w − v ⊗Z λw) · µ = λv ⊗Z (µw)− v ⊗Z λ(µw) ∈ U

Also erbt (V ⊗Z W )/U beide Vektorraumstrukturen:

λ · (v ⊗Z w + U) = λv ⊗ w + U

(v ⊗Z w + U) · λ = v ⊗ λw + U

Nach Definition von U stimmen diese beiden überein.
Also ist

g : V ×W → (V ⊗Z W )/U

(v, w) 7→ v ⊗Z w + U

eine K-bilineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorräumen.
Nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes gibt es dann

eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung

ḡ : V ⊗K W → (V ⊗Z W )/U

mit g = ḡ ◦ t.
V ×W

t //

g

��

V ⊗K W

∃! ḡww
(V ⊗Z W )/U
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Offensichtlich sind die Homomorphismen

¯̄f : (V ⊗Z W )/U → V ⊗K W

und
ḡ : V ⊗K W → (V ⊗Z W )/U

invers.
Also gilt:

V ⊗K W = (V ⊗Z W )/U

�

Lemma 1.4. Es gilt
Λ2
KV = Λ2

ZV/U
′

mit

U ′ = 〈λv ∧ w − v ∧ λw, λv ∧ v;λ ∈ K; v, w ∈ V 〉 ⊂ Λ2
ZV

Beweis. Nach Lemma 1.3 (mit V = W ) ist die Abbildung

f̄ : V ⊗Z V → V ⊗K V

Z-linear und die Abbildung

ḡ : V ⊗K V → (V ⊗Z V )/U

ein Isomorphismus.
Es sei

U ′′ := U + 〈λv ⊗Z v;λ ∈ K, v ∈ V 〉
Wegen f̄(〈v ⊗K v〉) = 0 ist die Projektion

¯̄g : V ⊗K V → (V ⊗Z V )/U ′′

alternierend.
Nach der universellen Eigenschaft der äußeren Algebra gibt es zu ¯̄g

eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung

g̃ : Λ2
KV → (V ⊗Z V )/U ′′

mit ¯̄g = g̃ ◦ ι.
V ⊗K V

ιK //

¯̄g

��

Λ2
KV

∃! g̃xx
(V ⊗Z V )/U ′′

Wegen Λ2
ZV = V ⊗Z V/ 〈v ⊗Z v; v ∈ V 〉 gilt:

(V ⊗Z V )/U ′′ = Λ2
ZV/U

′

Also haben wir eine K-lineare Abbildung g̃ : Λ2
KV → Λ2

ZV/U
′

In die andere Richtung betrachten wir die kanonische Abbildung

h : Λ2
ZV → Λ2

KV

v ∧Z w 7→ v ∧K w
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Wegen h(U ′) = 0, gibt es nach dem Homomorphiesatz eine Z-lineare
Abbildung

h̄ : Λ2
ZV/U

′ → Λ2
KV

mit h = h̄ ◦ p.
Λ2

ZV
p //

h
��

(Λ2
ZV )/U ′

∃ h̄yy
Λ2
KV

Offensichtlich sind

g̃ : Λ2
KV → Λ2

ZV/U
′

und

h̄ : Λ2
ZV/U

′ → Λ2
KV

invers.
Also gilt:

Λ2
KV = Λ2

ZV/U
′

�

Beweis des Satzes. Das zweifache äußere Produkt Λ2 von abelschen
Gruppen hat folgende universelle Eigenschaft:

Es sei R ein Ring und M ein R-Modul. Für jede abelsche Gruppe G
und jede alternierende R-bilineare Abbildung k : M ×M → G gibt es
genau einen Homomorphismus

k̄ : Λ2
RM → G

mit k = k̄ ◦ ι, wobei ι : M ×M → Λ2
RM die kanonische Abbildung mit

ι(m,n) = m ∧ n ist.
Als Diagramm:

M ×M
ι //

k

��

Λ2
RM

∃! k̄yy
G

In Lemma 1.2 wurde gezeigt, dass die Abbildung ψ : V × V → A
alternierend und Z-linear ist. Also gibt es nach dieser universellen Ei-
genschaft zu ψ und A einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

φZ : Λ2
ZV → A

mit ψ = φZ ◦ ι.
Als Diagramm dargestellt:

V × V
ι //

φ

��

Λ2
ZV

∃! φZzz
A
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Nach dem Homomorphiesatz gibt es zu

φZ : Λ2
ZV → A

und

U ′ = 〈λv ∧ w − v ∧ λw, λv ∧ v;λ ∈ K; v, w ∈ V 〉 ⊂ kerφZ

eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

φ : Λ2
ZV/U

′ → A

mit φZ = φ◦p. Dabei ist p : Λ2
ZV → Λ2

ZV/U
′ die kanonische Abbildung

mit p(v ∧ w) = v ∧ w mod U ′.

Λ2
ZV

φZ

��

p // Λ2
ZV/U

′

∃! φ
yy

A

Nach Lemma 1.4 gilt

Λ2
KV = Λ2

ZV/U
′

Also haben wir eine Abbildung

φ : Λ2
KV → A

Diese erhaltene Abbildung φ ist linear, d.h. für ω, ω′ ∈ Λ2
KV gilt

φ(ω + ω′) = φ(ω) · φ(ω′)(1)

Außerdem gilt ψ = φ ◦ p ◦ ι, d.h.

φ(v ∧ w) = 1 + v ∧ w(2)

Betrachte hierzu das folgende Diagramm:

V × V
ψ

""EEEEEEEEE

ι
��

Λ2
ZV

φZ //

p

��

A

Λ2
KV

φ

<<zzzzzzzzz

Damit ist φ die gesuchte Abbildung. �

Definition 1. Ein Element ω ∈ Λ2V heißt primitiv, falls ω = v ∧ w
für geeignete v, w ∈ V gilt.

Bemerkung. Jedes ω ∈ Λ2V ist von der Form ω = ω1 +ω2 + · · ·+ωm
mit primitiven ωi.
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Definition 2. Für ω ∈ Λ2V definieren wir die i-te dividierte Potenz
von ω

φi(ω) ∈ Λ2iV

über
φ(ω) =: φ0(ω) + φ1(ω) + · · ·+ φn(ω)

Lemma 1.5. Für alle i ∈ N gilt für die Abbildung

φi : Λ2V → Λ2iV

die Regel:
φi(λω) = λiφi(ω)

mit λ ∈ K und ω ∈ Λ2V .

Beweis. Es sei ω =
∑m

i=1 ωi mit primitiven ωi.
Dann gilt:

n∑
i=0

φi(ω) = φ(ω) = φ(
m∑
i=1

ωi) =
m∏
i=1

φ(ωi) =
m∏
i=1

(1 + ωi)

Also ist φk(ω) ist die elementarsymmetrische Funktion

φk(ω) = σk(ω1, . . . , ωm) =
∑

1≤i1<···<ik≤m

ωi1 . . . ωik

Da σk homogen vom Grad k ist, ist auch φk homogen vom Grad k.
Das heißt:

φk(λω) = λkφ(ω)

�

Definition 3. K sei ein Körper mit charK 6= 2 und V = 〈e1, . . . , e2n〉
der 2n-dimensionale K-Vektorraum mit Basis e1, . . . , e2n.

Für eine schiefsymmetrische Matrix A = (aij)ij ∈M2n(K) definieren
wir die

Pfaffsche Determinante von A

Pf(A) ∈ K folgendermaßen:

Pf(A)e1 ∧ · · · ∧ e2n := φn(
∑
i<j

aijei ∧ ej)

Bemerkung. Diese Definition gilt auch für charK = 2.
In diesem Fall betrachtet man Matrizen der Form A = B−Bt. Siehe

hierzu auch Knus et. al. [4, Seite 19].
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2. weitere Definitionen von Pf(A)

In der Literatur gibt es verschiedene Beschreibungen der Pfaffschen
Determinante. Hier werden drei davon dargelegt und zum Teil die Über-
einstimmung mit der im vorherigen Kapitel über die Abbildung φ de-
finierten Pfaffschen Determinante gezeigt.

Zur ersten Definition:

Satz 2.1. Für eine schiefsymmetrische Matrix A = (aij)ij ∈ M2n(K)
gilt:

Pf(A) =
∑
σ∈Θ

sgn(σ)aσ(1)σ(2) . . . aσ(2n−1)σ(2n)

wobei

Θ := {σ ∈ S2n | σ(2i− 1) < σ(2i), σ(2i− 1) < σ(2i+ 1) } ⊂ S2n

Beweis.

φ(
∑
i<j

aijei ∧ ej) =
∏
i<j

(1 + aijei ∧ ej) =
2n−1∏
i=1

2n∏
j=i+1

(1 + aijei ∧ ej)

Die Λ2nV -Komponente φn(
∑

i<j aijei ∧ ej) hiervon ist die Summe der

Permutationen (ei1∧ej1)∧· · ·∧(ein∧ejn) mit jeweiligem Skalar ai1j1 . . . ainjn ,
für die gilt:

|{i1, . . . , in, j1, . . . , jn}| = 2n(i)

ik < jk(ii)

ik < ik+1(iii)

Dabei gilt (i) wegen ek ∧ ek = 0 und (ii) nach Voraussetzung. Zwar
ist Λ2•V kommutativ, um aber keinen Faktor (aijei ∧ ej) doppelt zu
betrachten, muss die Reihenfolge der Multiplikation beachtet werden
und (iii) gelten.

Also:

φn(
∑
i<j

aijei ∧ ej) =
∑

|{i1,...,in,j1,...,jn}|=2n

ik<jk, ik<ik+1

(ai1j1ei1 ∧ ej1) ∧ · · · ∧ (ainjnein ∧ ejn)

=
∑

|{i1,...,in,j1,...,jn}|=2n

ik<jk, ik<ik+1

ai1j1 . . . ainjn(ei1 ∧ ej1) ∧ · · · ∧ (ein ∧ ejn)

=
∑
σ∈Θ

aσ(1)σ(2) . . . aσ(2n−1)σ(2n)eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(2n)

=
∑
σ∈Θ

sgn(σ)aσ(1)σ(2) . . . aσ(2n−1)σ(2n)e1 ∧ · · · ∧ e2n
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Also gilt:

Pf(A) =
∑
σ∈Θ

sgn(σ)aσ(1)σ(2) . . . aσ(2n−1)σ(2n)

�

Bemerkung. Es ist leicht zu sehen, dass diese Beschreibung der Pfaff-
schen Determinante mit der von Bourbaki [1, Kapitel 5.2, Gleichung
(5)]

P ((Xhk)) =
∑
S∈S

ε(S)(
∏

(h,k)∈S

Xhk)

übereinstimmt.

Eine weitere Definition ist die folgende:

Satz 2.2. Im Fall charK = 0 gilt für eine schiefsymmetrische Matrix
A = (aij)ij ∈M2n(K) und ω =

∑
i<j aijei ∧ ej:

Pf(A) · e1 ∧ · · · ∧ e2n =
ωn

n!

Lemma 2.3. Ist charK = 0, dann gilt für ω ∈ Λ2
KV :

φ(ω) =
∑
k≥0

ωk

k!

Beweis. Die rechte Seite der Gleichung entspricht der Exponentialreihe

exp(ω) =
∑
k≥0

ωk

k!

Für ω, ω′ ∈ Λ2
KV gilt:

exp(ω + ω′) = exp(ω) · exp(ω′)

denn: ∑
k≥0

(s+ t)k

k!
=

∑
k≥0

k∑
l=0

(
k

l

)
sl · tk−l

k!

=
∑
k≥0

k∑
l=0

k!

l! · (k − l)!
· s

l · tk−l

k!

=
∑
k≥0

k∑
l=0

sl

l!
· tk−l

(k − l)!

=
∑
l≥0

sl

l!
·
∑
h≥0

th

h!

Bemerkung : Hier wurde lediglich die Multiplikativität der Exponenti-
alfunktion in ihrer Reihendarstellung gezeigt.
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Wegen der Multiplikativität reicht es aus, die Behauptung für primi-
tive Elemente ω = v ∧ v′ zu zeigen:

Wegen ω2 = 0 gilt:

φ(ω) = 1 + ω = 0! +
ω

1!
=

∑
k≥0

ωk

k!

�

Beweis des Satzes. Aus Lemma 2.3 und der Definition von φk folgt:∑
k≥0

ωk

k!
= φ(ω) =

∑
k≥0

φk(ω)

Also gilt:

φn(ω) =
ωn

n!
beziehungsweise

Pf(A) · e1 ∧ · · · ∧ e2n =
ωn

n!
�

Bemerkung. Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung

Λmu = m!P ((αhk)) · e
von Bourbaki [1, Kapitel 5.2, Gleichung (6)] überein.

Drittens:

Satz 2.4. Für eine schiefsymmetrische Matrix A ∈M2n(K) gilt:

Pf(A)2 = det(A)

Bemerkung. Mit dieser Eigenschaft kann die Pfaffsche Determinante
auch direkt definiert werden, siehe Artin [2, Kapitel 3.5, Satz 3.27],
Knus [3, Kapitel 10] oder Knus et. al. [4, Seite 19].

Beweis. Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.
Er kann aber in Bourbaki [1, Kapitel 5.2, Satz 2] nachgelesen werden.

�
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3. Eigenschaften von Pf(A)

Ähnlich wie die Determinante hat auch die Pfaffsche Determinante
einige Eigenschaften, die es erleichtern mit ihr umzugehen. Die meisten
dieser Eigenschaften folgen auch aus der Verbindung der Pfaffschen
Determinante zur Determinante: Pf(A)2 = det(A).

Satz 3.1. Für A =

(
0 1
−1 0

)
gilt Pf(A) = 1.

Beweis. Es gilt

φ(ω) = φ(
∑
i<j

aijei ∧ ej)

= φ(a12 · e1 ∧ e2)
= φ(1 · e1 ∧ e2)
= 1 + 1 · e1 ∧ e2

Nach Definition gilt

Pf(A) · e1 ∧ e2 = φ1(ω) = 1 · e1 ∧ e2

Also gilt Pf(A) = 1. �

Satz 3.2. Für eine Matrix B ∈ M2n(K) und eine schiefsymmetrische
Matrix A ∈M2n(K)gilt:

Pf(BtAB) = det(B) · Pf(A)

Lemma 3.3. V = 〈e1, . . . , en〉 und W = 〈f1, . . . , fn〉 seien K-Vektor-
räume. A = (aij)ij ∈ Mn(K) sei eine beliebige Matrix mit zugehöriger
linearer Abbildung

a : V → W

ei 7→
n∑
j=1

aijfj

und ihren höheren Potenzen

Λra : ΛrV → ΛrW

(x1, . . . , xr) 7→ a(x1) ∧ · · · ∧ a(xr)

Dann gilt:

Λna(e1 ∧ · · · ∧ en) = det(A)f1 ∧ · · · ∧ fn

Beweis. Nach Leibniz gilt:

det(A) =
∑
σ∈Sn

a1σ(1) . . . anσ(n)
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Λna(e1 ∧ · · · ∧ en) = a(e1) ∧ · · · ∧ a(en)

= (
n∑
j=1

a1jfj) ∧ · · · ∧ (
n∑
j=1

anjfj)

=
∑

|{j1...jn}|=n

a1j1fj1 ∧ · · · ∧ anjnfjn

=
∑

|{j1...jn}|=n

a1j1 . . . anjnfj1 ∧ · · · ∧ fjn

=
∑
σ∈Sn

a1σ(1) . . . anσ(n)fσ(1) ∧ · · · ∧ fσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)f1 ∧ · · · ∧ fn

= det(A)f1 ∧ · · · ∧ fn
�

Lemma 3.4. V und W seien K-Vektorräume.
f : V → W sei eine lineare Abbildung.
Dann gilt für alle ω ∈ Λ2V :

φ(Λ2f(ω)) = Λ2•f(φ(ω))

Das heißt, das folgende Diagramm ist kommutativ:

Λ2V

Λ2f
��

φ // Λ2•V

Λ2•f
��

Λ2W
φ // Λ2•W

Beweis. Wegen der Multiplikativität von φ reicht es aus die Behaup-
tung für primitive Elemente ω = v ∧ w mit v, w ∈ V zu zeigen.

Es gilt:

φ(Λ2f(v ∧ w)) = φ(f(v) ∧ f(w))

= 1 + f(v) ∧ f(w)

und

Λ2•f(φ(v ∧ w)) = Λ2•f(1 + v ∧ w)

= Λ0f(1) + Λ2f(v ∧ w)

= 1 + f(v) ∧ f(w)

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Bemerkung. Insbesondere gilt für alle Elemente ω ∈ Λ2V :

φi(Λ
2f(ω)) = Λ2if(φi(ω))
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Beweis des Satzes. Es sei V = K2n = 〈e1, . . . , e2n〉.
B = (bij)ij ∈ M2n(K) sei die darstellende Matrix einer linearen

Abbildung f : V → V .
Es sei ω(A) :=

∑
i<j aijei ∧ ej.

Dann gilt:

Λ2f(ω(A)) = Λ2f(
∑
i<j

aijei ∧ ej)

=
∑
i<j

aijf(ei) ∧ f(ej)

=
∑
i<j

∑
s,t

aijbises ∧ bjtet

=
∑
i<j

∑
s,t

aijbisbjtes ∧ et

(∗) =
∑
i<j

∑
s<t

aij(bisbjt − bitbjs)es ∧ et

=
∑
i<j

∑
s<t

aij(bisbjt − bjsbit)es ∧ et

(∗∗) =
∑
i,j

∑
s<t

aijbisbjtes ∧ et

=
∑
s<t

(BtAB)stes ∧ et

= ω(BtAB)

Dabei gilt (∗) wegen ei ∧ ej = −ej ∧ ei und ei ∧ ei = 0 und (∗∗) gilt
wegen aij = −aji und aii = 0.

Nach Lemma 3.4 gilt:

φn(Λ
2f(ω(A))) = Λ2nf(φn(ω(A)))

Dabei ist

φn(Λ
2f(ω(A))) = φn(ω(BtAB))

und nach Lemma 3.3 ist

Λ2nf(e1 ∧ · · · ∧ e2n) = det(B)e1 ∧ · · · ∧ e2n
Also gilt:

φn(ω(BtAB)) = det(B)φn(ω(A))

beziehungsweise

Pf(BtAB) = det(B) Pf(A)

�

Im Folgenden sei A = (aij)ij ∈ M2n(K) eine schiefsymmetrische
Matrix und ω sei definiert durch ω :=

∑
i<j aijei ∧ ej.
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Satz 3.5. Für ein Skalar λ ∈ K gilt:

Pf(λA) = λn · Pf(A)

Beweis. Diese Eigenschaft folgt daraus, dass die Abbildung φn homo-
gen ist vom Grad n.

Nach Lemma 1.3 gilt für ω ∈ Λ2V :

φn(λω) = λnφ(ω)

Nach Definition gilt dann

Pf(λA)e1 ∧ · · · ∧ e2n = φn(λω)

= λnφn(ω)

= λn Pf(A)e1 ∧ · · · ∧ e2n
Also gilt

Pf(λA) = λn · Pf(A)

�

Satz 3.6. Es gilt:
Pf(At) = (−1)n · Pf(A)

Beweis. Da A schiefsymmetrisch ist gilt:

Pf(At) = Pf(−A).

Nach Satz 3.5 gilt dann:

Pf(At) = Pf(−A)

= (−1)n · Pf(A)

�

Satz 3.7. Für zwei schiefsymmetrische Matrizen A1 ∈ M2n(K) und
A2 ∈M2m(K) gilt:

Pf(A1 ⊕ A2) = Pf(

(
A1 0
0 A2

)
) = Pf(A1) · Pf(A2)

Beweis. Diese Eigenschaft folgt aus der Multiplikativität von φ.
Nach Satz 1.1 gilt für ω1, ω2 ∈ Λ2V :

φ(ω1 + ω2) = φ(ω1) · φ(ω2)

Daher gilt

Pf(A1 ⊕ A2)e1 ∧ · · · ∧ e2n+2m = φn+m(ω1 + ω2)

= φn(ω1) · φm(ω2)

= Pf(A1)e1 ∧ · · · ∧ e2n·
Pf(A2)e2n+1 ∧ · · · ∧ e2n+2m

Also gilt
Pf(A1 ⊕ A2) = Pf(A1) · Pf(A2)

�
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Satz 3.8. Geht eine Matrix B ∈M2n(K) durch Vertauschen der r-ten
und s-ten Zeile und der r-ten und s-ten Spalte aus A hervor, dann gilt:

Pf(B) = −Pf(A)

Beweis. Es gilt B = Prs ·A·Prs, wobei Prs folgende Permutationsmatrix
ist:

Prs =



1
. . .

1
0 . . . . . . . . . 1
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

1 . . . . . . . . . 0
1

. . .
1



= P t
rs

Mit Satz 3.2 folgt:

Pf(B) = Pf(Prs · A · P t
rs)

= det(Prs) · Pf(A)

= −Pf(A)

�

Satz 3.9. Geht eine Matrix B ∈ M2n(K) durch Multiplikation der
r-ten Zeile und der r-ten Spalte mit λ ∈ K aus A hervor, dann gilt:

Pf(B) = λ · Pf(A)

Beweis. Es gilt B = Srλ · A · Srλ, wobei Srλ folgende Matrix ist:

Srλ =



1
. . .

1
λ

1
. . .

1


= Strλ

Mit Satz 3.2 folgt:

Pf(B) = Pf(Srλ · A · Strλ)
= det(Srλ) · Pf(A)

= λ · Pf(A)

�
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