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Vorwort.

Es st mir oft nahegelegt worden uber meme Arbeitsmethoden
1n der Praxs des Zahlenrechnens etwas zu schreiben

Deswegen lasse 1ch die vorliegende kleme Schnft erschemen, von
der 1ch hoffe, daB sie manchem mit Zahlen Arbertenaen eme Anregung
bieter Ich widme sie dem Andenken memes am 1 Dezember 1922
verschiedenen lieben Bruders Phihipp

Es 1st micht leicht, uber emn Gebiet mathematischer Betatigung zu
berichten, das wesentlich 1 personlichen Leistungen 1n diesem Fall m
der Losung besummter Zahlenaufgaben besteht

Soll die Arbert uber die Darstellung von erstaunlichen Tatsachen
dic uiemand Nutzen bringt, hinausgehen, so mug sie dic zur Verwendung

ethoden

Das laBt sich mit kurzen Worten nicht machen, da es sich um etnen
Gegenstand handelt, der 1m allgemeinen wemg bekannt 1st, zum min
desten wemg grundlich studiert wird, da man das Gebiet fur weit ab-
liegend halt von den Wissenschaften, die m cie Praxis fordernd em-
grafen  Im Zealter der Rechenmaschmen erschemen Methoden fur
zelsicheres Koptrechnen uberflussig

Zunichst sollen die Methoden angegeben werden fur die Ausfuhrung
numenscher Rechnungen ohne die Hilfsmittel von Bleistft, Papier und
Tabellen An Hand eimger Gedachtmsversuche mt Zahlenrethen und
Zahlenkarrees soll gezeigt werden, was sich m der Beherrschung des

ms leisten laBt, wenn die ren mathematischen Eigenschaften

der Zahl zu geeigneter Verwendung gelangen

Man wird bex den Zahlenanfgaben, wie das meistens geschueht, zwe:
Gruppen unterscheiden, Je nachdem es sich um die genaue Bestimmung
des Resultats 1n rationalen Zahlen handelt oder um Naherungsresultate
bex komplizerteren Rechenprozessen In e erste Gruppe sind zunachst
die auf rationalen Operationen, also der Addition, der Multiplikation

der P aber auch
die von Warzeln aus Poten-
zen, die Losung wam Inener

Untergruppe von I sind die Anfgaben zahlentheoretischer Art unter
zubringen, wie dic Zerlegung von ganzen rationalen Zahlen 1 die Summe
von zwei, dret oder vier Quadratzahlen ferner die Zerlegung ganzer
Zahlen 1n Pnmashlen

Der erste Teil der Arbert soll sich mit den Grundlagen memner
Rechenmethoden befassen und emfache Aufgaben der gekennzeichneten



3 Vorwort

Art behandeln. Eingehend besprechen wir dann spater die Prum-
faktorenzerlegung und die auf mcht ratonale Prozesse gegrundeten
[o}

Wenn dabe: Streifzuge 1n das Gebiet der Zahlentheorie unter-
nommen werden, so 1aBt sich das emnmal nicht vermeiden, andererserts
weiB man nach ewem Ausspruch des groBen Zahlentheoretikers Hermann
Msnkowsks mcht wie bald die Grundwahrheiten der hoheren Anth-
metik auf physikabschem Gebiet eine wichtige Rolle zu spielen be-
rufen sind.

Die Fahigkext, rechnensche Vorgange mt grogen Zahlen 1m Kopfe

n, setzt eime genaue Kenntmis des Zahlensystems 1n micht
2u engen (renzen voraus, die memner Ansicht nach am besten durch
das Studium der Zahlen auf thre einfachen mathematischen Eigenschaf-
ten erworben werden kann

Duese emngehende Beschaftigung mit den ganzen Zahlen (die schar
fere rational” kann werden, da
Zahlen 1n diesem Benicht kaum vorkommen werden) bildet fur den Vor
tragenden die Grundlage fur semn von den Psychologen?) eingehend

das fur wirkliche Leistu 1m Kopf
rechnen Vorbedingung 15t Bex diesen Bemerhungen se1 mir eine etwas
‘mehr personliche Darstellung gestattet

‘Wenn ich davon erzahlen darf, wie sich ber mur das Interesse fur
die Zahlen und thre Gesetze entwickelt hat so muB ich mut den Pnm-
zahlen und der Rolle, dze sie ber dem Aufbau der ganzen teilbaren Zahlen
spielen, begiunen Fur Primzahlzerlegungen hat sich groBes Interesse
ber mur schon recht fruhzeitig gezeigt, etwa 1m Alter von 14 Jabren
Die Formel (a + ) (4 — ) = a? — b® lernte 1h als Quartaner kennen
und nutste sie konsequent fur meine Zahlenzerlegungen aus Die Kennt-
ms des Zahlengebietes von 1 —1000 etwa m bezug auf die Struktur der
Zahlen aus Primzahlen hat mur die dresstelligen Zahlen individualisiert
Der dreistelige Komplex wurde mur zu ewner Art von Atom fur das
Auffassen und Behalten von Zahlenreihen, das ich ubngens me besonders
geubt habe Erst als mich G E Mwller :n Gottingen Antang 1902 ver-
anlaBte, mewe Gedichtmsfunktionen quantitativ feststellen zu lassen
erfubr 1ch, daB meme Leistungen auf dem Gebiete der sogenannten
Zahlenvirtuosen die bis dahun m der Literatur bekannt gewordenen
Hbchstleistungen micht unerheblich ubertrafen In dem MaBe, m dem
‘memme zahlentheoretischen Kenntmsse wuchsen, hat sich meine Charak-
tensierungsmethode der Zahlen vertieft Selbstandig habe ich mich 1m
Alter von 12 Jahren mit den der D
und den der Qu um

') Vgl G E Maller Zur Analyse der Gedachtmstatigkert und des Vorstel
Jungwablants B4 I—IT (besonders Bd 1) Leipag Job Ambrosis Barth 1911
bis 1916




Vorwort .

diese auf das Auszehen der Quadratwurzeln anzuwenden Spater
nachdem 1ch als Prmaner den elementaren Teil von Dirichlels Zablen-
theone gelesen hatte fing 1ch an, die Eigenschaften gewisser quadra-
tischer Formen, und als Gottmger Student den quadratischen Zahl
korper herauszuziehen, um meme Methoden zu verbessern

Die mit der Kenntms zahlentheoretischer Fulfsmittel scharfer
werdende Individuaisierung der Komplexe steigerte ganz von selbst
das Gedachtms fur Zahlen, wahrend diese ganz naturhich und stetig
vor sich gehende Entwicklung ruckwirkend die Falugkert des numen-
schen Rechnens erhohte

Cher Emnzelherten werde ich ber der Beschreibung der Gedachtms-
versuche benchten Hier 15t es mir nur darum zu tun 7u zeigen mwie
tern meine Methoden ganz auf dem Boden der Mathematik gewachsen
und  Deswegen hoffe ich aulier uner Anregung manchem Leser die
Ruchtung zeigen za honnen in der er seme Gewandtheit m Zahlen
rechnen erhohen kann

Es wird vom psychologischen Standpunkt aus mcht ohne Interesse
<, wenn ich erzahle daB ich fur die krhaltung der Schnellighert und
Sicherhext berm Openeren mit Zahlen kemerle: Ubung bedart  Aus der
psychologischen Literatur st bekannt, daB die Rechenkunstler die
Ja durchgangig myt mnemotechmschen Vitteln arberten und :n vielen
Fallen nur auswendig gelemten Ballast darbieten 1 ganz emphndlicher
Wase von der Ubung abhangig sind

Psychologen haben meme Auffassung bestatigt, daB die Unab
hangigkert von der Ubung 1n dem MaBe sich steigert, in dem die resn
‘mechamsche Arbertswese durch Methoden ersetzt wird, die auf dem den-
henden Erfassen des Atbeits und Lernstoffes, also her der Zahlen, beruht

Meme Losungen von Zahlenaufgaben haben fur den Horer oder
den Leser den Nachteil, daB fast gar mcht nach emem Schema gearbertet
wird, wie die spatere Dishussion von emzelnen Aufgaben zeigen wird
Viele werden der Ansicht sein, daB meine Art, mit den Zahlen zu operie-
ren, fur andere heine Forderung bedeutet Dem dart wch entgegenhalten,
daB meme ich darf wohl sagen elastische Operationsweise darauf be-
rut, daB Individuelles an der Aufgabe sofort erkannt und konsequent
ausgenutzt wird Das ist eme Methode die der Mathematik wie den

glech 15t und in der raschen Er-

kenntms der beruht Vom
Gesichtspunkt aus werden memne Arbetsmethoden 1 emem klemen
Buch ) behandelt das 1m November 1922 erschienen it

Hattenbach + Hessen, Januar 1923

Gottfried Ruckle.

) O Kroh Eine emmgartige Begabung und shre psycholopsche Analyse
Cottngen  Vandenhoeck u Ruprecht
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Erster Abschnitt.

§ 1. Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen.

Uber dir Bedingungen der Teilbarkert der ganzen Zahlen durch
2,3 5 und die Potenzen dieser drei klemsten Pnimzahlen brauche ich
nicht zu reden  Ich bemerke vorweg daB die Methoden 1m wesentlichen
unabhangig sind von der Grundzahl 10 des Zahlensystems, und manche
Uberlegungen und Vorgange werden klarer erkannt, wenn man mit der
allgemernen Grundzahl ’g' arbeitet  An die Stelle des dekadischen
Systems soll also gelegentlich e allgemeines System treten iessen
Grundzahl g eine behebige ganze Zabl st

Dann wird jede ganze Zahl { largestclit als vine ganze rationale

Funluon von g mit Koethzenten @, =1, 2 3 g—2 3—1
(0.1 2 8, 9 1m gebrauchlichen 10 System) Also hommt tur die
nstellige Zahl

d=a g +ag *tusg" '+ tay . ta,

Im folgenden kommt es haufig vor, daB Zihlen m Komplexe abgeterlt
werden z B 20557836 wird von rechts dreistellg abgetelt, d h
29| 557|836 | =29 10*+557 10° - 836 das kommt mn prax
darauf hinaus, an Stelle der Grundzahl 10 die Potenz 10° zu wahlen

Die Koeffizienten die dann alle klemer als [0 bletben werden
@n zwer oder drentellige Zahlen Fur den allgemeinen Fall der Grund-
zahl g kame eme Darstellung der Zabl

A=f grrf gt Lfegt

wo die Faktoren ¢, e, ¢ des Fiponenten eme um 1 abnehmende
anthmetische Rethe bilden, wie das Beispiel der achtsteligen Zah
29 557 836 unmuttelbar erkennen laBt Kuarz wird man das so aus-
drucken Geht man von emem Komples zum hinksstehenden so ent
spricht das emer Multiplikation der Einhert mit ¢ Man denke hierbe
1n die Kommasetzung ber Dezimalbruchen

Zum leichteren Verstandms des folgenden will ich hier eme all
gememne Bemerkung emschalten, die den Weg als naturlich erscheinen
laBt, auf dem wir Telbarkeitseigenschatten der ganzen Zahlen durch
gewisse Primzahlen finden wollen Die Zablen, r die wir emfache,
m gelehrte kennen, sind
25 3 1l die wie 2und 5 Teiler der Grundzahl 10, wie 3 Terler von
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10 —1 wie 11 = 10 — 1 sind, zu 10 also 1n denkbar emfachster funk-
tionaler Bezehung stehen Fur die Grundzahl g sind demnach die
Teiler von g, die g,, g usw sem mogen, die Zahlen g — 1 und g+ 1t
und die Tetler dieser Zahlen die 2, 5, 3, 11 entsprechenden Zahlen
mit emnfachen Teubarkeitseigenschaften Im Grunde genommen be-
ruhen diese Eigenschaften darauf, daB die die Zahl A4 darstellende
ganze rationale Funktion
A=ag" ' Lag" P+ Tay g g,

1n sehr emnfacher Weise als Funktion von g — 1 bzw g + 1 dargestellt
werden kann, wahrend fur die Teder von g die entsprechende Darstel-
lung schon gegeben ist

Man sucht 1n Verwertung dieses Gedankens also andere emfache
Funktionen von g, durch die die Funktion A (g) ohne groBe Rechnung
dargestellt werden kann, und kommt ganz von selbst aut die Formen
g+ d, wo d> oder <0 und wegen der Bedingung leichter Reduzier-
barkeit emne kleme ganze Zahl sen wird Soll che Zahl A (g) mut g* +d
geordnet, oder wie man sagen wird, nach gt -+ d reduzert werden,
so hommen wir zur Bildung der k-steligen Komplexe, die der Darstel
lung von A als Funktion von g* entsprechen

Diese Uberlegung wird das m der Komplexbildung willkurhich
Erschemnende beseitigen Wir schreiben also jetst, mach #-stelligen
Komplexen geordnet

A=fet+he Vrhige P gt fen
Das entwickelte Verfahren hat zum Ziel, A als Funktion von g* + 4,
das 1ch als Telerfunktion mit ¢ = £(g, d) bezeichnen will, darzustellen
Esist gt +d = ¢, und es st 1m Wert von A an Stelle von g*zu setzen
Dann kommt =t
A=HE +hEY T AEY T —het et a
hE-ad —hE—D P+t =+ (0 b
=gl.d t+h(=ar+fa(—d) T+ h(=D + A=A Fh
Haer 1st g (¢, d) die ganze rationale Funktion von ¢ und d, die mit #

multiphziert sst, also durch alle Teiler von ¢ =g* 4 d tebar ward,
und es blesbt der Rest zu untersuchen, der weiter mchts ist als die
Funktion

Ad=ngt + g et
fur —d als Grundzahl, das an die Stelle von g* tntt
Diese Funktion A(—d) 1t sehr leicht zu bestimmen fur klewme
ganzzahlige Werte von d
Ich setze A(—d) = R, wo R den Rest darstellt, der anf die m
Ly o — §* + d enthaltenen Teiler zu untersuchen ist
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Man kann diese Betrachtung auf emnem etwas anderen Wege her-
laten, der be emfachen Beisprelen leichter verstandich ist, m all-
gemenen aber nicht so ubersichtlich wird wie der soeben beschricbene

Es 1t em in der Algebra ott angewandtes Verfahren, die Teslbarkert
emer ganzen rationalen Funkton F(z) durch Funktionen mederen
Grades zu untersuchen, indem man F (x) durch Addition des mut emem
zunichst Produkts der Tetler
1(x), dylv) 4,(x) abandert Denn die so modifizerte Funktion

Flz) =F(x) - 9(x) di() &l® 4

hat in berug auf die Terlbarkeit durch die d,(x) genau due gleichen Exgen
schaften wie F(x) Durch die Zusammenfassung geeigneter Tetler d, (x)
und durch geschickte Wahl des Koeffizenten @ () 1abt sich m vielen
Fallen F(#) n emne Form F(x) brngen, dic die Rechnung sehr em-
fach gestaltet

Gehe 1ch auf die Darstellung der Zabl 4 1n k-stelligen Kompiexen
zuruck, schrabe also

A=At i d,,
so erkennt man unmuttelbar, daB es angebracht 1st, Teiler fur die Unter-
suchung zu kombinieren, deren Produkt von der Form g* * + ¢ 1st
wo ¢ ene kleme ganze Zahl 1st, mit der es sich bequem rechnen ladt
Man schreibt demnach
A=A A~y

g ¢+ ¢ sollte e Produkt von Tedern sean = dy dydy  Die Teil-
barkeit von 4 durch diese Teiler hangt jetzt nur noch von der Teilbar-
kett der Restzahl A, — A, ¢ durch die Teller dy, ds,

Fur die jetzt zu betrachtenden Zablenbeisprele sind demnach die
Zahlen der Form 10% + d als RedukuonsgroBen zu wahlen

Die Beispiele werden manches Bekannte geben, doch glaube ich,
daB es nicht zweckos ist, wenn man diese Dinge, von denen gelegentiich
auch T: als von berichten, unter
cnem allgemenen Gesichtspunkt betrachtet und dadurch den Tat-
sachen das Besondere mmmt, das thnen meht zukommt, die Methoden
beum Rechnen von allem Willkuriichen befreit das ihnen mcht anhaftet

Beisprele.
1 Formen 10*+1 und 10* —1
Nach den allgemeinen Avsfuhrungen konnen wir 40 + 1, 10— 1,
aber auch 10* + 1 und 10® — 1 beseite lassen Ihre Verwendung als
lefert die fur 11, 3 und 3% sowe
en mcht viel Nutzen gewihrendes Gesetz fur den Primteiler

10° — 1 = 101
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Ich betrachte daher zunachst 10° + 1, dann 10% — 1 Die Kom-

plexzahl st dem der Grundzahl 10 die 3
Die zu untersuchenden Zahlen werden von rechts drextellig abgeteilt
Fur (0% -1 wird d = 1, fur 10" —1 d = —1

Um die allgememe Formel anwenden 7u lernen fubre ich eimge
Zahlenberspiele ausfuhrlich durch, wober noch folgendes zu bemerken 1st

Erfolgt die Untersuchung der Zahl A = A(g) auf nur ewnen Prim-
faktor p so kann man alle Telresultate behebig durch Addition von
geeigneten Vielfachen von  verindern, ohne daB die Teilbarheits
bedingungen der Zahl 4 geandert werden

Be1 emiger Geschickiichkert lauft die Untersuchung dann tatsach-
lich auf das Rechnen mit klemen ganzen Zahlen hinaus, wie die Beispiele
zeigen werden Das Verfahren spielt bex allen Teilbarkextsbetrachtungen
eme wichtige Rolle, es wird uns spater wieder begegnen
1 Besspiel Die Zahl 371 293 soll auf ihre Telbarkeit durch 7
13 untersucht werden Es wird fur 371|203 mit & = —1
R=37(—1)1+293 =293 — 374 = —78=—'2 3-13]
Die Zahl st durch 13 teilbar
Man erkennt sotort, daB man den lmksstehenden Drererkomplex
von dem rechtsstehenden zu subtrahieren hat um den noch zu be-
trachtenden Rest R zu finden

Da die Vorzeichen von Komplex zu Komplex wechseln so kann
das Subtraktionsveriahren auf eme behebige Reihe von Komplexen
also auf behebig groBe Zahlen A ausgedehnt werden Es 1st mewmer
Ansicht nach fur die Demonstration des Verfahrens immer instruktiv,
wenn man beim Biden von Bespielen von emem Vielfachen des zu
suchenden Faktors ausgeht, dieses Vielfache emer Rechenoperation
unterwirft, bex der der Faktor erhalten bletbt und den Faktor 1m Resultat
aufsucht Um emne mehrstelhige Zahl mit den Faktoren 7 und 11 zu
erhalten, multiphziere 1ch 7 41 muit der Pnmzahl 3137 Das Produkt
7 11-3137 = 241 549 erhebe 1ch s Quadrat, und untersuche dieses
auf die Faktoren 7, 11 Es kommt 241 549% = 58 | 345 [ 919/ 401
Wit 10° + 1 reduzert hommt folgendes Schema

58 | 345 | 919 | a0t |
-5 7 — 632

1

T2 Y&z —:;i-3 7 1

2 Besprel Untersuchung durch Reduktion mit 10¢ — 1 = 3¢ 37
10°% — 1 lefert das emfachste Verfahren, auf den Faktor 37 zu unter-
suchen Dam {—d=10°—1, d= —1 wird, also —d m der all-
gememen Formel = + 1, so wird die Restfunktion R =1, + fy + /3
+  +fr4,. womt das Verfahren als fortschreitende Addition
der Dreierkomplexe gekennzeichnet 1st
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1 Zu untersuchen
37 17569 667 859 = 650053 667 359

— 434 | 1 746 | 527 auf die Telbarkeit durch 37
b3 F577 F137
577 5373 1850=22" =50 37

Wir wollen ber diesen Augaben m den Teilrechnungen die Reduk
tion durch Vielfache von 37 vornebmen, dann kommt, wobe: die Iden
titat 3 37 = 111 1mmer zu beachten 1st

434 ' 143 | 746 527
—10 |—10 '+ 6 +28
+22 .
135 555 =5 11=513 7
+2 28

Man erkennt die Uberlegenheit der Methode gegenuber dem ge-
wohnten Ausdividseren Vor allem 15t man 1n der Lage, den Zahlen die
Bedingungen vorzuschreiben, ndem man sie thren Gesetzen unterwart
Das mmmt dem Rechnen das Ermudende, laBt reizvollen Kombi-
nationen Spielraum und vermeidet das Arbeten mut groBen Zahlen
uberall da, wo es uberhaupt vermicden werden kann Rechenfehler
sind dadurch so gut wie ausgeschlossen
3 Basprel Es soll untersucht werden

A =233 {481 103 219 auf 7, 11, 13, 37

a) 7, 11,13
233 | 481 | 103 | 219 |
—3) —28 145

248 — 145 364=21 91 =2 7 13

b) 37
! 233 | 481 | 103 | 219
+11 ] o |- 81]-3
+1 41 43
1+ 3 ]

Ich will die dresstellgen Kompleve gleich antangs nach 37 redu
zeren
481 =13 37
1st daber zu beachten
222=2 3 37
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4 Besspsel  Es soll untersucht werden
A = 29170680231 auf 7, 11 13, 37

a) 7 11 13
20 | 170 , 680 | 231 |
-3 - -5y
4539 —308=2% 7 11
b) 29 | 170 | 680 | 231 | 680 =666+ 14
~8 ~8 —Ti4 -+ 9
0 1
=451 +28 7
=114 =

Es fragt sich weiter wie das Verfahren, das fur 7, 11, 13, 17
sich unter allen Umstanden bewdhrt bat, auf andere Pnmzablen aus-
gedehnt werden kann

Zichen wir die allgemeine Reduktions- oder Tetlerform 10° + &
heran, so wollen wir be: & = 3 bleiben und die Zahl , naturlich 1n engen
Grenzen, vou +1 und — 1 verschieden annchmen Ich nehme die
Werte

=+t2 d=4+3 d=+4 d=+45, d=+7
Dann kommen Teilertormen
11002 =2 3 167 3 1004 =27 251

2 1003 =17_39 41005=3 5 67

5 1007 =19 53

Nach der Restformel im allgemeinen Fall sind die Komplexe beim
Ubergang von links nach rechts jeweils mit 4 zu multiphzieren und
von rechts folgendem Komplex zu subtrahieren

1 Baspiel t=1002, p =167 Ich multiphzere zur Her-
stellung eines instruktiven Beispiels 167 mut emer behebigen Zahl
etwa mut 1780, erhebe das Produkt, um eme mcht zu kleme Zahl zu
bekommen, ns Quadrat das ich aut den Faktor 167 untersuche
Dann kommt

167 1789 = 298 763 298 763 = 89259 330169
89+ 259 | 330 | 169 @=~2
— 178 — 162 — 336
28 + % 168 167
=
Ber nichtiger Reduktion der Teilrechnung mut Vielfachen von 167
wird die Rechnung erheblich ewfacher Dann kommt, wenn die



§1

Dreerkomplexe gleich anfangs
wurden

%o | 250
89 | 250

-1

289 =-11 248
=+8

Ich brauche das Verfahren

Teilbarkestsexgenschatten der ganzen Zahlen

17
auf ihre Reste mach 167 gebracht

|_330 | 169
[ -4 l+2]
- 162 :’
~166

=+1
nicht fur alle Teilerformen durchzu-

fuhren, da die Rechnung immer die glerche ist, nur da8 an die Stelle
des Faktors — 2 die anderen Werte @ treten

Wegen der Multiphkation mit 4 blesbt, wie Ja die allgememne Formel
unmittelbar erkennen laBt, die Rechnung nur emnfach fur kleme ganz-
zahlige Werte von d

Zum SchiuB der Betrachtung der Formen 10% + d will ich noch
aut eime Exweiterung hinwessen, die 1m Falle zweier Klewer Primzahlen
gute Dienste lestet Es 1st 3 23 29=2001 =2 10°-+1 Man
erkennt ohne weiteres, daB die Mulfiplikation der Dreterkomplexe mit 2
Jetzt von rechts nach hoks geht, was sich fur den allgemeinen Ansatz
mit ¢=h-g- L1 lecht nachweisen laBt

Besprel  Ich bude das Produkt 29 8543 = 247 747 das noch s
Quadrat erhoben werden soil, damut die Zahl 4, die aut 29 untersucht
werden soll, mcht zu kiem ausfallt, und suche den Faktor 29 i der
Quadratzabl, 1n der er naturhch m der zweiten Potenz vorkommt

Es hommt 247 747% = 61 | 378 | 576 | 009

61 | 378 | 576 | 009 |
-2 +4 8
2 42 58 29
T=t16 -2
(580 =20 29)
(422 = 406 + 16)

(406 =2 7 29)

2 Die Teilformen 10* +1 und 405 —

) 10 +1 =73 137 Der Rechenvorgang ber der Untersuchung
auf 73 und 137 1st genau der gleiche wie ber 7, 11 13, nur daB wier-
stellig abgetelt wird, entsprechend dem Exponenten & = 4

Bessprel Ich bilde das Produkt 73 5141 = 375 293, das 1ch zu
emfacher Gewinnung emer mcht zu klemen Zabl 4 noch ns Quadrat
erhebe

Ruckle, Prass des Zablencechnens 2
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Es wird
375203 — 1408 | 4483 | %49
— 1406 3075
T R075 74 =12 1387
1387
=73
1460 =20 73

s kommt bex den groBeren Komplexen noch mehr als fruher darauf
an, nchtig zu reduzieren Hier erhalt man, wie leicht erhannt wird

1408 | 4483 5849

=52 |+103 | -9
=9

t 52 0
15=—9

Fur 137 15t naturhich die Rechnung die glexche

b) Aus 10% — 1 = (107 + 1) (10* —1) =101 11 3* laBt scch
eine Methode finden um 11 und 101 gleichzeitig zu hehandeln
08—

=11111 =41 271

o

Man hat funtstelhg abzutelen und sonst gemau wie m Falle
# = 37 zu verfahren
Ich bide folgendes Beispiel
271 1489 = 403 519
Zu dem glecher Zwick wie sonst bilde ich das Quadrat des Produkts
und erhalte

1 =403 519* = 162 827 583 361
16 28275 1361 111652
16 28291 11110

BN 11652 —2 27

(Zur Reduktion mit emem bekannten Vielfachen von 274, fur das
sich huer die Ausgangsidenutat

4 271 = 1111
gerade darbietet )
Wir schlieBen diese Betrachtung ab durch eme hurze Zusammen-
stellung der Primfaktoren die mit dieser Methode behandelt werden
konnen
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Zusammenstellung

7 11 13— 1001 !25_3: 1007
3 371000 1 33 9 200

23 ﬂ 1002 73 137 10001
17 59 =1003 3*2&:10000-—1
2% 251 = 1004 3 H o270 -t

3 5 67=1005,

Wir werden zusammentassend sagen Bei emiger Ubung die m
mehr als emer Richtung das Interesse und damit die Ausdauer und die
Sicherheit beim Zahlenrechnen erhoht laBt sich die Methode die ganz
wesenthich zur Individuabsierung der mehrsteligen Zahlen beitragt
wmt Vorteil verwenden

Vor der systematischen Untersuchun der Zerlegung ganzer Zahlen
1n Pamzahlen die wir spiter behandeln werden nachdem wir uns noch
wmige Hilfamittel geschaffen haben, die auf unserem Wege bei der Be
sprechung gewsser Gruppen von Rechenaufgaben gewonnen werden
sollen eimge Sonderfalle besprochen werden die emerseits belehrend
sind und mir doch so h daB sie die
Darstellung micht ermudend gestalten Bemerkt se1 daB diese Dar
stellung an sich mathematisch nichts Neues gibt dagegen eimuge Er
gebusse zertigt, die micht bekannt sind Was wir bisher entwickelt
haben 1st die foigenichtige Ubertragung ene Methode der Algebra auf
das Rechnen mut ganzen Zahlen Es wird sich bei der Besprechung
von Multiphkations und Divisionsaufgaben zeigen, daB die Kenntnis
solcher Zahlenzerlegungen in vielen Fallen von Nutzen sein hann Das
git auch fur die naherungsweise Ausfuhrung von Divisiomen irgend
welcher Art Jeder Rechner wird bald darauf kommen daB be: der
Untersuchung emner Zahl A4 aut die Tedbarkeit durch gewsse Prim
zahlenp, p;  die Diviston von rechts auszutuhren st und zwar so
daB man zwei oder mehr Primzahlen untersucht, die <o zu wahlen sind
daB 1br Produkt 1n moghichst vielen Stellen mit der gegebenen Zahl
uberemstimmt  Um dies zu erreichen, wird man 1m allgemeinen ge
exgnete Hilisfaktoren hinzuziehen, und 1m ubngen immer die General
formel benutzen, die aussagt, daB A+ k pp p.  po=d m
bezug auf die Tedbarkeit durch die Zablen fy, pa, ps .+ fa

Man erzielt dadurch den Vorteil moglichst exnfacher Rechnung, hann
die Reste beliebig zerlegen oder weuter durch additive Glieder !, £
so abandern, daB die Zerlegbarkeit unmittelbar erkannt wird Oft
kommt es vor, daB man auf diesem Wege die Teiler sehr rasch findet




20 Erster Abschmtt

Um das Verfahren zu erlautern wollen wir die aus der Kreisteilung
bekannte Zahl

KW = 2% 4 = 23 + 1 — 4294 967 297
auf thre Primterler untersuchen

Nach emnem aut Euler und Gawf zuruchgehenden Satz der ratio-
nalen Zahlentheorie mussen die Faktoren von X® von der Form
47 41 sem, da die Zahl als die Summe von zwer Quadratzahlen dar-
gestellt 1st, namlich

K® — 2% 41 = (2192 + 12
Man fangt die Untersuchung mut den Klensten Pnmzahlen der Form
47 41 an, schreibt also
513,17 29 37 4
Auf 5, 13, 37, 41 vird man nach den vorhin entwickelten Methoden
sehr risch untersucht haben, und zwar mit negativem Ergebms

Da 17 41 = 607 1st, so empfiehlt es sich, mit 17 eme Pnmzahl
der Form 100/ + 41 fur die m k
da die Produkte dieser Zahlen, also der Rethe 41, 241, 541, 641 941
mt 17 alle 1n den beiden letzten Stellen 97 mit unserer Zahl K'® uber-
emnstimmen.

Da auf 41 untersucht semn soll, folgen 241 - 17 und 541 17, fur
die die Untersuchung, die emn negatives Ergebmis hetert, rasch durch
gefubrt 1t

Wir kommen zu 17 641 = 10897, und fuhren die Rechnung 1m
emzelnen durch

KB =27 4 1= 4294967 297
— 10897 = (17 641)
lW:]a 10737391
—641

| 073675 4 = s2007
T1923=3 641
44870=2 > 7 2

Die Untersuchung 1st 1m emnzelnen nur fur 641 durchgetubrt da 17
ber den vorhergehenden Primzahlen der Form 100/ + 41, nambch
241 und 541 schon als Nichtteiler von K testgestellt worden ist

Man kann die Untersuchung aut 641 dadurch verbessern, daB man
an Stelle von 17 ewmen Hilfsfaktor 100 7 + 17 wahlt, der so beschaffen
1st, daB das Produkt (100 7 + 17) 641 10 mehr als zwe: Stellen mit K
uberemstimmt  Das geht emnfach so

17 641 = 10897
Die dnttletzte Stelle von K® war eme 2, also mull semn

641 (100m 4 17) = 64 1000 + 100 + 10897
=Z 1000+ 2-100 4+ 97,
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woraus sich sofort m = 4 ergibt Es ward 417 641 = 267297 und
man sieht berm Vergleich mit der Zah! K™ daB wir mit unserer Reduk
tion insofern Gluck gehabt baben, als micht wemger als funf Stellen
von K® reduzert wurden

K® ~ 4294967297 42947 4487
4“7 641 = 267207 |+ 1923 =3 64 1923
R=142047 10°] 44870 6410=2 3 4

Em Leser, der mit derartigen Betrachtungen wemg vertraut ist
der suBlrdem gorn \ntsert, wird das Brgebn als e durch emen
Zufall kann ich
hervorheben, daB das Verfahren der anfaktorenkombmatmn uber
raschend oft schnell zum Ziel fuhrt Daruber soll ber den Ausfuhrungen
uber die Zerlegung der ganzen Zahlen m Prunfaktoren Nnheres an
gegeben und mit Beispielen belegt werden
Gaup hat 1m Jahre 1796 1ls neunsehmahnoger Student geseigt,
daB sich der Kiets geometnsch in 47 Teule teden laBt d b daB das
1legelmaBige Siebzehneck mut Zirkel und Lineal honstruiert werden
lann Diese Entdeckung war eme ungeahnte Erwerterung der Elemen
targeometne, sie wurzelt mn rem anthmetschen Satzen die Gauf m
einem Abschmtt semner klassischen, 1801 erschienenen ,,Disquisitiones
Anthmeticae * behandelt Die Krestelung hangt ab von der Losung
emer remnen Gleichung

¢—1=0,

deren Waurzeln die / I-ten Ewhetswurzeln sind Man siht sotort
daB emne rationale Wurzel z =1 15t Fur die ubngen | — 1 (komplexen)
Warzeln der Gleichung

A1 ¥4 Lxpi=0
ergibt sich daB die Zuruckfuhrung dieser Wurzeln auf solche quadra-

tascher, also Rons! Telglewhy 1mmer dann
mdghch 1st, sobald
I—1=2" ako I =1 P

Ferma: der Begrunder der Zablentheone der O 3
manchen Satz und manche beruhmt gewordene Be- ! | H
hauptung autgestelit hat cie die Zablentheone 257
machtig gefordert haben sprach die Ansicht aus, daB 4 ’ 65537
alle Zahlen der Form 22* + 1 Pnmeahlen seen Wir 5 4294967297
schretben die klemsten dieser Zahlen m e Tafelchen

In der Tat sind che funf Zahlen KO =3 KO KO =17,

K® — 257 K® _ 65 537 Pnmzahlen






