PRAXIS

DES

ZAHLENRECHNENS

VON

Dr GOTTFRIED RUCKLE

t 9 2 5

ROM-VERLAG/R OTTOMITTELBACH
CHARLOTTENBURG



DRUCK DER SPAMERSCHEN BUCHDRUCKEREI IN LEIPZIG



DEM ANDENKEN
MEINES LIEBEN BRUDERS
PHILIPP



Vorwort.

Es st mir oft nahegelegt worden uber meme Arbeitsmethoden
1n der Praxs des Zahlenrechnens etwas zu schreiben

Deswegen lasse 1ch die vorliegende kleme Schnft erschemen, von
der 1ch hoffe, daB sie manchem mit Zahlen Arbertenaen eme Anregung
bieter Ich widme sie dem Andenken memes am 1 Dezember 1922
verschiedenen lieben Bruders Phihipp

Es 1st micht leicht, uber emn Gebiet mathematischer Betatigung zu
berichten, das wesentlich 1 personlichen Leistungen 1n diesem Fall m
der Losung besummter Zahlenaufgaben besteht

Soll die Arbert uber die Darstellung von erstaunlichen Tatsachen
dic uiemand Nutzen bringt, hinausgehen, so mug sie dic zur Verwendung

ethoden

Das laBt sich mit kurzen Worten nicht machen, da es sich um etnen
Gegenstand handelt, der 1m allgemeinen wemg bekannt 1st, zum min
desten wemg grundlich studiert wird, da man das Gebiet fur weit ab-
liegend halt von den Wissenschaften, die m cie Praxis fordernd em-
grafen  Im Zealter der Rechenmaschmen erschemen Methoden fur
zelsicheres Koptrechnen uberflussig

Zunichst sollen die Methoden angegeben werden fur die Ausfuhrung
numenscher Rechnungen ohne die Hilfsmittel von Bleistft, Papier und
Tabellen An Hand eimger Gedachtmsversuche mt Zahlenrethen und
Zahlenkarrees soll gezeigt werden, was sich m der Beherrschung des

ms leisten laBt, wenn die ren mathematischen Eigenschaften

der Zahl zu geeigneter Verwendung gelangen

Man wird bex den Zahlenanfgaben, wie das meistens geschueht, zwe:
Gruppen unterscheiden, Je nachdem es sich um die genaue Bestimmung
des Resultats 1n rationalen Zahlen handelt oder um Naherungsresultate
bex komplizerteren Rechenprozessen In e erste Gruppe sind zunachst
die auf rationalen Operationen, also der Addition, der Multiplikation

der P aber auch
die von Warzeln aus Poten-
zen, die Losung wam Inener

Untergruppe von I sind die Anfgaben zahlentheoretischer Art unter
zubringen, wie dic Zerlegung von ganzen rationalen Zahlen 1 die Summe
von zwei, dret oder vier Quadratzahlen ferner die Zerlegung ganzer
Zahlen 1n Pnmashlen

Der erste Teil der Arbert soll sich mit den Grundlagen memner
Rechenmethoden befassen und emfache Aufgaben der gekennzeichneten



3 Vorwort

Art behandeln. Eingehend besprechen wir dann spater die Prum-
faktorenzerlegung und die auf mcht ratonale Prozesse gegrundeten
[o}

Wenn dabe: Streifzuge 1n das Gebiet der Zahlentheorie unter-
nommen werden, so 1aBt sich das emnmal nicht vermeiden, andererserts
weiB man nach ewem Ausspruch des groBen Zahlentheoretikers Hermann
Msnkowsks mcht wie bald die Grundwahrheiten der hoheren Anth-
metik auf physikabschem Gebiet eine wichtige Rolle zu spielen be-
rufen sind.

Die Fahigkext, rechnensche Vorgange mt grogen Zahlen 1m Kopfe

n, setzt eime genaue Kenntmis des Zahlensystems 1n micht
2u engen (renzen voraus, die memner Ansicht nach am besten durch
das Studium der Zahlen auf thre einfachen mathematischen Eigenschaf-
ten erworben werden kann

Duese emngehende Beschaftigung mit den ganzen Zahlen (die schar
fere rational” kann werden, da
Zahlen 1n diesem Benicht kaum vorkommen werden) bildet fur den Vor
tragenden die Grundlage fur semn von den Psychologen?) eingehend

das fur wirkliche Leistu 1m Kopf
rechnen Vorbedingung 15t Bex diesen Bemerhungen se1 mir eine etwas
‘mehr personliche Darstellung gestattet

‘Wenn ich davon erzahlen darf, wie sich ber mur das Interesse fur
die Zahlen und thre Gesetze entwickelt hat so muB ich mut den Pnm-
zahlen und der Rolle, dze sie ber dem Aufbau der ganzen teilbaren Zahlen
spielen, begiunen Fur Primzahlzerlegungen hat sich groBes Interesse
ber mur schon recht fruhzeitig gezeigt, etwa 1m Alter von 14 Jabren
Die Formel (a + ) (4 — ) = a? — b® lernte 1h als Quartaner kennen
und nutste sie konsequent fur meine Zahlenzerlegungen aus Die Kennt-
ms des Zahlengebietes von 1 —1000 etwa m bezug auf die Struktur der
Zahlen aus Primzahlen hat mur die dresstelligen Zahlen individualisiert
Der dreistelige Komplex wurde mur zu ewner Art von Atom fur das
Auffassen und Behalten von Zahlenreihen, das ich ubngens me besonders
geubt habe Erst als mich G E Mwller :n Gottingen Antang 1902 ver-
anlaBte, mewe Gedichtmsfunktionen quantitativ feststellen zu lassen
erfubr 1ch, daB meme Leistungen auf dem Gebiete der sogenannten
Zahlenvirtuosen die bis dahun m der Literatur bekannt gewordenen
Hbchstleistungen micht unerheblich ubertrafen In dem MaBe, m dem
‘memme zahlentheoretischen Kenntmsse wuchsen, hat sich meine Charak-
tensierungsmethode der Zahlen vertieft Selbstandig habe ich mich 1m
Alter von 12 Jahren mit den der D
und den der Qu um

') Vgl G E Maller Zur Analyse der Gedachtmstatigkert und des Vorstel
Jungwablants B4 I—IT (besonders Bd 1) Leipag Job Ambrosis Barth 1911
bis 1916
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diese auf das Auszehen der Quadratwurzeln anzuwenden Spater
nachdem 1ch als Prmaner den elementaren Teil von Dirichlels Zablen-
theone gelesen hatte fing 1ch an, die Eigenschaften gewisser quadra-
tischer Formen, und als Gottmger Student den quadratischen Zahl
korper herauszuziehen, um meme Methoden zu verbessern

Die mit der Kenntms zahlentheoretischer Fulfsmittel scharfer
werdende Individuaisierung der Komplexe steigerte ganz von selbst
das Gedachtms fur Zahlen, wahrend diese ganz naturhich und stetig
vor sich gehende Entwicklung ruckwirkend die Falugkert des numen-
schen Rechnens erhohte

Cher Emnzelherten werde ich ber der Beschreibung der Gedachtms-
versuche benchten Hier 15t es mir nur darum zu tun 7u zeigen mwie
tern meine Methoden ganz auf dem Boden der Mathematik gewachsen
und  Deswegen hoffe ich aulier uner Anregung manchem Leser die
Ruchtung zeigen za honnen in der er seme Gewandtheit m Zahlen
rechnen erhohen kann

Es wird vom psychologischen Standpunkt aus mcht ohne Interesse
<, wenn ich erzahle daB ich fur die krhaltung der Schnellighert und
Sicherhext berm Openeren mit Zahlen kemerle: Ubung bedart  Aus der
psychologischen Literatur st bekannt, daB die Rechenkunstler die
Ja durchgangig myt mnemotechmschen Vitteln arberten und :n vielen
Fallen nur auswendig gelemten Ballast darbieten 1 ganz emphndlicher
Wase von der Ubung abhangig sind

Psychologen haben meme Auffassung bestatigt, daB die Unab
hangigkert von der Ubung 1n dem MaBe sich steigert, in dem die resn
‘mechamsche Arbertswese durch Methoden ersetzt wird, die auf dem den-
henden Erfassen des Atbeits und Lernstoffes, also her der Zahlen, beruht

Meme Losungen von Zahlenaufgaben haben fur den Horer oder
den Leser den Nachteil, daB fast gar mcht nach emem Schema gearbertet
wird, wie die spatere Dishussion von emzelnen Aufgaben zeigen wird
Viele werden der Ansicht sein, daB meine Art, mit den Zahlen zu operie-
ren, fur andere heine Forderung bedeutet Dem dart wch entgegenhalten,
daB meme ich darf wohl sagen elastische Operationsweise darauf be-
rut, daB Individuelles an der Aufgabe sofort erkannt und konsequent
ausgenutzt wird Das ist eme Methode die der Mathematik wie den

glech 15t und in der raschen Er-

kenntms der beruht Vom
Gesichtspunkt aus werden memne Arbetsmethoden 1 emem klemen
Buch ) behandelt das 1m November 1922 erschienen it

Hattenbach + Hessen, Januar 1923

Gottfried Ruckle.

) O Kroh Eine emmgartige Begabung und shre psycholopsche Analyse
Cottngen  Vandenhoeck u Ruprecht
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Erster Abschnitt.

§ 1. Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen.

Uber dir Bedingungen der Teilbarkert der ganzen Zahlen durch
2,3 5 und die Potenzen dieser drei klemsten Pnimzahlen brauche ich
nicht zu reden  Ich bemerke vorweg daB die Methoden 1m wesentlichen
unabhangig sind von der Grundzahl 10 des Zahlensystems, und manche
Uberlegungen und Vorgange werden klarer erkannt, wenn man mit der
allgemernen Grundzahl ’g' arbeitet  An die Stelle des dekadischen
Systems soll also gelegentlich e allgemeines System treten iessen
Grundzahl g eine behebige ganze Zabl st

Dann wird jede ganze Zahl { largestclit als vine ganze rationale

Funluon von g mit Koethzenten @, =1, 2 3 g—2 3—1
(0.1 2 8, 9 1m gebrauchlichen 10 System) Also hommt tur die
nstellige Zahl

d=a g +ag *tusg" '+ tay . ta,

Im folgenden kommt es haufig vor, daB Zihlen m Komplexe abgeterlt
werden z B 20557836 wird von rechts dreistellg abgetelt, d h
29| 557|836 | =29 10*+557 10° - 836 das kommt mn prax
darauf hinaus, an Stelle der Grundzahl 10 die Potenz 10° zu wahlen

Die Koeffizienten die dann alle klemer als [0 bletben werden
@n zwer oder drentellige Zahlen Fur den allgemeinen Fall der Grund-
zahl g kame eme Darstellung der Zabl

A=f grrf gt Lfegt

wo die Faktoren ¢, e, ¢ des Fiponenten eme um 1 abnehmende
anthmetische Rethe bilden, wie das Beispiel der achtsteligen Zah
29 557 836 unmuttelbar erkennen laBt Kuarz wird man das so aus-
drucken Geht man von emem Komples zum hinksstehenden so ent
spricht das emer Multiplikation der Einhert mit ¢ Man denke hierbe
1n die Kommasetzung ber Dezimalbruchen

Zum leichteren Verstandms des folgenden will ich hier eme all
gememne Bemerkung emschalten, die den Weg als naturlich erscheinen
laBt, auf dem wir Telbarkeitseigenschatten der ganzen Zahlen durch
gewisse Primzahlen finden wollen Die Zablen, r die wir emfache,
m gelehrte kennen, sind
25 3 1l die wie 2und 5 Teiler der Grundzahl 10, wie 3 Terler von
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10 —1 wie 11 = 10 — 1 sind, zu 10 also 1n denkbar emfachster funk-
tionaler Bezehung stehen Fur die Grundzahl g sind demnach die
Teiler von g, die g,, g usw sem mogen, die Zahlen g — 1 und g+ 1t
und die Tetler dieser Zahlen die 2, 5, 3, 11 entsprechenden Zahlen
mit emnfachen Teubarkeitseigenschaften Im Grunde genommen be-
ruhen diese Eigenschaften darauf, daB die die Zahl A4 darstellende
ganze rationale Funktion
A=ag" ' Lag" P+ Tay g g,

1n sehr emnfacher Weise als Funktion von g — 1 bzw g + 1 dargestellt
werden kann, wahrend fur die Teder von g die entsprechende Darstel-
lung schon gegeben ist

Man sucht 1n Verwertung dieses Gedankens also andere emfache
Funktionen von g, durch die die Funktion A (g) ohne groBe Rechnung
dargestellt werden kann, und kommt ganz von selbst aut die Formen
g+ d, wo d> oder <0 und wegen der Bedingung leichter Reduzier-
barkeit emne kleme ganze Zahl sen wird Soll che Zahl A (g) mut g* +d
geordnet, oder wie man sagen wird, nach gt -+ d reduzert werden,
so hommen wir zur Bildung der k-steligen Komplexe, die der Darstel
lung von A als Funktion von g* entsprechen

Diese Uberlegung wird das m der Komplexbildung willkurhich
Erschemnende beseitigen Wir schreiben also jetst, mach #-stelligen
Komplexen geordnet

A=fet+he Vrhige P gt fen
Das entwickelte Verfahren hat zum Ziel, A als Funktion von g* + 4,
das 1ch als Telerfunktion mit ¢ = £(g, d) bezeichnen will, darzustellen
Esist gt +d = ¢, und es st 1m Wert von A an Stelle von g*zu setzen
Dann kommt =t
A=HE +hEY T AEY T —het et a
hE-ad —hE—D P+t =+ (0 b
=gl.d t+h(=ar+fa(—d) T+ h(=D + A=A Fh
Haer 1st g (¢, d) die ganze rationale Funktion von ¢ und d, die mit #

multiphziert sst, also durch alle Teiler von ¢ =g* 4 d tebar ward,
und es blesbt der Rest zu untersuchen, der weiter mchts ist als die
Funktion

Ad=ngt + g et
fur —d als Grundzahl, das an die Stelle von g* tntt
Diese Funktion A(—d) 1t sehr leicht zu bestimmen fur klewme
ganzzahlige Werte von d
Ich setze A(—d) = R, wo R den Rest darstellt, der anf die m
Ly o — §* + d enthaltenen Teiler zu untersuchen ist
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Man kann diese Betrachtung auf emnem etwas anderen Wege her-
laten, der be emfachen Beisprelen leichter verstandich ist, m all-
gemenen aber nicht so ubersichtlich wird wie der soeben beschricbene

Es 1t em in der Algebra ott angewandtes Verfahren, die Teslbarkert
emer ganzen rationalen Funkton F(z) durch Funktionen mederen
Grades zu untersuchen, indem man F (x) durch Addition des mut emem
zunichst Produkts der Tetler
1(x), dylv) 4,(x) abandert Denn die so modifizerte Funktion

Flz) =F(x) - 9(x) di() &l® 4

hat in berug auf die Terlbarkeit durch die d,(x) genau due gleichen Exgen
schaften wie F(x) Durch die Zusammenfassung geeigneter Tetler d, (x)
und durch geschickte Wahl des Koeffizenten @ () 1abt sich m vielen
Fallen F(#) n emne Form F(x) brngen, dic die Rechnung sehr em-
fach gestaltet

Gehe 1ch auf die Darstellung der Zabl 4 1n k-stelligen Kompiexen
zuruck, schrabe also

A=At i d,,
so erkennt man unmuttelbar, daB es angebracht 1st, Teiler fur die Unter-
suchung zu kombinieren, deren Produkt von der Form g* * + ¢ 1st
wo ¢ ene kleme ganze Zahl 1st, mit der es sich bequem rechnen ladt
Man schreibt demnach
A=A A~y

g ¢+ ¢ sollte e Produkt von Tedern sean = dy dydy  Die Teil-
barkeit von 4 durch diese Teiler hangt jetzt nur noch von der Teilbar-
kett der Restzahl A, — A, ¢ durch die Teller dy, ds,

Fur die jetzt zu betrachtenden Zablenbeisprele sind demnach die
Zahlen der Form 10% + d als RedukuonsgroBen zu wahlen

Die Beispiele werden manches Bekannte geben, doch glaube ich,
daB es nicht zweckos ist, wenn man diese Dinge, von denen gelegentiich
auch T: als von berichten, unter
cnem allgemenen Gesichtspunkt betrachtet und dadurch den Tat-
sachen das Besondere mmmt, das thnen meht zukommt, die Methoden
beum Rechnen von allem Willkuriichen befreit das ihnen mcht anhaftet

Beisprele.
1 Formen 10*+1 und 10* —1
Nach den allgemeinen Avsfuhrungen konnen wir 40 + 1, 10— 1,
aber auch 10* + 1 und 10® — 1 beseite lassen Ihre Verwendung als
lefert die fur 11, 3 und 3% sowe
en mcht viel Nutzen gewihrendes Gesetz fur den Primteiler

10° — 1 = 101
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Ich betrachte daher zunachst 10° + 1, dann 10% — 1 Die Kom-

plexzahl st dem der Grundzahl 10 die 3
Die zu untersuchenden Zahlen werden von rechts drextellig abgeteilt
Fur (0% -1 wird d = 1, fur 10" —1 d = —1

Um die allgememe Formel anwenden 7u lernen fubre ich eimge
Zahlenberspiele ausfuhrlich durch, wober noch folgendes zu bemerken 1st

Erfolgt die Untersuchung der Zahl A = A(g) auf nur ewnen Prim-
faktor p so kann man alle Telresultate behebig durch Addition von
geeigneten Vielfachen von  verindern, ohne daB die Teilbarheits
bedingungen der Zahl 4 geandert werden

Be1 emiger Geschickiichkert lauft die Untersuchung dann tatsach-
lich auf das Rechnen mit klemen ganzen Zahlen hinaus, wie die Beispiele
zeigen werden Das Verfahren spielt bex allen Teilbarkextsbetrachtungen
eme wichtige Rolle, es wird uns spater wieder begegnen
1 Besspiel Die Zahl 371 293 soll auf ihre Telbarkeit durch 7
13 untersucht werden Es wird fur 371|203 mit & = —1
R=37(—1)1+293 =293 — 374 = —78=—'2 3-13]
Die Zahl st durch 13 teilbar
Man erkennt sotort, daB man den lmksstehenden Drererkomplex
von dem rechtsstehenden zu subtrahieren hat um den noch zu be-
trachtenden Rest R zu finden

Da die Vorzeichen von Komplex zu Komplex wechseln so kann
das Subtraktionsveriahren auf eme behebige Reihe von Komplexen
also auf behebig groBe Zahlen A ausgedehnt werden Es 1st mewmer
Ansicht nach fur die Demonstration des Verfahrens immer instruktiv,
wenn man beim Biden von Bespielen von emem Vielfachen des zu
suchenden Faktors ausgeht, dieses Vielfache emer Rechenoperation
unterwirft, bex der der Faktor erhalten bletbt und den Faktor 1m Resultat
aufsucht Um emne mehrstelhige Zahl mit den Faktoren 7 und 11 zu
erhalten, multiphziere 1ch 7 41 muit der Pnmzahl 3137 Das Produkt
7 11-3137 = 241 549 erhebe 1ch s Quadrat, und untersuche dieses
auf die Faktoren 7, 11 Es kommt 241 549% = 58 | 345 [ 919/ 401
Wit 10° + 1 reduzert hommt folgendes Schema

58 | 345 | 919 | a0t |
-5 7 — 632

1

T2 Y&z —:;i-3 7 1

2 Besprel Untersuchung durch Reduktion mit 10¢ — 1 = 3¢ 37
10°% — 1 lefert das emfachste Verfahren, auf den Faktor 37 zu unter-
suchen Dam {—d=10°—1, d= —1 wird, also —d m der all-
gememen Formel = + 1, so wird die Restfunktion R =1, + fy + /3
+  +fr4,. womt das Verfahren als fortschreitende Addition
der Dreierkomplexe gekennzeichnet 1st
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1 Zu untersuchen
37 17569 667 859 = 650053 667 359

— 434 | 1 746 | 527 auf die Telbarkeit durch 37
b3 F577 F137
577 5373 1850=22" =50 37

Wir wollen ber diesen Augaben m den Teilrechnungen die Reduk
tion durch Vielfache von 37 vornebmen, dann kommt, wobe: die Iden
titat 3 37 = 111 1mmer zu beachten 1st

434 ' 143 | 746 527
—10 |—10 '+ 6 +28
+22 .
135 555 =5 11=513 7
+2 28

Man erkennt die Uberlegenheit der Methode gegenuber dem ge-
wohnten Ausdividseren Vor allem 15t man 1n der Lage, den Zahlen die
Bedingungen vorzuschreiben, ndem man sie thren Gesetzen unterwart
Das mmmt dem Rechnen das Ermudende, laBt reizvollen Kombi-
nationen Spielraum und vermeidet das Arbeten mut groBen Zahlen
uberall da, wo es uberhaupt vermicden werden kann Rechenfehler
sind dadurch so gut wie ausgeschlossen
3 Basprel Es soll untersucht werden

A =233 {481 103 219 auf 7, 11, 13, 37

a) 7, 11,13
233 | 481 | 103 | 219 |
—3) —28 145

248 — 145 364=21 91 =2 7 13

b) 37
! 233 | 481 | 103 | 219
+11 ] o |- 81]-3
+1 41 43
1+ 3 ]

Ich will die dresstellgen Kompleve gleich antangs nach 37 redu
zeren
481 =13 37
1st daber zu beachten
222=2 3 37
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4 Besspsel  Es soll untersucht werden
A = 29170680231 auf 7, 11 13, 37

a) 7 11 13
20 | 170 , 680 | 231 |
-3 - -5y
4539 —308=2% 7 11
b) 29 | 170 | 680 | 231 | 680 =666+ 14
~8 ~8 —Ti4 -+ 9
0 1
=451 +28 7
=114 =

Es fragt sich weiter wie das Verfahren, das fur 7, 11, 13, 17
sich unter allen Umstanden bewdhrt bat, auf andere Pnmzablen aus-
gedehnt werden kann

Zichen wir die allgemeine Reduktions- oder Tetlerform 10° + &
heran, so wollen wir be: & = 3 bleiben und die Zahl , naturlich 1n engen
Grenzen, vou +1 und — 1 verschieden annchmen Ich nehme die
Werte

=+t2 d=4+3 d=+4 d=+45, d=+7
Dann kommen Teilertormen
11002 =2 3 167 3 1004 =27 251

2 1003 =17_39 41005=3 5 67

5 1007 =19 53

Nach der Restformel im allgemeinen Fall sind die Komplexe beim
Ubergang von links nach rechts jeweils mit 4 zu multiphzieren und
von rechts folgendem Komplex zu subtrahieren

1 Baspiel t=1002, p =167 Ich multiphzere zur Her-
stellung eines instruktiven Beispiels 167 mut emer behebigen Zahl
etwa mut 1780, erhebe das Produkt, um eme mcht zu kleme Zahl zu
bekommen, ns Quadrat das ich aut den Faktor 167 untersuche
Dann kommt

167 1789 = 298 763 298 763 = 89259 330169
89+ 259 | 330 | 169 @=~2
— 178 — 162 — 336
28 + % 168 167
=
Ber nichtiger Reduktion der Teilrechnung mut Vielfachen von 167
wird die Rechnung erheblich ewfacher Dann kommt, wenn die



§1

Dreerkomplexe gleich anfangs
wurden

%o | 250
89 | 250

-1

289 =-11 248
=+8

Ich brauche das Verfahren

Teilbarkestsexgenschatten der ganzen Zahlen

17
auf ihre Reste mach 167 gebracht

|_330 | 169
[ -4 l+2]
- 162 :’
~166

=+1
nicht fur alle Teilerformen durchzu-

fuhren, da die Rechnung immer die glerche ist, nur da8 an die Stelle
des Faktors — 2 die anderen Werte @ treten

Wegen der Multiphkation mit 4 blesbt, wie Ja die allgememne Formel
unmittelbar erkennen laBt, die Rechnung nur emnfach fur kleme ganz-
zahlige Werte von d

Zum SchiuB der Betrachtung der Formen 10% + d will ich noch
aut eime Exweiterung hinwessen, die 1m Falle zweier Klewer Primzahlen
gute Dienste lestet Es 1st 3 23 29=2001 =2 10°-+1 Man
erkennt ohne weiteres, daB die Mulfiplikation der Dreterkomplexe mit 2
Jetzt von rechts nach hoks geht, was sich fur den allgemeinen Ansatz
mit ¢=h-g- L1 lecht nachweisen laBt

Besprel  Ich bude das Produkt 29 8543 = 247 747 das noch s
Quadrat erhoben werden soil, damut die Zahl 4, die aut 29 untersucht
werden soll, mcht zu kiem ausfallt, und suche den Faktor 29 i der
Quadratzabl, 1n der er naturhch m der zweiten Potenz vorkommt

Es hommt 247 747% = 61 | 378 | 576 | 009

61 | 378 | 576 | 009 |
-2 +4 8
2 42 58 29
T=t16 -2
(580 =20 29)
(422 = 406 + 16)

(406 =2 7 29)

2 Die Teilformen 10* +1 und 405 —

) 10 +1 =73 137 Der Rechenvorgang ber der Untersuchung
auf 73 und 137 1st genau der gleiche wie ber 7, 11 13, nur daB wier-
stellig abgetelt wird, entsprechend dem Exponenten & = 4

Bessprel Ich bilde das Produkt 73 5141 = 375 293, das 1ch zu
emfacher Gewinnung emer mcht zu klemen Zabl 4 noch ns Quadrat
erhebe

Ruckle, Prass des Zablencechnens 2
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Es wird
375203 — 1408 | 4483 | %49
— 1406 3075
T R075 74 =12 1387
1387
=73
1460 =20 73

s kommt bex den groBeren Komplexen noch mehr als fruher darauf
an, nchtig zu reduzieren Hier erhalt man, wie leicht erhannt wird

1408 | 4483 5849

=52 |+103 | -9
=9

t 52 0
15=—9

Fur 137 15t naturhich die Rechnung die glexche

b) Aus 10% — 1 = (107 + 1) (10* —1) =101 11 3* laBt scch
eine Methode finden um 11 und 101 gleichzeitig zu hehandeln
08—

=11111 =41 271

o

Man hat funtstelhg abzutelen und sonst gemau wie m Falle
# = 37 zu verfahren
Ich bide folgendes Beispiel
271 1489 = 403 519
Zu dem glecher Zwick wie sonst bilde ich das Quadrat des Produkts
und erhalte

1 =403 519* = 162 827 583 361
16 28275 1361 111652
16 28291 11110

BN 11652 —2 27

(Zur Reduktion mit emem bekannten Vielfachen von 274, fur das
sich huer die Ausgangsidenutat

4 271 = 1111
gerade darbietet )
Wir schlieBen diese Betrachtung ab durch eme hurze Zusammen-
stellung der Primfaktoren die mit dieser Methode behandelt werden
konnen
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Zusammenstellung

7 11 13— 1001 !25_3: 1007
3 371000 1 33 9 200

23 ﬂ 1002 73 137 10001
17 59 =1003 3*2&:10000-—1
2% 251 = 1004 3 H o270 -t

3 5 67=1005,

Wir werden zusammentassend sagen Bei emiger Ubung die m
mehr als emer Richtung das Interesse und damit die Ausdauer und die
Sicherheit beim Zahlenrechnen erhoht laBt sich die Methode die ganz
wesenthich zur Individuabsierung der mehrsteligen Zahlen beitragt
wmt Vorteil verwenden

Vor der systematischen Untersuchun der Zerlegung ganzer Zahlen
1n Pamzahlen die wir spiter behandeln werden nachdem wir uns noch
wmige Hilfamittel geschaffen haben, die auf unserem Wege bei der Be
sprechung gewsser Gruppen von Rechenaufgaben gewonnen werden
sollen eimge Sonderfalle besprochen werden die emerseits belehrend
sind und mir doch so h daB sie die
Darstellung micht ermudend gestalten Bemerkt se1 daB diese Dar
stellung an sich mathematisch nichts Neues gibt dagegen eimuge Er
gebusse zertigt, die micht bekannt sind Was wir bisher entwickelt
haben 1st die foigenichtige Ubertragung ene Methode der Algebra auf
das Rechnen mut ganzen Zahlen Es wird sich bei der Besprechung
von Multiphkations und Divisionsaufgaben zeigen, daB die Kenntnis
solcher Zahlenzerlegungen in vielen Fallen von Nutzen sein hann Das
git auch fur die naherungsweise Ausfuhrung von Divisiomen irgend
welcher Art Jeder Rechner wird bald darauf kommen daB be: der
Untersuchung emner Zahl A4 aut die Tedbarkeit durch gewsse Prim
zahlenp, p;  die Diviston von rechts auszutuhren st und zwar so
daB man zwei oder mehr Primzahlen untersucht, die <o zu wahlen sind
daB 1br Produkt 1n moghichst vielen Stellen mit der gegebenen Zahl
uberemstimmt  Um dies zu erreichen, wird man 1m allgemeinen ge
exgnete Hilisfaktoren hinzuziehen, und 1m ubngen immer die General
formel benutzen, die aussagt, daB A+ k pp p.  po=d m
bezug auf die Tedbarkeit durch die Zablen fy, pa, ps .+ fa

Man erzielt dadurch den Vorteil moglichst exnfacher Rechnung, hann
die Reste beliebig zerlegen oder weuter durch additive Glieder !, £
so abandern, daB die Zerlegbarkeit unmittelbar erkannt wird Oft
kommt es vor, daB man auf diesem Wege die Teiler sehr rasch findet
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Um das Verfahren zu erlautern wollen wir die aus der Kreisteilung
bekannte Zahl

KW = 2% 4 = 23 + 1 — 4294 967 297
auf thre Primterler untersuchen

Nach emnem aut Euler und Gawf zuruchgehenden Satz der ratio-
nalen Zahlentheorie mussen die Faktoren von X® von der Form
47 41 sem, da die Zahl als die Summe von zwer Quadratzahlen dar-
gestellt 1st, namlich

K® — 2% 41 = (2192 + 12
Man fangt die Untersuchung mut den Klensten Pnmzahlen der Form
47 41 an, schreibt also
513,17 29 37 4
Auf 5, 13, 37, 41 vird man nach den vorhin entwickelten Methoden
sehr risch untersucht haben, und zwar mit negativem Ergebms

Da 17 41 = 607 1st, so empfiehlt es sich, mit 17 eme Pnmzahl
der Form 100/ + 41 fur die m k
da die Produkte dieser Zahlen, also der Rethe 41, 241, 541, 641 941
mt 17 alle 1n den beiden letzten Stellen 97 mit unserer Zahl K'® uber-
emnstimmen.

Da auf 41 untersucht semn soll, folgen 241 - 17 und 541 17, fur
die die Untersuchung, die emn negatives Ergebmis hetert, rasch durch
gefubrt 1t

Wir kommen zu 17 641 = 10897, und fuhren die Rechnung 1m
emzelnen durch

KB =27 4 1= 4294967 297
— 10897 = (17 641)
lW:]a 10737391
—641

| 073675 4 = s2007
T1923=3 641
44870=2 > 7 2

Die Untersuchung 1st 1m emnzelnen nur fur 641 durchgetubrt da 17
ber den vorhergehenden Primzahlen der Form 100/ + 41, nambch
241 und 541 schon als Nichtteiler von K testgestellt worden ist

Man kann die Untersuchung aut 641 dadurch verbessern, daB man
an Stelle von 17 ewmen Hilfsfaktor 100 7 + 17 wahlt, der so beschaffen
1st, daB das Produkt (100 7 + 17) 641 10 mehr als zwe: Stellen mit K
uberemstimmt  Das geht emnfach so

17 641 = 10897
Die dnttletzte Stelle von K® war eme 2, also mull semn

641 (100m 4 17) = 64 1000 + 100 + 10897
=Z 1000+ 2-100 4+ 97,



§1 Telbarkestseigenschaften der ganzen Zahlen n

woraus sich sofort m = 4 ergibt Es ward 417 641 = 267297 und
man sieht berm Vergleich mit der Zah! K™ daB wir mit unserer Reduk
tion insofern Gluck gehabt baben, als micht wemger als funf Stellen
von K® reduzert wurden

K® ~ 4294967297 42947 4487
4“7 641 = 267207 |+ 1923 =3 64 1923
R=142047 10°] 44870 6410=2 3 4

Em Leser, der mit derartigen Betrachtungen wemg vertraut ist
der suBlrdem gorn \ntsert, wird das Brgebn als e durch emen
Zufall kann ich
hervorheben, daB das Verfahren der anfaktorenkombmatmn uber
raschend oft schnell zum Ziel fuhrt Daruber soll ber den Ausfuhrungen
uber die Zerlegung der ganzen Zahlen m Prunfaktoren Nnheres an
gegeben und mit Beispielen belegt werden
Gaup hat 1m Jahre 1796 1ls neunsehmahnoger Student geseigt,
daB sich der Kiets geometnsch in 47 Teule teden laBt d b daB das
1legelmaBige Siebzehneck mut Zirkel und Lineal honstruiert werden
lann Diese Entdeckung war eme ungeahnte Erwerterung der Elemen
targeometne, sie wurzelt mn rem anthmetschen Satzen die Gauf m
einem Abschmtt semner klassischen, 1801 erschienenen ,,Disquisitiones
Anthmeticae * behandelt Die Krestelung hangt ab von der Losung
emer remnen Gleichung

¢—1=0,

deren Waurzeln die / I-ten Ewhetswurzeln sind Man siht sotort
daB emne rationale Wurzel z =1 15t Fur die ubngen | — 1 (komplexen)
Warzeln der Gleichung

A1 ¥4 Lxpi=0
ergibt sich daB die Zuruckfuhrung dieser Wurzeln auf solche quadra-

tascher, also Rons! Telglewhy 1mmer dann
mdghch 1st, sobald
I—1=2" ako I =1 P

Ferma: der Begrunder der Zablentheone der O 3
manchen Satz und manche beruhmt gewordene Be- ! | H
hauptung autgestelit hat cie die Zablentheone 257
machtig gefordert haben sprach die Ansicht aus, daB 4 ’ 65537
alle Zahlen der Form 22* + 1 Pnmeahlen seen Wir 5 4294967297
schretben die klemsten dieser Zahlen m e Tafelchen

In der Tat sind che funf Zahlen KO =3 KO KO =17,

K® — 257 K® _ 65 537 Pnmzahlen
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Dagegen fand Euler bei emer Untersuchung der Zahl K® daB
K® =12% 11 =641 6700417

wird, womit die Fermatsche Behauptung widerlegt war

will zeigen wic man eme derartige Zerlegung mit etwas Gluck,
ohne Rechnen und Probieren zuweilen durch eine mathematische Uber-
legung findet, die Ja den Zweck hat, das Zahlenrechnen nach Moglch
ket emzuschranken ndem sie dieses zelsicher gestaltet Dazu muB
ich emige Begnffe der
die immer wieder auch spater ber der Bestiunmung von Wurzeln, aus
vollstandigen Potenzen gebraucht werden

Der erste Satz von Fermat.
1 Ist a ene behebige ganze rationale Zahl so gilt fur jede behebige
Primzahl p die Identitat
@ —a=a(@ =)=k P
wo k cne ganze Zahl 1st Ist insbesondere @ mcht durch p teibar
so muB semn
Pl p
emne Beziehung die sich am enfachsten durch die binomische Entwick
lung fur (v + y)? und die Betrachtung der Koeffizienten herlerten laBt
Der Satz 1st grundlegend fur die Zahlentheone Wir brauchen thn, wie
<chon angedentet, spater fur die Ableitung der Endzifereigenschaften
der Potenzen mit ungeradem Exponenten
Fur das folgende soll @ immer uls mcht telbar durch p voraus
gesetat werden so daB
@' —1_1p
wird  Den Sonderfall p — 1 = 2 betrachten wir micht weiter und neh
men p — 1 durch 2’ telbar an, wo 4> 1 1st Es sel

P—1=20q g
Dann wird

@l —gtre g
Ist ¢ en belebiger Teiler von p — 1 0 wird @® ! — | teilbar durch
@t —1

Schreibe 1ch die Reihe ¢, &, f;, 1, aller moglichen Teiler von
# — 1 auf, so muB fur mindestens emen Teler ¢ der Ausdruck a' — 1
durch # teilbar werden Es sex / der klemste Teiler von p — 1, fur den
@' —4 ="k pwird Um AnschluB an unser dehadisches Zahlensystem
zu bekommen, soll jetzt fur die Basis a die Grundzahl 10 unseres Zahlen-
systems gewahlt werden
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Es se1 p eme Primzabl, tur die 10/ — 1 =/ p wird Essou—
in emen Dezimalbruch entwickelt werden Dann kommt

: o
W{'+w*w+m+ ]

107

1 ' 1
“w T o T o
Man erkennt sofort, a8 die Entwicklung penodisch st und dse Periode
1 Stellen hat
Beispuel .
o — 002439 02439
Es war 41 271 — 11141 ="""" d h 41 »t un Taler von
10° — 1, unser Exponent f wird = 5 die Peniode der Dezimalentwick
lung von 41 hat 5 Stellen Etwas wenter zu vertolgen ist der Fall daB
} =2/ cme gerade Zahl wird Es hommt dann

10 —1=10% —1 =010 ~1)(10' ~ 1)

und es wird p entweder Teier von 10/ + { oder von 10/ — 1 Da die
Differenz dieser beiden Zahlen — 2 1st und $ eme ungerade Primzahl
sem soll, so kann nur das eme oder das andere emntreten Da der Fall
10/ — 1 erledsgt 1t und zu emner f steligen Periode fuhrt, so blebt
die zweite Moghchkeit 10/ + 1 = m  zu untersuchen Wir crhalten
die Entwicklung

- m - 1

1omo o m N PO S SR S
R Rk v ik 4 it i~ )
k2
- . ' Ly '
R A R (e R e B
1 Die Peniode hat 2/ Stellen
2 Schreibt man eme Penode

Peg -5
1n der Form

. mo 0 om0t
P = 5 10f — 4 = (O -

e
0 entspricht dies der Teilung des 2/’ steligen Penodenkomplexes n
zwe: /' stelige Halbpenioden, die ziffernmalig durch die Zahlen A und B
dargestellt werden, und es folgt

L4 B—(m—1) 1 10 —m—10 —1



24 Lister Abschmtt

Ist { =2/ und $ emn Teiler von 10’ + 1 so hat die Entwicklung
von ’; eme Perode von 2/ Stellen Die Summe der Halbpenoden

ergibt 40/ —1, d h eme Zabl, die mut /* Neunen geschrieben wird
Man kann den Satz umkehren und aus der Dezmalbruchentwick-

lung fur % schlieBen auf die Zahl 10’ + 1, deren Teiler p 15t
Ich darf hier auf we bekannte und oft als Zahlenmerkwurdigkeit

der von 5 hunweisen
Es 1st
10142857 142857 und 12 —999
7 =857

7 st also Tetder von 10° | 1, was war fruher schon benutzten Die
Gstellige Periode besteht aus awer Halbperioden von p drer Stellen,
deren Summe nach unserer Betrachtung 10° — 1 = 999 ergeben mufl
Diese tast zu ausfuhrhich geratenen Ausfuhrungen uber Dezimal-
bruchperioden sollen auf die Zahl 641 angewandt werden
Es 1t
641 =542 64 —1 -2 5
Man beachte die besondere Struktur dieser Zahl, dic emmal die Summe
der Biquadrate von § und 2, also der beiden Faktoren der Grundzahi 10
andererseits cie Form 1 + ' 5 hat Eme solche Zahl fordert zur
1 ihrer durekt heraus
Nach dem ersten Fermaischen Satz 1st 240 — 1, und 50 - |
durch 641 telbar Ich mache die Annahme daB es, von dem Faktor §
1 640 zunachst abgesehen, eme kleinste Potenz von 2gebe 2* fur diegilt
1 =20 —1 =1 641
Da 3¢ = 641 — 20 1st, so gilt, wie unmittelbar emzuschen 1st,
(=264 64 4 1=54 2" 44
Da 2* eme gerade Zahl 1st, so folgt daraus
P =ttt qea{ )
wo die Klammer cine ganze Zahl ist D h st 22° 4 1 durch 641
tedbar, so git das gleche fur 57" 41  Dann wird um so mebr das
Produkt dieser beiden Vielfachen von 641 durch diese Primzahl terlbar
Es gilt
Po= (54 1) (22 1) = 107"+ §7 4+ 2" 41 =1 641°

10" —1 =7 64

oder
Also 1st entweder

10°" '+1  oder 10*" *—1

durch 641 telbar da dies die zwei zueimander pnmen Faktoren von
10?* — 4 wnd (Da thre Drfferenz = 2 15t, so konnen sie kemen ge-
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memsamen Teller haben) Diese Reduktion auf Zahlen 102 *+ 4
=10% #* 11, legt che Vemumng nahe daB die Stellenzahl der Periode
der Dezimalentwicklung von g , die nach dem Fruheren hochstens 2
Stellen haben kann, ein mha.lmsma.ﬂxg Klewmer Teiler von 4 — 1 = 64015t
Die Entwicklung von g- ergibt eme Periode von 32 Stellen, die 1 der
Mitte , umkebrt* wie b 7.4 h 0% —1 als Summe der berden
Halbperioden hat Das zeigt nach unserer Betrachtung ohne westeres,
daB 641 Teiler von 101 L 4 1st Es wird also 5% 3¢ 4 4 =532 4 ¢
und 2% + 1 durch 641 teilbar Man hatte auch so schheBen honnen
Die Dezimalbruchentwicklung von 7 zeigt, daB 10 — 1 = m 641

Es hegt nahe, dieses Resultat mt der Zahl 2% — 1 in Verbindung
zu bringen, die em besonders mathematisches Interesse beanspruchen
kann Van wird zunachst fragen, ob 10% 1 1 und 2 4 1 emen gu
memsamen Faktor haben, der naturlich in der Differenz der beiden
Zahlen enthalten sem mul

Da 10" + 1 = 5% 21 § 4, so kommt

109 1 — (290 1 4) = 218(518 — 218) — (58 29) (54 4 2) (54— 24)
Der Faktor §¢ + 24 1st gerade unsere Primzahl 641 due als Teiler von
10" + 1 bereits erhannt war  Also ist 641 Teiler von 2% 4+ 1 Durch
diese Uberlegung habe ich vor langer Zeit diesen Zusammenhang ge
funden
Die Frage nach den und Q
der Zahlen K™ = 22" 4 1, die den Kreis geometnsch teilen, sobald sie
sind, 15t emes der ungelosten Probleme der Zahlentheone,
deren am und auch dem
Klar zu oft die sind Ich darf
da auf das vielumworbene Problem von Fermat (auch letzter Satz von
Fermat genannt) hunweisen, dessen Inhalt folgender 1st Die Potenz-
glechung «* + y® = 2% 15t 1n ganzen rationalen Zahlen #, y, z unmog-
Iich, sobald der ebenfalls ganzzahlige Exponent n den Wert 2 uber
stegt Die Problemstellung 1st so emfach zu begreifen daB viele, die
haum die Elemente der Arthmetik kennen glauben, sich mt Erfolg
an das Problem heranmachen zu konnen Gerade e einfach auszu-
snd die die 1 der Tiefe hegen
und deswegen zu ihrer Losung neue Methoden erfordern Ich dart n
diesem Zusammenhang noch an das Problem der Vertes
2ahlen ernnern, das zu semner Forderung die subtilsten Hilfsmittel der
Analysis bedingt
Die Betrachtung der Zahl 641 fithrt zur Untersuchung weiterer
Zableneigenschaiten, die eng mut der Penodizitat der Dezimalbruche
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zusammenhangen Emmal wird man Zahlen der Form m* + #¢ oder
allgememer m* + n?* betrachten Dann tubrt die Darstellung
641 — 20 + 27 41 =2""1L2% 1.1 dazu, die Zahlen dieser
Struktur zu behandeln
Stellen wir fur die klemsten Zahlen L™ = 214 2" 1 q em
Tafelchen auf so ergibt sich die folgende Ubersicht
Genau wie bes den Zahlen K™

g

» . tntt die erste zerlegbare Zabl fur # = § auf,
- denn es wird

) 1t

2 # 10737 418241 = 11 37 >3 497771

H wen Zu beachten 15t noch die Quadrat

v mpatsa summenzerlegung der I = 16384, dic

nach eimem grundlegenden Satz der Zahlen
theone aut nur eme Art moglch 15t sobald die Zahi von der Form
4k ~ 1 und Pnmzahl 1st
Es wird
163 841 = 5¢ | 4042 = 5% +— 2* (10~ + 1)*
Man bemerhe die Ahnhchheit mit 641 = 3! + 2% Wertere Aufschlusse

1
g Eeben D Zahlen
Lo L® L® L haben, wie wir wissen, alle kurze Perioden e
hoheren L™ sind daraufhun zu untersuchen

mub die Dezmalbruchentwicklung von

Auf den awischen Primfal und
Quadratsummenzerlegung 4 — #¢ + v° haben wir spater emzugehen
§ 2. 1iber Z: EL i

In der Einleitung war die Rede von der Individuahsierung der Zahlen
als Grunalage fur die Ausbidung des Zablengedachtmsses Die bis-
hengen Ausfuhrungen geben Verfahrensweisen, wie ganze Zahlen auf
1hre Eigenschaften zunachst auf ihre Teilbarkeit durch gewisse Pnm-
zahlen lecht d h ohne ermudende Rechnung, untersucht werden
konnen Im folgenden will ich mich mit den Grundlagen der Zahlen-
gedachimslesstungen etwas naher befassen Ich hoffe daber emmal
manches zur Erklarung von oit als wunderbar bezeichneten Leistungen
beitragen zu konnmen und andererseits beshmmt geordnete Gesichts-
punkte fur die spatere Darstellung der emnzelnen Arten von Rechen-
leistungen zu gewinnen

Wird er7ahlt daB jemand groBe Ziffernrethen auswendig lernen
kann, so heiBit es sotort Das 1t emn
wie so viele andere, und wir leben wohl etwas 1n Zestalter der Schiag-
worter die wertvoll sind, wenn sie das 10 emen hurzen Spruch oder
moghchst 1n ein Wort zusammenziehen was man sich sehr grundlhich
uberlegt hat <o von allen Seiten durchdacht hat daB man den Kern
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der Sache klar darstellen kann Schlagworter sind deswegen gut fur
jemanden, der dic Sache beherrscht und die Zusammenhange uoersieht
dagegen gefahrhich fur die, die sie kntiklos nachsprechen aus emer
falschen Okonome heraus, die micht allein die mundhiche und schnft-
liche Darstellung emner Sache abhurzen sondern auch das Gehirn ent-
lasten will, das bex der Mehrzahl der das Wort Gebrauchenden uber-
haupt mcht 1n Aktion tntt

Naturlich muB der Schretber dieser Zeilen fur viele ,,Mnemotech
niker sem, wahrend seme Methoden genau den Gegenpol zu dem Ver-
tahren der Vinemotechmiker bildet

‘Warum erprobt die Mnemotechmk thre Kraft so gern an Ziffern-
rethen?

1 Grolle Zahlen auswendig zu lernen fallt den inersten Menschen
schwer Diese Erscheinung muB also m der besonderen Sprodigkeit
des Ziffemmatenals seinen Grund haben In der Tat halt man alligemein
Zahlenrethen fur eine Anzahl gedanklich mcht verknupfter Elemente

Man muB demnach danach streben solchen Lemstoff m emne Form
N die zulaBt Das geht dann
so Aus Ziffern werden Buchstaben gemacht aus diesen Worte die
threrseits 1n mebr oder wemger sinnvollen Satzen vereimgt werden,
die gedanklich verknupftes Matenal vorstellen sollen

2 Dre Vinemotechnik mag ihre groBen Verdienste haben 1m Zahlen-
gebiet macht sie auf mich den Eindruck als tragt sie die Kirche ums
Dorf  Van wird zugeben daB mnemotechmisches Arbeiten mit Zahlen
recht weit entfernt 1st von dem was man in der VMathemauk als die
Remnheit der Methode zu bezeichnen gewohnt ist Dabe: glaube ich
daB kemn Vinemotechniker bestreiten wird daB Zahlen ein mathema-
tischer Lernstoff sind  In der Arbeitswewse des Mnemotechmbhers hegt
en Zug der Resignation, sobald es sich um Zahlen handelt ,Zahlen
sind so schwer zu lemmen, daB dies auf Umwegen durch eme Trans-
formation des hartnackigen Materials m eine andere lechter zugang-
liche Form geschehen muB Memn Standpunkt ist der genau entgegen-
gesetzte

Um mt Zahlen arberten zu konnen muB man in emnem mcht zu
engen Bereich die Zahlen studieren d h ihre der Natur der Zahl nach
suchen worauf schon
n der Emlertung hingewsesen wurde Wie das geschehen kann, habe ich
bisher an emigen Beispielen zu zeigen versucht

Daruber hinaus behaupte 1ch daB das mnemotechmsche Auffassen
und Behalten von und gewissen der

r Tatigkeit des kenen
Vorteil bnngt  Oft wird das Gegenteul festzustellen sein  Zuwviel Zahlen-
ballast auswendig gelernter Resultate hemmt das Finden der nchtigen
Rechenmethode mebr als es sie fordert Man sagt allgemein da8 zuviel
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Gelurnballast die geistige Fnsche hembse!zt Fur die Forderung der
wirklichen bestmmt kemme
posttive gelerntes rexcht
hin um als Rechenkunstler * zu glanzen deren es mcht wemge gibt
die vom wirklichen Rechnen sehr wemg und von Mathematik gar mchts
verstehen  Erwunscht 1st naturlich fur solche Zahlenwirtuosen emn
Kreis von Zuhorern, der der Zahlenwissenschaft recht fremd gegen-
ubersteht, der mcht schwer zu finden 1st Es se1 mur gestattet, kurz an-
zudenten, wie man als Rechenkunstler gelten kann ohne eigentlich
rechnen zu konnen
Man lernt die Quadrate und cie vierten Potenzen der 90 zwer
stelligen Zahlen (10—99) auswendig, und rechnet * dann enorm rasch
smit Zahlen, ,die 1 die Millionen gehen  Naturlich kann man ebenso
rasch Quadratwurzeln und vierte Wurzeln ziehen allerdings nur m
dem sehr konventionell abgegrensten Gebiet Etwa so 53¢ = 2809,
2809 = 53%== 7890481 Es kommt dann allerdings recht oft vor dai
die dntte Potenz 53° = 148 877 nur schwer gefunden wird, daB 53
zum Ausrechnen 1m Kopfe zu schwieng 1st Der Grund hegt fur das
Versagen naturhch dann, daB8 man nicht alles auswendig lernen kann
und da Rechnen micht jedermanns Sache 1st, ot auch mcht die des
Rechenkunstlers”, der nur das ,rechnen’ und zwar ,sehr schuell
rechnen * kann, was er semem Repm‘toxr ‘mnemotechmsch emverlerbt hat
En zweter T Ballast
als Ereats des Rechnenksnnens mut Edolg offentlich 1 die Erscheinung
tnitt, 15t das Wurzelziehen aus groBen Zahlen, die vollstandige Potenzen
entsprechenden Grades sind  Huer tafft der Mnemotechmker die Elber-
felder Pferde als Konkurrenten an Merkwurdigerwesse, so ward es
dem Zuhorer schemnen, werden die grofien Wurzelexponenten bevorzugt,
5 7 und hohere Wurzeln werden gewahlt Dann sind die Potenzen,
also die von wanrend die Wur-
zeln fast 1mmer em- oder zweistelhg werden, weil es kaum vorkommt,
daB em Aufgabensteller emne dreistellige Zahl 1n die 5, 7 oder eme noch
hohere Potenz erhebt
Darauf haben wir spater naher emnzugehen Hier konnen die berden
Falle, 1n denen mut Erfolg so
charaktensiert werden
1 Man geht von emem engbegrenzten Bereich von Zahlen aus,
die man emer Operation etwa
der Bildung beshmmter Potenzen der zweisteligen Zahlen Man lernt
auswendig Dre groBen

lem.e ‘mponeren

2 Man geht von ewer festbegrenzten Rethe grober Zahlen aus,
‘mcht zu medngen Potenzen eun- oder zwesstelliger Zahlen Bean Wurzel-
mchen erhalt man klewe Zahlen als Resultat



§ 1 Telbarketsexgenschaften der ganzen Zahlen 29

In beiden Fallen kommt man ohne Rechnen aus Emn Ungluck
tntt naturlich immer em, wenn enmal eme Potenz verlangt wird
etwa die dntte wenn 1m Gehinballast nur die zwesten und vierten
Potenzen autgenommen sind Weniger gefahrlich 1st die Sache bewn
Wourzelziehen  Wenn da nur ungefahr die Zahl der Ziffern und die
Endaiffer richtig 1st, so wird ber genugend hohem Wurzelexponenten
auch die Wurzel richtig  Die Elberfelder Pferde kommen uber diese
Klemen Schwienigheiten emer falsch Potenz lecht hinweg,
womit der 1nnige Konnex zwischen dem potenzierenden Aufgabensteller
und dem radizmerenden ,,Rechner i diesem Fall wie mcht anders zu
erwarten nachgewiesen 1st

Man soll es vermeiden, Zahlenresultate bewuSt auswendig zu
lernen, um sie beim Rechnen zu verwerten Als wertvoll erweist sich
nur das was ym Laufe der Zeit durch Uberlegung und Erfahrung als
richtig erkannt und deswegen be: vielfachem Wiederauttieten auf Grund
logischer Uberlegung bebalten wird Ein so erworbener eiserner Be
stand befert vollkommen zuverlassige Hifen die in kemer Wese als

t wirken, der wie ber dem Mnemotechmiker auf seme Sicherheit
durch Ubung gepruft werden mul

Wenn 1ch aus memer Erfabrung reden darf so se1 als Bessprel dieser
Auffassung erwahnt, daB 1ch nie mut Vorsatz Potenzen oder Loganthmen
von Zahlen auswendig gelernt habe Ich babe das immer tur eime un-
fruchtbare Arbeit gehalten Durch die ongmeile Behandlung vieler
Zahlenaufgaben hat sich eme groBe Reihe von Resultaten ber mur an-
gesammelt, die mur jederzeit ohne Energieanfwand und mt treffender
Sicherheit zur Verfugung steben, ohne da8 ich Je nur die genngste Zeit
auf thre Rekapitulation verwende Ein Beispiel mag zeigen, wie ich
mir das Erwerben derart zuverlassigen Matenals denke

Sehr bald nach dem Kennenlernen der Loganthmen und ihrer
rechnenschen Verwendung haben sich mir etwa die Werte

log70 = 184510,  10g80 = 1 90309

emngepragt Der mathematische Rechner dem die Entwicklung emer
Reibe von immer die 1st, der m den
Zahlenwerten den Zusammenhang finden wil, pruft fast unbewuBt die
Rethe auf thre Differenzen, deren Verhalten sem Interesse erweckt
Er mmmt zunachst die Lmeare Entwicklung an, wie sie ber relativ
kleimen Diff in den wird
Mt der Zeat beobachtet i das 1m Vergleich zur Entwicklung der Zahlen
das seimen Ausdruck in der
laganthm\schtn Rethe nndel Es entwickelt sich ber thm, wenn er en
starkes htms hat, ene Klare Vor-
stellung von der Verteilung der Loganthmen auf emer Geraden, die
die Rolle ewmer Skala spielt So fortschratend gewinnt der 1 solcher
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Wese uber die G der L
Rechner cie funf Demmalen, die die gebranchlichen Tafeln angeben
Durch zweckmabige Ausnutoung der Erfahrung gewonnen sind due
Werte, deren sich stetig

zuverlassig Ich brauche kaum zu sagen, da e so erworbener Funk-
uonswert mmt der 1hm entsprechenden Zahl logisch etwas besser ver-
knupft 15t als wenn die schonste Gedichtzeile die Ziffern von Numerus
und Loganthmus mnemotechnisch verbindet

log70 — 184510

Jogrt = 185126 O'©
509
99
1
83
Iog76 = 188081 5:;
log77 = 188049
log78 = 180209 %
tog79 = 19703
546

log80 = 190309

Mt geometnischen Hilfsvorstellungen arberte 1ch sehr viel auch
‘beim Rechnen, wie die Betrachtung der verschiedenen Arten von Rechen-
aufgaben aeigen wird O Krok behandelt diese Erscheinung in seimer
1m Druck Schnft vom Standpunkt des
gedachtmisses aus

Will man dieses Verfahren suverlassiges Zahlenmatenal zu ge
‘winnen so stellt es emen
dar, der sich fast unbewuBt und doch recht folgenchtig vollzeht Man
wird zugeben, was 1m Loganthmenbeispiel hon angedeutet wurde
daB das beim aut Grund mat! Uberlegung
erworbene Matenal ganz anders gmgnez 15t ber verwichelten Rechen
vorgangen fordernd
Ziffernmatenal, das auf emem Weg gewonnen 1st, der alles andere nur
kemn mathematischer ProzeB ist

Hat jemand eme Ziffernrerhe 2u lernen, so kommt er bald darauf
nicht n emnzelnen Ziffern zu lernen sondern diese 1n zwer drei- oder

len Die nennen das
Komplexbildung
Worn hegt der Zwang begrundet so zu vertahren? Fragen var
uns zunachst, won die tur das

lernen von Zahlenrethen besteht Daber nehmen wir zunachst an, dem
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Lemner se1 das mathematische Gesetz der Bildung mehrstelliger Zahlen
aus den emnzelnen Ziffern unbekannt
Dann stellt die Rethe gedankiich mcht verknupftes Material dar, be:
dem wie jeder auch ber ahniich geartetem Lernstotf merken wird dae
gesetrlose on nur zehn also der Ziffern 0,
1,23 8, 9 sehr storend wirkt Ist eme 7 auch individuell ver-
<chueden von emer 4, so kommt doch fruber oder spater, und das geschieht
bet langen Rethen recht oft wieder eme 7 die zu indiiduahsteren s,
und ber vielfacher Wiederkehr des Emnzelelements verhert es seine be-
sondere Auspragung Um diesem Ubelstand zu entgehen, budet man
Komplexe, die ber den Ziffern auBerdem ihre logisch-mathematische Be
deutung haben Dadurch schlagt man zwe: Fliegen mut emer Kmppe
1 Set k die des Komplexes N die
Ziffern, so 15t die Anzahl  der Komplex, wenn der Emfachbert ha\ber e
als durch & teilbar vorausgesetat wird = d h rs hat e Reduk-
tion von V aut # = 7 gedankiich zunachst meht verknupfte Einzel
elemente stattgetunden
2 Aus der oftmaligen die individuelle Auspragung des Elements
storenden Wiederholung folgt eine nach den Regeln der Wahrschemlich-
kextsrechnung bestimmbare sehr viel klemere Zahl von Wiederbolungen
des Elements die nicht mehr als storend empfunden ward, sondern oft
geradezu einen Stutspunkt fur die Emtellung oder wie man sagt die
Struktunerung der Rethe abgeben kann
Personlich darf ich hiersu bemerken daB ich ber langen Resben
gewohnt bin mt sechsstelligen Kompleven zu arbetten Das hangt 1n
erster Lunie mut der Tatsache daB sich meine Zahlenk
von der dresstelligen Zahl aus entwickelt hat was m der Emlertung be
sprochen worden 1t Aus der Zusammensetrung es sechsicligen
s zwet entsteht exnmal der
Jostungsfahngere groBe Kompie dann laBt sich durch die vergleichende
Betrachtung der die Unterkomplexe bildenden beiden dreistelligen
Zahlen die Tndwdughsierung der sechsstelligen Zahl sehr viel scharfer
Im wird be: dem visuellen Lerner
die Spannweite der aufgetaBtn Esnhert also des Komplexes von der
Hohe der Vorstellungskraft mitbedingt ~ein Bes mir kamen dann uber
den sechsstelligen Komplex hinaus auch der siebenstellige i Frage
Auf Grund der beschnebenen Vorzuge stellt sich der sechsstellige Kom-
plex als der geeignetste vor
Duese mehr psychologische Betruhtung laBt sich mcht gut ver
mexden, wenn ich dem Leser exnen Einblick geben will 1n die Vorgange,
auf denen die Rekordgedachtmisleistungen beruben AuBerdem werden
e rechnenschen Methoden die einzeln zu behandeln sind, leichter
verstandiich werden
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Ich dart hier auf ee Analogie hinweisen, die allgemein zwischen
dem Vertahren beim Rechnen und dem beim Auswendiglemen von
Zahlenrethen besteht

Zur beim  Rechnen Tetbark
schatten der ganzen Zahlen gingen wir von der Grundzahl g des Svstems,
hren Faktoren g, und g,, den allereinfachsten Funktionen g — 1 und
£ + 1 uber zu etwas wemger emnfachen Funktionen 4(g) =g' +a, die
wir Tellerf\mkuonnn genannt haben, weil sie uns neue Ergebmsse fur
die der der ganzen Zahlen
heferteu

Genau so steigen wir ber der Auffassung der Zablenrethen zu
hobeten Einbesten auf, die mit der Erwerterung des Kresses der Eigen
schaften emer

Noch auf emen westeren P\mkt muB 1ch emgehen, um exmgermaBen
em Bild von den Vorgangen beim Lemen von Ziffernrethen zu ent-
werfen

Bleiben wir zunachst ber dem Mnemotechniber Er lernt etwa ewe
100stellige Zahl mit semen hunstichen Methoden sagen wir nach dem
Text emes Gedichtes Die lange Zahlenrethe kann er jetzt reprodu-
zieren — und er wird es reichlich ott tun —, um zu zeigen, welch glan-
zende Gedachtmsleistungen er zu vollbringen mstande 15t

Man wird das kaum als eme Leistung bezeichnen konnen, solange
man mcht weiB, wieviel Zeit er braucht, um irgendwelche thm vor-
gelegten 100 Ziffern mit dem Erfolg sicherer Reproduktionsfabigkeit
7u lernen

Das bloBe von m langer Zext
gelerntem Matenal 1st keine wirkliche Gedachtmslestung

In Abhandlungen von Psychiatern, die sich mit diesem Gebret
befassen, wird oft erwahnt, daB zuwellen Gessteshranke em ausge-
zerchnety htms baben oder rechnen honnen Geht
man der Sache auf den Grund, lalt eme besimmte Aufgabe stellen, so
zeigt sich, daB die aktuelle Leistung unterhalb der der Normalen hegt
und zwar meist recht tief

Das Aufspeichern emer Menge von Daten und Zahlen 1t noch
kemne Leistung, da man ja mcht wei 1n wie langer Lernzert und mut
wieviel Autwand von Ubung die Reproduktion erzelt worden st
Man wird annehmen konnen, daB der Kranke von fruher her Interesse
fur Daten hat, viele 1m Gedachtrus aufgespeichert hat und mt der Ver-
cngung des Gebetes semmer geistigen Interessen sich mit emem eng-
begrenzten Gebiet 1mmer mehr reproduktiv beschaftigt Sem gesam
meltes Matenial beherrscht er dann allerdings

Das glexche gt fur gewnsse Rechenaufgaben Man stelle i solchen
Fallen die Aufgabe, emne Reihe, sagen wir 50 neue Daten, zu lernen
Dann wird man ganz etwas anderes finden als emn leistungsfihiges
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Gedachtnis oder auch wirkhiche Rechenfagkeit beim Vorlegen emer
neuartigen Aufgabe, die exgene Uberlegung erfordert Der tiefgehende
Unterschied zwischen aktueller Leistung und bloBer Reproduktion
von 15t 1n der Luteratur oft ubersehen
worden, und die meisten Fragen sind erst durch das nitierte Werk von
G E Muller, Gottingen, geklart worden Zusammenfassend honnen wir
sagen Solange man mcht sagen kann wieviel Zeit fur das Lernen und
die Erhaltung der Reproduktionsfahigkeit verbraucht wird, kann man
die Leistung micht messen

Die Karreeversuche.

Ich setze die psychologlsche Betrachtung etwas weiter fort da die
aktuelle L wie es und
n der 15t emne ganz
fur dic wirldichen Lestangen 1m Kopfrechnen 1st, da ferner fur die

bung der 1m Vortrag ausgefuhrten Gedachtmsversuche eme
kurze Begrundung fur die Wahl der Ziffernkarrees als Lernmatenal
gegeben werden muB

Das Karree als Grundlage tur die Prufung der Gedachtmisfunktionen
geht auf den franzosischen Psychologen und Psychiater Charcot zuruck,
der auf diesem Gebret en Vorlauter von Binet?) war, dem das erste
zusammenfassende Werk uber diese Fragen zu verdanken ist

Charcot hieB em Karree von 25 Ziffern auswendig lernen maB die
Lernzert und dic Hersagezeit n der
naturhchen Richtung Dann he8 ragoncie
er das Karree m verschiedenen
raumbichen Anordnungen hersagen,
und maB die Hersagezeten En
Bespiel wird das Verfahren am
besten erlautern

Hersageformen
Vorwarts n emzelnen Zitfern 4
Ruckwarts 1n_emzelnen Ziffern e
In Vertikalrethen v
n der Spirale Spirae.
in Diagonalrethen

[

PPV

Die Zusammenstellung der aus emmer Rethe von Versuchen ge-
wonnenen muttleren Reproduktionszeiten laBt manche Schlusse zu
und gibt emn recht kiares Bild von der Arbeitswene des untersuchten
Gedachtmsses

x) Vgl Binet Les grands calculateurs et joveurs d echecs Pans 1894

Ruckle Praus des Zableorechness 3
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Wir nehmen an, en Mnemotechniker habe das Karree gelernt
der naturhchen Ziffernfolge

89719 | 46857194671 |23262!159486

Diese Folge von 25 Ziffern wird er gut wiederholen konnen Es geht
auch noch mt

Die Vertihalrethen machen schon denn der Spruch,
mut dessen Hilfe er die Rethe vorwarts gelernt hat, vertragt diese Um
stellupg mcht Ber der Spirale und der Diagonale geht es kemesfalls
besser

Der Karreeversuch laBt rasch und sicher beurteilen, ob der Lerner
mut naturlichen oder kunstlichen Hilfen gearbeitet hat Er gibt wexteren
Emblick 1 die Mechantk der Vorstellungen Wir alle wissen, ob wir
besser mit den Augen oder mut den Ohren lernen, ob wir, wie die Fach-
ausdruche heiBen, vorwiegend visuell oder in der Hauptsache audiv
veranlagt sind  Allgemern 15t emnleuchtend, daB der visuelle Lerner sich
auf die transformuerten Hersagetormen leichter emstellen wird als der
vorwiegend auditiv veranlagte, fur den die Worte, 1n deen die Zahlen
gesprochen sind, thre besondere Bedeutung haben fur das Lernen wie
das Hersagen, zumal, wenn thm das Karree i der naturhchen Folge
1n funtstelbigen Zahlen vorgelesen worden 15t

Seten 4, fy, &3 4, t die Hersagezerten der funf Anordnungen, 1n
der die Reproduktion verlangt wird Die Werte ¢, sollen aus emer Reshe
von Versuchen gewonnen sem, dann gibt die Quotentenrerhe

A L. B LN, L.
G=E=l E=h LT R Tt

emn gutes Bid von der Vechanik der Vorstellungen des Lernens, be-
sonders dann, wenn die Versuchsperson sich durch eme hohe Konstanz
der Leistung auszeichnet Diese Andeutungen mogen genugen, um
erkennen zu lassen, daB die systematische Untersuchung dieser Fragen
mt den Methoden und
nungen der experimentellen Psychologie doch recht viel klare Exkenntms
uber die Gedachtmsfunktionen und den Ablauf der Vorstellungen
Diefern kann  Ausnahmefalle besonders hober Leistungsfahigkext werden
naturgemaB besonders gern und dementsprechend emngehend unter
sucht

Ich habe duese Fragen etwas eingehender behandelt, als es ursprung
Iich 1n memner Absicht lag Das allgememne Interesse, das dieses wemg
gekannte Gebuet beanspruchen kann, und der Umstand, daB so vieles
uber G vard, das emer strengen
Kntik mcht standhalten kann, mogen mich entschuldigen  Mir 1st es
immer darum zu tun gewesen, memne Leistungen auf dem Zahlengebet
als kemne Hexere: ' hinzustellen
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Uber die Rekordleistungen auf diesem Gebiet, die oft und m der
Uberzahl der Falle ohne vernunttigen Kommentar erwahnt werden,
darf 1ch, zumal der neueren Resultate wegen auf die mehrfach zitierte
Schnft von O Kroh hinweisen Hier kommt es darauf an, die Wege
exmgermaBen deutlich zu zeigen, auf denen diese Leistungen erreicht
‘werden konnen

Der folgende Teil des Benchts soll sich mit dem eigenthchen Vor
trag befassen die dort gezeigten Leistungen besprechen und daran
anschhieBend die Methoden beim Rechnen, 1n mancher Hinsicht auch
die bam Lernen der Zahlenrethen darstellen Daber muB ich das n
der Eleitung Gesagte wiederholen, daB ich mich nie auf eme bestimmte
Methode festlege, die Aufgaben n den meisten Fallen individuell be-
handle Man wird nicht allzuviel Schema und Schablone finden Das
geschieht 1mmer mit der Tendenz, emen moglchst guten Weg fur die
Losung zu finden der ohne viel Muhe das Resultat lhefert und auf
seme Richtigkeit prufen laBt, was fur wirkliches Rechnen immer eme
wesentliche Nebenbedingung darstellt Auch hier waltet em Gesetz der
Traghest Um sich durch zuviel Nebenarbert nicht zu ermuden, sucht
man enen bequemen Weg Doch wird man zugeben, daB Tragheit n
dieser Form micht zu verurteilen 1st



Zweiter Abschnitt.

Dieser zweite Abschmtt soll der Hauptsache nach die Aufgaben
beschrerben, die 1m Vortrag gelost worden sind um aut diesem Wege

Methoden des 2u finden und Bei den Vult-
plikationsaufgaben wird es genugen wenn eme hinreichende Anzahl
von Zahlen wird Nach den Aus

fuhrungen m Teil T bildet die drexstelhge Zahl den exgentlichen Baustewn
bel meinen Operationen mut Zahlen und dazu kommt, daB der Aufbau

Zahlen sich aus Kom-
pleun vollzieht
Ewe die
da sie durch emfache Formeln erlexchtert werden An die Betrachtung
schbieBt sich die der
Waurzeln aus die Potenzen

Grades sind  Insbesondere hangt die Struktur der Quadratzahlen eng
Formen Die kom

mt der der
binerte Behandlung der beiden Formen

Fp—w 407, F,,:n‘vvﬂ

betet die fur die der ganren

Die Betrachtung der 1m Vortrag g elnsun derartigen Aufgaben

gibt schon exmigermaBen emen Exnblick in die zu benutzenden Methoden

Dabe: ward es zweckmabig sem noch eimge Fragen dieses Gebuetes

u stretfen, die allgemernes Interesse beanspruchen konnen Eimge Er
gebmsse von Teil T werden daber werter behandelt

§ 1 Die Multiplikation der ganzen Zahlen,

Hat man Tafeln der Quadratzahlen o inrerchendem U mfang zur
Hand 0 1st de Identutat @ b = (* 2" ~ (* 72J" mut groBem Vor
terl zu Davon wird von den ber den Ausglerchs-
rechoungen mit der Methode der Klemsten Quadrate Gebrauch gemacht
Fur den Kopirechner 15t die Methode 1n allen Fallen praktisch, wo

(252)" ohne besonderen Rechenaut-

%)" 2u subtrabieren st

wand zu bilden und von (%3
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Zunachst werden cie 1m Vortrag gestellten Aufgaben der Mult
plikation drerstelliger Zahlen hier zusammengestellt und besprochen
Finige dieser Aufgaben zeigen besondere zufailige Erlexchterungen,
die die Rechnung sehr abkurzen
1 164 328 =164 2 164 =12 164* =2 26896 = 53792
2277 554=277 2 277 =2 277*=2 76729 = 153 458
3 379 758 =379 2 379 =12 379 =2 143641 = 287282
Ber allen drax Aufgaben st der eme Faktor gleich dem Zweifachen
des anderen v=2u # v = 2u? >0 dal die Rechnung anf die augen
bhckiich durchfuhrbare Bestimmung des Quadrats emer dreisteligen
Zahl zuruckgefuhrt werden hann
Diese ganz spezielle Form der Aufgaben weist darauf hin, daB eme
bestimmte Fahigkeit des Rechners unter allen Umstanden bereit sein
muB namlich die des blickirchen Erhennens von
der gestellten Autgabe Ein Rechner der noch so schon nach emer
testen Norm rechnet, hatte solche Autgaben micht 1m Bruchteil emer
Sekunde losen konnen wenn er micht beim Aussprechen der Aufgabe
schon thre emfache Struktur erkannt hatte Man sieht weiter, da
hierzu die moghchst zertlose Umsetzung des Gesprochenen in die Zahlen-
‘bilder erforderlich 1st, da nur diese die zu benutzende Bemehung zwischen
den beiden Faktoren unmuttelbar erkennen laBt
4576 426 =300 + 76)(500 — 74) = 500% — 500(76 — 74) — 76 74
=500%+500 2— (75%— 1) = 251001
~ 5625
245376
Allgemein wendet man die auf die Inder zuruckgehende Klammer
multiphkation an, indem man setat
wv=(d+d)(4d+e
wo A die Bezugszahl genannt werden soll, durch deren geschickte Wahi
die Rechnung mit wemg Muhe und recht schnell durchgefuhrt werden
kann
Naturhch hatte bier die Quadratdifferenztormel

%+ o w—)*

wo=("F = (25

mindestens ebenso schnell zum Zaele gefuhrt Es ward
576+ 426 _ 70— 426 _

2 - 2 T

201 75

und die Rechnung tuhrt auf genau die gleche Quadratdifferenz
501- — 75% wie die etwas umgestellte Klammermulhplhikation mit
4 =500 als Bezugszahl
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In allen Fallen, wo emge Zwischengheder besonders emnfach be-
rechnet werden kdnnen, st die Klammerformel anzuwenden Die Be-
zugszahl A 1st eben so zu wahlen, daB die Zwischenrechnungen so emnfach
'wie moglich werden Der Grenzfall, wo das Produkt schon durch zwe:
Gheder dargestellt wird 1st durch die Formel der Quadratdifferenz

. (e
5 619 421

Man erhennt hier ohne werteres, dai 520,
wird Be: emiger Ubung gewinnt man m mcht zu komphzierten Fallen
also bex Fahtoren, die “5 und

“ ohne eigentliche Rechnung, etwa durch Fivuerung der Werte m
emem hnearen Zahlendiagramm, wie es von O Kroh in semer Schnit
beschrieben 15t Fur unser Beispiel kommt

619 421 520 + 99) (520 — 99) = 520® — 997 = 520° ~ (170 — 1)*
70 400 — 10 000 + 199 = 260 599

Diesc Durchuhrung der Subtrakton wgt dan auch ber der algebra-
1schen Addition mt ip , also mt
passenden Bezugszahlen gearbeitet wird Das z:el 1st 1n allen Fallen,
n emem Mimimum von Zeit einen Naherungswert des Resultats zu ge
wingen, an dem nur noch klewe Korrekturen anzubrngen sind zur
Festlegung des genauen Resultats

In dieser Hinsicht 1st das Rechenvertahren emn durchaus mathe
matisches 1m Gegensatz zu dem ublichen Verfahren des zitfernmaBigen
Ausmultiphzierens, das 1n erster Linie und mit dem gleichen Arbeits-
aufwand die unwesentlichen Endaiffern behandelt wie die wesentlichen
Vorderziffern  Peinlich genaues Rechnen aller Ziffern schutzt mcht
vor emem groben Fehler zum SchluB ber der Verknupfung der 1m Wert
uberwiegenden Linken Ziffern der Zahlen Die mathematische Methode
gibt sofort, und das ist von groBer Wichtigkeit einen Annaherungswert,
der die GroBenordnung des Produkts veranschaulicht wober grobe
Febler durch eme selbsttatige Kntik vermieden werden Die Her-
stellung des genauen durch die Korrek st
eme reizvolle Arbert, die kemne Ermudung aufkommen und oft eme
fast asthetische Wirkung entstehen laBt

6 743 819 = 781 — 38% = 609 961 — 1444 = 608 517

7 821 614 = 821 (600 - 14) = 492 600 + 11 494 = 504 094

8 882 512 = 882 (500 + 12) = 441000 — 12 900 — 12 18
= 451800 — 216 = 451584

v
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Hier batte man ber nchtiger Betrachtung der Aufgabe besser wie
folgt gerechnet
9 882=2 21* 5i12=2 16
P=2 2% 2 16 =(2 16 21)? = 672* = 451 584)
10 943 856 = (900 + 43) (900 — 44) = 930 — 900 — 1 — 43 44
= 810000 — 900 — 1892 08
Hier Iohnt sich wie folgt zu rechnen
1900

‘)43‘950*7—*77
943 856:(———-7 856 = 1900 428 — 7 856 = 42800 19
—7 856 = 813200 — >992 = 807200 + 8 = 807208
1853 746 = ("7 +3) 746 = 1700 373 +3 746

= 634100 + 2238 = 636338

12 647 926 = (650 — $) 926 = 22 926 —3 926 = 46300 13

—3 926 = 601900 — 3 1000 +13 74 = 599 122

Die Beispiele 11 und 12 lassen erkennen, wie durch kleme Trans
formationen der Faktoren die Rechnung oit sehr erlechtert wird

13 997 968 = (1000 — 3) (1000 — 32) = 1000 — 1000 (32 + 3)

+3 32=965096

Ber den Umformungen der Faktoren sind von grofem Nutzen die
Teilbarkextseigenschaften, die wir 1 Teil T betrachtet haben Treten
z B 1n emem Produkt eme Anzahi von Faktoren $ ¢, 7 auf, die sich
zu emer Telerfunktion ¢ = g* +4 also im nllgememnen ¢ = 10* -+ d
zusammenfassen lassen, so 1st p ¢ 7 =10* +d als e Faktor zu
wahlen, da es eme besonders emfache Multiphkation gestattet

Bessprele
767 493 = 13 sg 17 29 =13 29(17 59) =377 1003

2 868 72=7 124 4 1 13=124 4(7 11 13)
=496 1001 = 496 496

851 729 =123 37 27* =123 27(37 27) =621 999 =620379
1479 1173=129 $1 23 51 =17 51(3 23 20) = 867 2001
1734 867

FNRW

(1432 —6) 71 73=149 137 M1 73
=149 71 10001 = 10579 10001 = 105800579

20413 5183
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Beim schnthichen Rechnen wird man derartige Ablurzungen der
Arbert verhaltnismalig lexcht finden wahrend beun Kopirechnen an
spannende Arbert zum Erhennen der Faktorenzusammenhange erforder
lich 1t
Ich fuge noch emige Bespiele an, bei denen durch geschickte
e Rechnung werden kann

6 6667 39759 = (3 6667) ¥=2oom 13253 = 265073 253

7 Ber der Bestunmung der Quadrate sechsstelliger Zahlen kommt
e oft daraut an 1m doppelten Produkt die nchtige Faktorenfolge zu
finden

Ich schreibe die sechsstelige Zahl 1o der korm Z = 1000 # + v
und es st P =2 1000 % v in geeigneter Weise anzuordnen

7 458320 | P =2 1000 458 329

Die Zusammenfassung 2u = 2 329 = 658 gibt die bequeme Form

P =1000 458 638 = 1000 (558% — 100%)
8 P=3157 89271 =4 7 11 13 6867 = 68671001 41
= 0873 867 41 = 281 828 547

In vielen Fallen 1t es eme groBe Erleschterung ber der Multipli-
kation, wenn durch Abspaltung klemer Faktoren das Produkt die Form
erhalt P=uv hhfy .
wo die beiden wesentlichen Faktoren % und v sich bequem multipht
zeren lassen Hherfur gebe ich noch e Beisprel

147378 224307 =2 73689 3 73769
6 {5435 965 441 — 1600}
=6 5435063841 = 32615 783 046
Da 73729 von der Form 73k — 1 1st 50 wird 73 729? von der Form
73k +1, es laBt sich duich Reduktion mut 10% + 1 lexcht prufen

54 | 3596 | 5441
- s wm
3542 1899=2 13 73+1
3 4373 193696 3
10 43 734 393 696 = 131202 131 232 = 431 217% — 15
= 17217 %01 089

Derartige lassen sich berm micht leicht
erkennen, bnng:n aber auch da viel Erleichterung der Rechnung Auch
additive Ten de
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1279 971 = 279 (700 + 274) = 195 300 + (275% — 43)

195 300 + 75 609 = 270 909

2 462 968 = 462 (500 + 468) = 231000 + (4652 — 3%) = 447216

3 3438 8432 = 3438 (5000 + 3432) = 17 190 000 ~- (34352 — 3%)
= 17190 000 -+ 11 799 216 = 28 989 216

Die Darstellung ¥ v=1% (4 +3) lobnt sich naturhich mmer

am messten, wenn 4 emne Bezugszabl 1st mit der emnfach zu rechnen
und das Teilprodukt % v leicht bestimmbar 1st

§ 2. Potenzen und thre Endziffereigenschaiten.

Es 15t schon angedeutet worden, daB die Quadrate und allgemem
cie Potenzen mit geradem Exponenten besonders behandelt werden
~ollen

Ber dem \usrechnen von Potenzen bieten sich dic bekannten
Binomalformeln dar auf die 1ch mcht naher emgehen will kane Frage
soll dagegen hier etwas emngehender behandelt werden, das ist die nach
dem Zusammenhang zwischen den Endziffern von Grundzabl und
Poten, der wesentlich von der Grundzahl des Zahlensystems abhangt

Nach dem 1m Abschmitt I ztierten ersten Fermatschen Satz git
fur eme Pnmzahl $ und jede behebige Zahl 4 die Gleichung

*F—a=1p
Insbesondere gilt also

@—a=1l5
Der Pnmzahlexponent p kann von der Form = 4¢-+1 oder
p =4e+ 3 sem Sen zunachst p = 4¢ -1, so kommt

g —a@ )=k 5

Fur gerades a sieht man sofort die Teulbarkert der Differenz durch
2 5 =10 em, fur ungerades gt das glexche, da in diesem Falle
a** — 1 durch 2 teilbar 1st Es 1st also die Dufferenz der Potenz a**+*
und der Grundzah] & 1mmer durch 10 tellbar d b die Potenz a” = a**+*
und die Grundzahl @ stmmen m den Ewern, also in den Endamffern
uberem Ist der Exponent p=4e-+3 so gt die genau gleiche
SchluBweise fur die Differenz @***? — 43, so daB die Endzifer von
@**+3 mt der von a° uberemstimmt

Diese Kleme Uberlegung zeigt, daB das ewnfache Endaziffergesetz
dadurch zustande kommt, daB die halbe Grundzahl 5 unseres Zahlen-
systems eine Pnimezahl 1st und nur die beiden Klassen 47+ 1 und
4%+ 3 von Exponenten bedingt

Dic bier abgelertete Tatsache ist emn gutes Filfsmuttel beim Aus
mehen von ungeraden Wurzeln aus entsprechenden vollstandigen
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Fur. e=dnt1
ergibt sich die Endziffer der Wurzel durekt aus der der Potenz wahrend
fur Exponenten ¢ = 4 7 - 3 die Betrachtung der Endaiffer der Kuben
von 1 bis 9 genugt, um die Endamiffer der Wurzel zu bestimmen

Beaispiele Um Wurzeln mit Exponenten der Form ¢ =47 + 3
bequem ausziehen zu konnen, 15t es angebracht sich die 9 Endzffern
der 9 dntten Potenzen der emstelligen Zahlen einzupragen wozu das
folgende kleme Tafelchen vollkommen austeicht

=1 2¥=8 3 =27 £-64, 5'=125 6° 26, 7} =343
8 =512 9" =729

1 1229345007 Teilt man von rechts den Radikanden funistellg
ab so erkennt man daB die Wurzel eme zweistelige Zahl wird, da
die §2293 zwischen 4 (45 = 1024) und 5(>5 = 3125) Die Waurzel Legt
demnach zwischen 40 und 50, und sie wird wegen der Endaffer
bedingung fur den Exponenten 5, gleich 47, was man ber emmgem
Uberblich 1m Bruchtexl emer Sekunde feststellen kann

2 YH7470 ] 1139837 Es wird 57 = 78425 6 = 279936, also
hegt die Wurzel zwischen 50 und 60, und muB pach der Endziffer-
bedmgung = 53 werden Dre Abschatzung der Lage des Radikanden
zwischen den Potenzen der emstelhgen Zahlen erfordert eme etwas
muhsame Rechnung oder bedingt das angenaherte Einpragen eme
Rethe von Potenzen der emsteligen Zahlen Die Rechnung kann
Dbesser durchgefuhrt werden mut Hilfe der ganz oberflachlichen Kenntms
emiger Loganthmenwerte, wie das folgende Beispiel zeigen wird

3 J1104739 | 8519097 Der Radikand R = 1104739 8519097
hat 14 Stellen Sen Loganthmus wird (unter Forderung der Kenntmis
von log 41 = 1,04139 auf 2 Stellen) log R = 13,04 Der Loganth-
mus der Wurzel wird log o — - log R—186| Da log7 = 0,845,
log 8 = 0903, so liegt die Warzel zwischen 70 und 80 Die Endamiffer-
bedingung verlangt nach dem Hilfstafelchen der Kuben w = 73

Die Loganthmenmethode laBt sich naturhch sehr viel weiter aus-
dehnen als die Interpolationsverfahren, auberdem arbertet sie um vieles
scheller und hat den groBen Vorteil die Einpragung von viel Zahlen-
ballast gelernte Potenzen Zahlen) zu vermeiden
Im Teil TII wrd das L emgehend und
auf erheblich kompliziertere Aufgaben angewandt

Die loganthmische Abschatzung laBt besonders emfach erkennen,
daB das aus Potenzen mit
Exponenten lexchter wird Je groBer der Divisor des abgeschatzten
Radikandenloganthmus, desto wemger genau braucht dieser bekannt
2u sem, um eme hinreichend zuverlassige Eingrenzung des Wurzel-
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loganthmus zu schern  Dazu kommt was tn Teil [ schon gestreft
worden 1st, daB man be: solchen Exponenten kaum jemals uber zwes
stellige Wurzeln hinausgeht aus Scheu vor der Rechenarbeit beun
Potenzeren

Geht man bex der Potenzbildung von emer dreistelligen Grundzahl
aus, so wird das Verfahren sehr viel schwienger und es muB wirklich
uberlegt und gut gerechnet werden

Man wird nach diesen kurzen Ausfuhrungen meine Bemerkung 1n
Teil T verstehen daB man auf diesem Felde als Rechenkunstler”
glanzen kann ohne rechnen zu konnen Die Behauptung ist wahr so
paradox sic hingen mag, daB die Bestimmung der Quadratwurzel im
Kopt da 1t Esmacht Schwieng-
keit dret-, vier- funf- oder sechsstellige Zahlen zu quadnercn, so daB
fur das Resultat also die Quadratwurzel eine ganze Anzahl von Ziffern
2u bestimmen 1st

Der Bedeutung halber, die die Struktur der Quadratzahlen speziell
fur Fragen zahlentheoretischer Art hat, soll der nachste Abschmtt
uberschneben werden

§ 3. Die Struktur der Quadratzahlen.

Die hier zu der On sind
von der 10 unseres

Wir lesten die Resultate deswegen fur eme Grundzahl g =2¢
ab, wo ¢ ene beliebige ungerade Primzabl sein soll

Es wird dann g? = 4% 4 =2¢°

Ich betrachte die vier Zahlen

a<q* 2¢°—a, 2¢°4a g -a=4¢-a

Diese vier Zahlen hegen in emem Intervall (¢ g — 4] das klemer
als g2 1st was im gebrauchlichen Zahlensystem bedeutet, daB diese
vier Zahlen my, mq, my m, zwischen zwer Zahlen emngeschlossen sind
deren Differenz unter allen Umstanden unterhalb 100 hegt

Fur die vier entsprechenden Quadratzahlen ergibt sich

m;

a2
4g( g~ a)+at
4 ( ¢+ a)ra
=4q*(4¢*—24a) +a*

Da 4¢* = g* wird, so erkennt man, dafl dhe beiden letzten Stellen
der vier Quadratzablen m, mj, mi m} durch die Zahl a® bestmmt
werden, da alle Vielfachen von ¢* mindestens in die dnittletzte Stelle
fallen mussen 1m gewohnlichen dekadischen System Hunderter geben

mo=(2¢"— @)’ = 4¢* — 4g%a + &
m=2g¢tal= 4g +4giata
= (4¢* — a)? = 16¢* — 8q2a +
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Wir fassen dieses Ergebms so zusammen Sei 4 eme behiebige
ganze Zahl, se1 g = 2¢ die Grundzahl des Zahlensystems so gibt es
zwischen A und A=A +g* stets vier Zahlen m, —a<g?®

my=2¢" —a my=2q"+a, my=4¢" —a=g"—a deren Qua
dme in den beuden letsten Zifern uberemstimmen da sie durch a*
besimmt werden Im dekadischen System heiBt das

Ist a eme behebige ganze Zahl unter g% =5 =25 so0 haben
(50 — 2)2, (50 + @)* und (100 — @)? dieselben beiden letzten Ziffern
we a*

Betspuel
1 178=289 (50— 17)-=1332=1089 (50 -17)%= 67" = 4489
(100 — 17)* = 6880

2 137 =169 37-=1369 63 =3969, 87®= 7569

3 16% =256, 34~ = 1156 G66* =4356, 84 = 7056

Ich habe glech drer Beispiele hingeschneben, da diese emn ver-
schiedenes Verhalten zexgen das 1 vielen Fallen em Kntenum datur
abgibt ob eine Zahl Quadratzahl scin kann oder mcht Von Bedeutung
15t dabe: die dnttletzte Zuffer

Der Kurze halber wall ich fur das folgende vier 1n der angegebenen
Wese zusammengehonge Zahlen konjugierte Zahlen, oder eine Vierer-
gruppe nennen

Man sieht ber 17 und semen drei honjugierten Zahlen, daB die
dnttletste Ziffer die im tolgenden kurz mit Z, bezeichnet werden soll,
durchwegs gerade 1st, ber der 13-Gruppe (13, 37 63 87) 15t sie durch-
wegs ungerade wahrend ber 16 die muttleren Zahlen 34 und 66 der
Vierergruppe ein anderes Verhalten zeigen als das auBere Zahlenpaar
16 und 84 Das laBt sich naturlich lecht aus der Formel (¢ ?
=a'2ab+ 5 fur den Fall g—10=2 5 ableten, doch st
es fur die gelufige Anwendung dieser Tatsachen tast besser, wenn man
empinsch auf diese Exgenschaften aufmerksam geworden 1st

Basprde 1 Jemand verlangt die 147 526789 und behauptet,
deser Radikand se1 eme Quadratzahl, d h die Wurzel werde ganz-
zahhg Man kann thm seme falsche Rechnung unmittelbar nachweisen
indem man bemerkt, daB Quadrate mit dem Endkomplex 89, die nach
Beispiel 1 der 17 Gruppe angehoren, zur dnttletzsten Ziffer Z, not-
wendig eme gerade Zahl baben

2 Verlangt wird die 142693156 Man sieht sofort daB die Wurzel
zwischen 6500 und 6600 Legt, denn 65! = 4225, 66° = 4356 Die
Zifern 56 am Ende des Radikanden deuten auf die 16-Gruppe Da
die dnttletste Ziffer Z, ungerade 1st, so kommen von den vier mog
Iichen Zahlen 6516, 6534, 6566 6584 nur die beden mttleren in
Frage zwischen denen durch eme GroBenbetrachtung (Interpolation)
zu entscheiden 15t
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Man erkennt daB die fur das Qu
aus vollstandigen Quadraten micht unerheblich sind insofern als be-
stmmte Katenen zur Festlegung der nchtigen Wurzel anzuwenden sind
Die folgende emfache Betrachtung zeigt daB das Verbalten der
dnttletzten Ziffer Zy des Quadrats fur eme Vierergruppe (m, my,
my my) wesentlich davon abhangt, ob m, ungerade — 24 + 1 oder
gerade = 26 15t
Ich zeige wn Falle m, =25, daB em Wechsel der dnttletzten
Ziffer Zy der Quadratzahlen zwischen dem inneren Paar (m, mg) und
dem auBeren Paar (m,, my) der Gruppe (m, m; ms m,) autreten mu8
Es wird

myo==2b me=2g2—2b my=2¢"+2b, m=dg?—2b
Die Quadrate werden
45
(@g- -20% = 4gt—dg! 25440
(2¢*+2 4 +4¢ 2b 4405
— (4P — 28 = 164° — 8¢* 2b+ 48
Dafur honnen wir 1n lechter Umformung schresben

m = 4
mo=gi( gt —28) +45*
mo=gt( gt +28) 445,
mo=gtl2g2 +b) 2445
Diese Schrerbweise 1aBt unmuttelbar erkennen, daB zu m} be der
Bildung von 7, m3, m] Komponenten hinzutreten, die Vielfache von g?
sind, also erst 10 der dnttletzten Ziffer auftreten wie es nach unserer
Ableitung sein muB
Die Koeffizienten von g* sind 1n den drex Fallen

1 fur m ¢ —2b,
2, my 94 2k
3 m 2(2q-+0)

Beachtet man, dall ¢ ungerade 1t o wird g’ — 25 und ¢* | 25 un
gerade, wahrend der Koeffizient von g? 1m Falle von mj offenbar gerade
st Zu mi = 4b% dessen dnttletzte Ziffer Z, sen moge werden also
tur die Bidung von mi und m} ungerade dnttletste Ziffern addert,
s0 daB emn gerades Z, ungerade, emn ungerades Z, gerade wird, wahrend
fur m; emne gerade dnttletzte Ziffer addiert wird, die gerade Z, von M}
gerade ungerades Zy ungerade 1a6t Fur m und m} sind demnach
die dnttletsten Ziffern glexchzettig gerade oder ungerade
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Beisprel
1 81=64, (50— 8)?=42 =1764, (50 + 8)* =>8%=3364,
(100 — 8)? = 92* = 8464

2 18'=324, (50— 18)?=322=1024, (50+18)" = 68> =4624,
(100 — 18)2 = 822 = 6_724
Wir schheBen daraus Ist die Wurzel eme gerade Zahl, so kann
1hre Bestimmung durch das Verhalten der dnttletzten Ziffer des Qua-
drats verscharit werden

Besspiele zur der Qi aus
Quadraten.
1 V46144849 Die Wurzel aus 4614 hegt sehr nahe ber 68? = 4624
der Endkomplex des Radikanden (49) deutet auf dic 7 Gruppe (7
43,57 93) Die Wurzel wird auf Grund der GroBenabschatzung von
4614 sofort als 279_3 erkannt

2 Y3403 (5556 Es st 58% = 3364, 59°=3481 Der End
aifferkomplex 56 deutet auf die 16-Gruppe, so daB die Endzifferpaare
der Wurzel sein konnen 16, 34 = 50 — 16, 66 =<0 + 16, 84 = 100 — 16
Die ungerade Z, =5 1 Quadrat zeigt, daB nur 34 und 66 i Frage
kommen konnen Ein Blich auf die Lage von 3403 zwrschen 3364 = 582
und 3481 = 59* zeigt daB 34 zulassig st Die Wurzel wird also 5834

Man kann die auch rem
machen, indem man genau das Verfahren anwendet das die elementare
Bestimmung der Quadratwurzel lestet Einfacher bedient man sich
daber emer rohen Naherungsformel, die wr spiter bei nicht aufgehenden

in wieder antretfen werden Ist d em 1m Vergleich zu 4
lemer Wert so git die Entwichlung

JEEET B R

Denn es wird
ay 4 4y ay
()~ b as (50 (A=) = a5
Die Bedingung ;% klew gegen 1 1st aber immer erfullt wenn ich
die o} n zwer Komplexe abteile,
also n unserem Beispiel schretbe A* = 5800%, @ = Radihand = A*
Erganzend 1st zu bemerken, daB wir nur emne ganz rohe Abschatzung

brauchen, da die genaue Bestmmung der beden letaten Zuffern der
Waurzel unmttelbar aus dem Endziffergesetz folgt

Y3403[5556
— 3364

3955
ERE S

3955
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Die Warzel hegt in der Umgebung von 5830, sie muB also 5834
semn, da nur 34 und 66 als Endamfferpaate fur die Wurzel in Betracht
kommen

Man sicht an diesem Beispiel, daB die Bestimmung der Quadrat-
awurzel aus emer Q ber Kenntms der
der Quadrate rein rechnensch ewe sehr klene Arbett 1st, z2um wemgsten
immer dann, wenn die vier oder zwe: konjugierten Wurzeln der Vierer-
gruppe nicht zu dicht beiewnander liegen Dann wird die durch Inter-
polation vorzunehmende GroBenabschatzung 1mmer sehr emnfach, wie
das Bewsprel zeigt
Sie 1aBt aber auch erkennen, daB bei nahe zusammenbegenden
Werten der Zahlen m,, my, my, m, der Vierergruppe die Bestmmung
der Quadratwurzel schwieng wird, da die Interpolationsbetrachtung
micht mehr mit ewer roben Abschatzung abgetan werden kann
Ich setze fur diesen Fall m, = g3 —d wo d emme ganze Zahl 1st
Dann werden die dre anderen Zahlen der Gruppe s, =24% —a
=g¢'+d, m=2¢9"t+a=3¢"-d, m=4¢"-—a=3¢"+d
m, und m, enerseits und my nnd m, andererseits liegen nahe zusammen,
so daB auch die nahe be:
emander Legen  Beispiele mit Z'xh!:n aus dem gebrauchhichen dekad:
schen Zahlensystem mut ¢ =5 g2 = 25 werden die Betrachtung er
Jechtern
Es st g2 =25 Fur m, kommen dann die Werte 21 22, 23, 24,
fur my 29, 28, 27, 26 etwa in Betracht
Kntiche Werte-Wurzeln
m 21, 22 23, 24, 26 27 28 20
my 29, 28, 27 26 24, 23 22, 2
m 71, 72, 73 74, 76, 77 78, 79
79, 78, 77 76 74, 72 7

™y
Oder aber
m 1 2 3 4 5 6, 7
m 99, 98, 97 96 95 94 93
my 49, 48, 47 46 44 43
my 51, 52, 53 54 56 57
Man erhennt ohne weiteres daB die Hauptschwiengkeit fur die
Trenpung der benachbarten Paare fur die ungeraden Wurzelwerte be-
steht, wahrend die geraden Wurzeln durch die dnttletate Ziffer der
Quadratzahlen getrennt werden
Bessprele
1 Y4254]9529 Unmttelbar ergibt sich aus R = 4254 10¢, daB
die Wurzel zwischen 6500 und 6600 hegt Die Endziffern 29 des Radi-
kanden R zeigen, daB dic 23)-Gruppe (23 27 73, 77) fur die Wurzel
n Frage kommt, also dic Werte 6523, 6527, 6573, 6577 Die Lage
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des Radikanden Hauptwertes 4254 zwischen 652 = 4225 und 66% = 4356
zeigt sofort daB nur das Paar m, = 6523 m, = 6527 1n Frage kommen
kann Quadniert man 6523 nach der Formel (a — b) = a* + 2ab + b?,
<0 hommt allgemern (6500 + 5)* = 6500* +2 6500 b - b2

Da das doppelte Produkt 2 6500 & den Faktor 1000 hat so wer-
den dre drer letsten Ziffern der Quadratzahl von 1bm micht beenflust,
werden also emzig und allem durch b* beshmmt Da 23° =529,
27% = 729 1st so zeigt unser Radikand sofort, daB 6523 die gesuchte
Quadratwurzel 15t Die kleme Uberlegung zeigt, wie man in kntischen
Fallen zu verfahren hat Man setzt fur die Wurzel w = 4 + b, wo 4
eme Bezugszahl 1st, die em doppeltes Produkt 24 & hiefert mut emem
Faktor 10° wo ¢ =3 ist Dann werden die letzten drer Zffern des
Quadrats ur von 4* beemfluBt, die gegebene Quadratzahl (d h der
Radikand R) zeigt welcher der noch moglichen Werte fur & zu neh-
men 1t

Es muB sugegeben werden, daB ber diesem Beispiel die Sache m
sofern sebr ewfach lag als 6500 schon eme geeignete Bezugszahl war
und dadurch die Entscheidung durch em zweisteliges b nambch 23
getrotfen werden konnte Im allgemeinen wird b dreistellig sen

2 V6761|7729 Der Radikand-Hauptwert R = 6761 10% zexgt,
daB die Wurzel zwischen 8200 und 8300 hegt Da 82% = 6724
83% = 6889 1t, 50 hegt die Wurzel nahe bex 8200 Der Endkomplex 29
des Radikanden deutet auf die 23 Gruppe, so dall 8223, 8227 8273
8277 zunachst mogliche Wurzelwerte snd von denen die letzten helden
wegen der uber die
merkung ausscheiden  Es blerbt also zwlschen 8223 und 8227 zu e_nt
scheiden  Um uber die dnttletate Ziffer der Quadrate von 8223 und
8227 zu entscheiden, rechne ich die Quadrate von 223 und 227 von der
nachsthiegenden geeigneten Bezugszahl aus, die hier unmttelbar als
250 erkannt wird Der Dreterkomplex 729 des Radikanden zeigt daB
b=27 wird also fur die Wurzel w = 8000 + (250 — 27) = 8223
kommt Kurzer hatte man so schheSen kommen Da 27 =729, so
hann 2272 nicht den Endkomplex 729 haben, wie die Entwicklung von
(200 | 27)? sofort zeigt

3 Y7093 [0084 Der Radikanden-Hauptwert 7093 10 = R zeigt,
daB die Wurzel zwischen 8400 und 8500 hegt Der Endkomplex von R,
84, deutet auf die 22 Gruppe, so daB zunachst 8422, 8428, 8472, 8478
als moghche Wurzelwerte 1n Betracht kommen Da die Z, gerade 1st
(084), so kommen nur 8422, 8478 1n Frage, von denen der GroBenordnung
wegen (841 = 7056, R = 7093, 85* = 7225) 8478 sofort ausscheidet
Dempach 1st 8422 die gesuchte Wurzel Man kann auch umgekehrt
50 schlieBen 7093 zeigt, da nur das bet 8400 hiegende Paar 8422, 8428
i Betracht kommt 8428 wird wegen der Z, des Radikanden aus-
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geschieden so daB 8422 als Wurzel bletbt Van erkennt die Erletchterung
be1 geraden Wurzelwerten durch das Z, Kntenum, auf die wir fruher
schon hingewiesen haben

4 ¥35317092920 Der Radikanden Hauptwert R = 3531 108
scigt daB die Wurzel zwischen 59000 und 60000 Legt

Eine Klewne Naherungsrechnung aut Giund der Formel

Yasd—d+

zeigt, daB die Warzel zwischen den Grenzen 50400 und 39500 hegt,
so daB der 29 des wegen die
39423, 59427, 59473, 59477 in Frage hommt

Fur die dreselhgen Zablen 423, 427 473 477 1st 500 die ge-
gebene Bezugszabl (500 — 8)? = 5007 — 1000 b + b gbt fur alle
Werte b die letzten drer Zaffern des Quadrats allein durch 5

Da 23% =529 278 =729 73% = 5329, 77% = 5929, 5o haun fur
unseren Radikanden b nur glech 77 werden, d h 500 — 77 = 423
die dresstelige Zahl semn, so daB 59 423 die gesuchte Wurzel 15t

§ 4. Uber die Wahl der Bezugszahl.

Der Kern der Vlethode besteht dann, daB ber der Bidung der
Quadratzahl die Wurzel w = 4 + b so i zwe: Teile zerlegt wird daB
das Quadrat w® = R =A%+ 24 b+ m emer Rehe der letzten
Ziffern nur von b* abhangt Ist A so gewahlt, daB 24 & durch eme
Potenz der Grundzahl g’ mut (¢ > 2) tetlbar ist, 50 soll A eme Bezugs-
zahl genannt werden Man erkennt unmttelbar nebenbei, daB das
Produkt 2 4 b i diesem Falle besonders emfach zu berechnen 1st
Ich brauche kaum besonders zu bemerken daB die schnelle Berechnung
cmer Q) ganz von der Wahl der
Bezngszahl abhangt

Beisprel 6467° = (6500 — 33)2 = 6500 — 2 6500 33 + 33* Als
Bezugszahl A wird 6500 genommen, da 2 6500 = 13000 das doppelte
Produkt durch die Multiplikation zweier 7weistelligen Zahlen gewinnen
1aBt, zu denen der Faktor 10° hinzutntt

Man kann diese Betrachtung naturiich ebenso lexcht auf eme all
gememe Grundzahl g = 2¢ des Zahlensystems erstrecken, doch ist
damit fur unsere Beispiele mchts gewonnen Die richtige additive Zer-
legung der Faktoren spielt schon ber den emnfachsten Multiphkationen
eme veremnfachende und darum wichtige Rolle

Basprl 932 753 = 932 (750 +3) = 932 21000 + 932 3
=233+3 1000+3 1000 —3 68 = 701796
Rackic, Frans do Zbiosorns '
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Der Faktor 753 fordert zur Bildung exner Bezugszahl 4 = % 1000
eraus, um so mehr als der andere Faktor 932 sofort als durch 4 teibar
erkannt wird
Die Einzelrechnung wird dadurch anf kleme Werte beschrankt,
wahrend em Naherungswert des Produktes sofort gefunden wird Ber
groBeren Quadraten, etwa ber der Bestimmung des Quadrates emer
<echsstelligen Zahl, wird man 1m doppelten Produkt auBer dem Faktor
2 noch zwe: dreistellige Zahlen haben, und hier kommt es darauf an
die 2 mit dem geeigneten drexstelbgen Faktor zu verbinden

Bessprel

862 747F = (862000 + 747)* = 862* 10* + 2 747 862000 + 747
=862 10° + (1500 — 6) 862000 + 747"
—862* 108 + 3 1000 862000 — 6 862000 + 747

8624+ 108 + 3 10 862—6 862000 + 747
621 - 10° + 1293 10° — 51472000 + (750 — 3)*
43,044 10° -+ 1293 10° — 5472000 + 558009
44337 10° — 5172000 + 558009

= 744331828000 + 558009 = 744 332 386 009

Man verbindet die 2 mut 747, damit die Bezugszabl 3 1000 — 6 eat-
steht, mut der sich sehr bequem das Produkt 2 4 -  bilden 148t
Bex der Ausmnhmmg von Quadnken und 1n gleher Weise bes der
spielt die Bezugs-
zabl A m dzr Hmm-_m ane bsondem Rolle, als sie den Aufbau der
Quadratzahl aus den Summanden a?, 2 b, 5" erhennen und bex nchtig
gewahltem A moghchst emnfach darstellen und erkennen laBt Die
‘Waurzelbestimmung tritt hierber besonders klar als die mverse Operation
der Quadratberechnung bervor Wir werden ciese Bemerkung so zu-
sammenfassen Richtige, d h besonders leistungsfahige Quadrat
wurzelbestimmung wird dann bewirkt wenn die Zerlegung des Radi-
kanden R = A2 4+ 24 b + b® so ausgefuhrt wird, wie sie der besten
ber der der Qr entspricht
Fragen wir uns Jetzt, warum die Wurzelbestimmung aus entsprechenden
vollstandigen Potenzen in den meisten Fallen so muhelos durchfuhrbar
1st, 50 15t a.ugemmn 7u sagen, daB dues semen Grund dann hat, daB die
fur de

ene Potenz von bestmm-
tem zu sem, werden kann Das
gbt dien Weise die Endk le
von Radikand und Wurzel ‘wodurch bx
Grenzen fur die Lage der Wurzeln gefunden werden Besonders lecht
15t die fur groBen ber dem die Radi-

kanden der Wurzeln w, w +1, w + 2 gut 1sobert sind  Dann ge-
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nugt emme Klene Interpolation oder besser emne rohe loganthmusche
Abschatzung, um die nchtige Wurzel zu isoheren

Ber den Quadratwurzeln sind emnersents die Endmffereigenschaften
verwickelter, andererseits handelt es sich durchweg um die Bestmmung
emer Reihe von Ziffern fur die Wurzel Ber dem Ansatz w =4 + b
fur die Warzel kommt es darauf an, m der Formel ® = R = (4 + b)2
=A% 4245 1 5 das Glied b~ moglichst gut zu 1solieren, was durch
die geschickte Wahl der Bezugszahl A erreicht ward

Besspiele Kntische Falle konnen auftreten wenn die Quadrate
benachbarter Wurzeln in mehr als zwer Endaffern uberewstimmen, z B
1238 = 15129, 4279 = 16120, 3741 =137641, 3798 = 143 641,
6212 = 385641 629" — 395641 Man erkennt an den Beisprelen
sofort, um welche Zahlen es sich dabe: handelt Wir sehen, daB die
1n Frage kommenden Zahlen -vmmetnsch licgen um 125 =~ 5 1000,

250 =1 1000, 375~ 3 1000 500 =3 1000, 6253 1000

8
750 =2 1000, 875 =7 1000 Es fragt sich, wie man i solchen
Fallen zu verfahren hat, um die Wurzel zu bestimmen _

1 174356129 Der Hauptwert des Radikanden R = 7435 10¢
zeigt, dal8 die Wurzel zwischen 8600 und 8700 gelegen 1st Die End
affern des Radikanden zeigen, daB die 23-Gruppe fur die Wurzel n
Betracht kommt also die Vierergruppe 8623, 8627, 8673, 8677 Da
862 = 7396, 87* = 7569, so kommen nur 8623 und 8627 in Frage,
deren Quadrate wie der Ansatz 8623 = 8500 + 123 8627 — 8500 4 127
zeigt, 1n den dren letzten Ziffem uberemstimmen  Allgemern kommt
(8500 + B)* = 7225 10*+ 2 8500 b + 5% = 72250000 + 17000 b+ b*
Ist b irgendeme ungerade Zahl, so 15t 2 4 5= 17000 b emn ungerades
Vielfaches von 1000, o daB A? + 2 4 b gleichfalls ein ungerades Viel-
faches von 1000 wird Hat dann 4% emn ungerades Vielfaches von 1000
so wird die Tausenderstelle 1m Radikanden gerade, und ungerade,
sobald 5% emn gerades Vielfaches von 4000 hat Unser Radikand
R=174356129 zeigt, daB b* ewe ungerade Tausenderstelle hat, so
daB von den berden moglichen Werten von b 123, 127 mit 423 = 15 120
1272 = 16 129 nur 123 = b nichtig sein kann  Die Waurzel 1st demnach
w=8623 Zur Durchfuhrung emer derarugen Betrachtung beim
Kopfrechnen gehort naturhich e gutes Vorstellungsvermogen fur die
Zahlen, und emige Ubung be1 derartigen Betrachtungen gestalten diese
lecht und sicher

Da die kntischen Zahlen in der Umgebung von Zahlen der Form
B 1000+ & 1000 licgen, o kann man lexcht den Entschexd dadurch
bringen, daB man die Symmetnezahl der Wurzeln, mn unserem Falle

i
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also % = 8625, quadnert und zusieht, ob der Radikand R unterhalb
oder oberhalb von * hegt, das nach Lage der Sache immer besonders
lexcht bestimmbar 1st, 7 B wird hier

8625- = (8000 ~ 3 1000)°

= 64000000+ 2 5000000 + 625 = 74 000000 - 390 625
so daB 8623 = w sotort s die richtige Wurzel aus R — 74356 129
erkannt -

2 Y1216 12[6 129  Die Betrachtung des Radikanden-Haypt-
wertes R = 121612 10* zeigt nach kurzer Interpolationsrechnung da8
die Wurzel zwischen 34800 und 34900 Legt Da weiter 3482 = 121104
349* = 121 804, so werden von der durch den Endkomplex 29 des
Radikanden bedingten 23-Vierergruppe 34 823, 34 827 34873, 34 877
due ersten beiden Werte aus Grunden der GroBenordnung ausgeschueden,
50 daB zwischen 34 873 und 34 877 zu entscheiden 15t

Als Bezugszahl bietet sich unmittelbar 4 = 35000 dar Wester
hat, da b ungerade 15t (35000 — 5)2 =1225 10° — 70000 b+ 5* nur
dann eme gerade Tausenderaffer sobald 5 eme solche hat Es muB
also b = 127 werden, da 127° = 16129, wahrend 123% = 15129 st
Die Wurzel st also @ = 35 000 — 127 = 34 873 -

Man wird auch ner mit Leichtigkert den zweiten Weg geben konnen,
indem man die Symmetnezahl ® = 35000 — 3 1000 quadnert und
zusieht, wie der Radikand zu dem leicht bestmmbaren Quadrat ge-

legen 1st
Es kommt

(35000 — & 1000)’'= 1225 108 — 2 108 4 15 625

= 1216250000 + 15625,

womit die Frage ohne Vluhe zugunsten von 35875 — d = 34873 ent-
schieden 1st

3 Y4175 77[3 641 Der Radikanden-Hauptwert R = 417577 10*
zeigt daB cie Wurzel zwischen 64600 und 64 700 gelegen 1t Da
weiter 646° = 4«7316 5471 = 418609, so kommt von der durch
den 4 d bedingten Vi 64621,
64629 64671 64679 nur das klemnere Paar 64621, 64629 in Frage
Als Bezugszahl wahle ich A = 64500, so daB (4 + d)* = 64 500
+2 645004 +4d? = 64 500" + 1200004 + 4* wird Hier tntt die
weitere Schwiengkeit auf, daBl 1212 = 14641, 129* = 16 641, so daB
die bisher als Kntenum verwendete Entscheidung mut der Tausender-
zffer des Radikanden micht mehr stand halt Es laBt sich auch her
eme scharferc Entscheidung finden, die aber fur das Kopfrechnen etwas
muhsam wird, da sie rubige Uberlegung erfordert Die Symmetnezahl
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1t = 64625 = 64000 + 3 1000 Das Quadrat bestmmt sich

ungemein enfach, denn es kommt 646257 = 642 10° — 80 108 + 625
= (4096 + 80) 10° + 390625 = 4176 10° +  so daB die Ent
scheidung fur 64 621 fallt Der Vergleich des Radikanden mit dem
Quadrat der 15t unter allen Umstand und
erfordert nur eme kaum ins Gewacht fallende Zwischenrechnung, so daB
dieser Weg zur allgemeinen Anwendung empfoblen werden hann Die
kntischen Gebiete lLegen um die als Symmetnezahlen bezeichneten

Werte @ = 4 1000 < & 1000 herum  Es hegt einc Art ausglerchen

der Gerechtigkeit dann dall die Quadrate der Symmetnezahlen, die
wir zur Entscheidung uber die Wurzel brauchen, auBerordentiich leicht
bestimmbar sind  Ich fuge die zweite Entscheidung uber die Waurzel
bey, die sich auf die Struktur des Radikanden stutzt Ich gehe von den
beiden zunachst moglchen Wurzelwerten 64 621 und 64 629 aus, die
ach nach der Formel (64500 + ¢)* = 64500% + 120000 ¢ — ¢? ms
Quadrat erhebe, wober ¢ eme ungerade Zahl der Form 4 + 1 it
die fure = 121 und £ = 129 @it Es ward (64'/, 1000)® = 4160/, * 10°
also enthalt es aufler dem ganzzahhigen Vielfachen von 10¢ noch den
Restbetrag !f, 10° =250000 FHimzu tntt das doppelte Produkt
120000 ¢=129000 (4% +1) = (4m 1) 1000 so daB da 250
eme Zahl der Form 4m + 2 ist, die Summe = (4% + 3) 1000 wird

Da der Tausenderkoeffizient 1m Radikanden R = 773 also von
der Form 4% 1 1st, so folgt als Bedingung daB der Tausenderkoeifi
zient von ¢? von der Form 4 & + 2 und mcht von der Form 4 & sem
muB  Damut st klar entschieden, daB ¢ = 121 mit ¢* = 14 641 und
nicht ¢ =129 mit e? =16 641 werden muS Beim schnellen Kopi-
rechnen erscheint es mcht immer moghch eme derartige Uberlegung
durchzufubren, und deswegen habe 1ch auf die Betrachtung des Qua-
drates der als emer zweckmal:

Vom aus sind naturlich
die Betrachtungen vorzuziehen, die sich auf die Struktur des Radi-
kanden und die daraus folgenden Bedimgungen fur die Wurzel stutzen,
zumal dieser Schlufi bei anderen Untersuchungen z B ber der Be
stmmung der Primfaktoren der ganzen Zahlen mit Erfolg angewandt
werden kann In vielen Fillen 1st es zweckmafig, emne Faktoreneigen-
schait der Wurzel 1m Radikanden aufzusuchen die sich naturhch m
der angenommenen Wurzel wiederfinden muB falls diese nchtg st

4 Y602936[7201 Der Radikanden-Hauptwert R — 602936 10¢
zeigt, daB die Wurzel zwischen 77600 und 77700 Legt Da
776% = 602176, 7772 =603 729 1st, so muB die Wurzel in der Mitte des
Intervalls hegen Von der aus dem Endkomplex 01 des Radikanden
folgenden Vierergruppe 77601 77649, 77651, 77699 kommt also
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nor das muttlere Paar 77 649 77 651 1n Betracht Die im Tl I aus-
emmandergesetzte Probe mit 7 11, 13 zeigt daB 77 649 durch 11 und 13,
77 651 durch 7 tebar st
Ich fubre die gleiche Probe fur den Radikanden durch
6] 029 | 367 | 201
6 — 23 —34

23 344 143 =11 13
Die emnfache Probe zeigt daB w = 77 649 die nchtige Quadratwarzel 1st

§ 5. Neunerprobe und andere Kontrollmethoden fur die

Multiplikation.
Das letzte Beispiel weist darauf hin i welcher Weise man die
bekannte ber der die

erganzen und verscharfen kann um die nun nur notwendige Bedingung
zu moghchst hinreichenden Bedingungen auszubauen Die sehr nutz-
liche Neunerprobe die in fruheren Zeiten auch m der Volksschule
gelehrt wurde st fast ganz in Vergessenhelt geraten sertdem die an-
gehenden Lehrer sie mcht mehr anf dem Sermnar lernen
Es seien z, und z, zwe: behiebige ganze Zahlen die multiphzert

werden sollen  Jede ganze Zahl kann man offenbar Aarstellen als emn
Vielfaches von 9 plus emnem Rest 7, der die Werte 0 1 2, 3 8
annehmen kann Ich kann demnach schreiben

H=9 @itn, B=9qp+n
wo g, und g, ganze Zahlen sind Das Produkt P wird dann
Pez =0 a+1)00+7 =9 a6 19rRat+na)+n
Man erkennt sofort, daB P em Vielfaches von 9 1st plus emem Rest 7
der gleich dem Produkt der Reste 7, und r, 15t Die Bedingung 7 = 7, 7,
mufl das Produkt motwendsgerwesse erfullen so dal eine molwendsge
Bedsngung fur das Produkt gewonnen ist

Bess,
4873 5138 = (5000 — 127) (5000 - 138)

= 5000 -+ 5000 (138 — 127) — 138 127

= 25000000 + 55 000 — 47 526 = 25 037 474
Die Neunerreste werden nach dem aus den Anfapgsgrunden bekannten
Teulbarkertsgesetz durch 9 dadurch gefunden, daB man die Quersumme
bidet Das gibt in unserem Falle
L8473 -2=2 944, alo
T1+3L8=17=1 9+8 also
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woraus folgt, daB 7 der Neunerwert von P sem mu8
r=rrn=4 8=32=

Zahlt man am Produkt ab so kommt
P=24S 4347 H4FT4=02=3 94>

Unser Produkt P erfullt demnach die nutwendige Bedingung der
Neunerprobe  Zur Technik dieser Probe mache ich noch die fast selbst-
verstandliche Bemerkung, daBB man die enzig in Betracht hommenden
Hewnsten Reste 7, r_ und 7 nach 9 durch geschickte Zusammenfassung
ber der Bildung der Quersummen sehr leicht finden kann ohne noch
emmal nach 9 reduzieren zu mussen

Eswarr, =4 + 8+ 7 — 3 Mansehtsofort,daBd | 7 |3 — 18
15t und weggelassen werden hann, sodaBr, = 4wird 7,=5+1— 3 +8
esist 5 +1 43 =0, kann also weggelassen werden was 7, = b er
gibt P=25037474 es wird 2+7=9, 3+ 7+4+4=18
also 7=3 Uberall kommt es darauf an, die Kontrollrechnung so
sicher als moghch und sebr rasch durchzufuhren, was ber geschickter
Reduktion, die ber eger Ubung eme mubelose Arbert wird immer
erreichbar 1st

Die Neunerprobe gibt naturhich keme hnveschende Bedingung tur
die Richtigkert der Rechnung, denn jeder Fehler der die Rechnung
um em Vielfaches von 9 verandert, bleibt unbemerkt Verbindet man
mit dieser Probe etne entsprechende due sich auf emen anderen Faktor
stutat, so wird die Wahrschernlichkert richtiger Rechnung bes Erfullung
beider Proben sehr erhoht Der Neunerprobe analoge Proben bieten
sich sofort dar, wean wir unsere in I ausenandergesetzten Teilbar-
kextseigenschaiten fur andere Pnmzahlen heranzichen, z B die Gruppe
7. 14, 13 oder 37

Basprde 159763 86537

2) Neunerprobe 7, =3

5171710734
2 r=6, was vom Resultat er

) Dretzehnerprobe

59 | 763 86 | 597
=59 —%
704 =050 — 34 | R, =2 451 =390+ 61 | Ry=+9

R=29=18=+3
P—-s5 | 171 ' 710 | 731
=5 166 o
166 544 187=14 134 >=R
Naturhch st das Prinzip ber 13 dasselbe wie ber 9 nur die Rest-
bestimmung st so durchzufuhren, wie war es 1 Teil 1 hennengelernt
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haben Geschickte Reduktion st lexcht moghch, sobald man emmger-
maBen das Einmaleins mt 13 1m Kopfe hat Da die Operationen mit
den Resten nach 9 und nach 13 vollkommen unabhangig vonernander
vor sich gehen, so kommt dem Resultat ein hoher Grad von GewiBhext
zu sobald beide Proben erfullt sind Bei umfangreichen Zahlenrech-
nungen schemt es die Muhe zu lohnen, wenn man beide Proben durch-
fubrt Doch vard es genugen, wenn man esne Probe durchfuhrt, sobald
diese auf emne mcht zu kleine Primzahl gegrundet 15t Dazu exgnet sich
am besten 37
Berspiel mut der 37-Probe

2 P = 751829 587638 = 441 803 289 902
751 | 829 587 | 638
+ 751 +32 28
1580 32
—2 777 | 1554 Ry=+ 4
R =26

) R =26 4=104=2 37+ 30

P=a4t | 803 280 | 902
4+ 416
1244 312 018 =888 + 30
-0 T -
-

i k=0
=23 3

§ 6. Einleitende Bemerkungen uber die
Primfaktorenzerlegung.

En Kaputel fur sich bilden die Aufgaben der Pnmfaktorenzerlegung
sechssteliger Zahlen Wie fur manche grundlegenden Zahlenprobleme
gibt es kemen bestmmten Satz, keine abgeschlossene Theone die mit
Hilfe von Kmtenen es erlaubt den Primzahl- bzw den Zerlegungs-
charahter ewrer ganzen Zabl festzustellen Man 1st, wie es bex zahlen-
theoretischen Fragen oft vorhommt, auf das Probieren angewiesen
Die Zahlenwissenschaft zeigt m manchen Teilgebieten das Geprage
emer Expenmentalwissenschait, und es bangt wobl damit zusammen,
daB eme gute Beherrschung des Zablengebietes nur durch unermud
liches Studseren, durch die immer wieder neu aufgenommene Losung
von Zahlenaufgaben gewonnen werden kann

Konnen wir uns ber der Bestimmung der Pnmfaktoren einer ganzen
Zahl auch mcht auf eme 10 sich abgeschlossene Methode stutzen so
gibt es doch emige zahlentheoretische Satze, die uns die Aufgabe sehr
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erleschtern, sobald ste 1n der nchtigen Weise angewandt werden Da
neben ergibt sich daB die genaue Kenntmus der Struktur der Quadrat-
zahlen die Losung solcher Aufgaben ganz besonders fordert

Diese Tatsache 15t der Grund dafur, daB wir uns mt der Straktur
der Quadratzahlen 1m Rabmen dieser referierenden Arbert etwas reich
Ich emgebend beschaitigt haben

Die zahlentheoretischen Satze, auf die wir unsere Betrachtung zu
grunden haben, gehoren der elementaren Zahlentheorie an dem Gebuete.
der quadratischen Formen mit ganzen rationalen Koeffizienten wenn-
gleich we allgemem m der Theone des quadratischen Zahlkorpers
wurzeln

Fur die Frage der Pnmfaktorenzerlegung der ganzen Zahlen kommt
es wesenthch auf zwer besonders emfache Formen zweiten Grades an
e mit /, und /, bezeichnet werden und Hauptformen genannt werden
sollen

Es wird

h=w—v =Wt

Die Betrachtung der 7, fur unsere Zweche der Faktorenzerlegung
ist unmittelbar emleuchtend Hat man fur die zu zerlegende Zahl A
eme Darstellung getunden A = f, = %? — %, so git die Zerlegung

= (1) (—v) und die Aufgabe 1t gelost Um die Bedentung

der f,=? -+ vt festzulegen, mussen wir emge grundlegende Sitze
der Zahlentheone anfuhren, die uns bex der Losung unserer Aufgabe
von Nutzen sind

1 Fur das folgende wird angenommen daB die Zahl A keme
quadratischen Faktoren hat, also kemne Darstellung gilt A =g? b

2 Fur die Pnmiaktoren p, #, usw sind zwer Klassen zu unter-
scheden, die zeigen,
worauf wir im Teil I schon haben ber der U
der K® = 2% 41
an+1
an+3

Die ) haben die Zahl —1 zum quadratischen Rest, die U0
haben — 1 zum quadratischen Nichtrest Damit hangt eng zusammen
der auf Euler Satz, daB eme Pnmzahl
81 = 4 + 1 stets auf exne und nur auf eme Weise 1n die Summe zweier
Quadratzahlen zerlegt werden hann ') = w3 + o?

Fur Zahlen 0 gilt eme solche Zerlegung mcht

Da wengstens emnc der Zahlen w, v der Zerlcgung P = 2 + v*
unterhalb uner Grenze legt, die von der GroBenordnung yp 1st, wie
aus der Theone der quadratischen Reste folgt, so 1st der Prmzahl-
charakter ewer Zahl #(7 leicht festzustellen

3 Allgemein git der Satz von Gauf




58 Zweiter Abschmtt

Zerlegungen A — u? - tigelten nur, wenn 4 = py popy, =11,
wo die p, behebige Prmzahlen der Form 47 + 1 sind und I7 em Pro-
duktzeichen bedeutet A =p,pops  pp 1 i Ist k die Anzahl
dieser Primfaktoren, so 1st es auf 2¢ ! Arten moghch, die Zahl 4
darzustellen 1n der Form 4 = «? +v® Der Eulersche Satz uber die
Primzahl 47 + 1 = $ folgt aus diesem allgemeinen Satz sofort wenn
man & =1 setst, was 2£-1 = 1 zur Folge hat Wae der Gaup Eulersche
Satz benutzt werden kann, um den Pnmzahlcharakter emner Zahl fest-
zustellen, soll das folgende klene Beispiel zeigen

Es st 4 =3581 Man wird lecht feststellen, daB Zahlen mut
dem Endzifferkomplex 81 nur so 1n die Summe zweier Quadrate zerlegt
werden konnen daf dic Endkomplexe der Quadrate 00 und 81 oder
56 und 25 sind

Da gewssse Eigenschaften der aut 25 endenden Quadratzahlen
immer wieder gebraucht werden so seien sie hier zussmmengestellt

1 Fur alle auf 25 endigenden Quadratzahlen st die dnttletate
Ziffer gerade  Z, = 21

2 Die Z; kann nte 4 oder § sem

Es wird

(10D + 5)*=10056* + 1006 + 25 = 100(b* + b) — 25 = 1006 (b +1) - 25
Da von den in der Zahlenrethe aufeinander folgenden Faktoren & und
& + 1 ewner wmmer gerade sem muB, so 15t der Faktor von 100 gerade,
wie es n 1 bebauptet worden 1st Ware die dnttletzte Ziffer des Qua-
drats eme 4, 50 galte

100 6* — 100 b + 25 = 100 (10¢ + 4) + 25,
oder es muBte

5+ b=10c —4 oder aber 5+ b—4=10¢c

Nun st b* 4 b — 4 ummer durch 2 telbar dagegen #se durch §
was sich durch Emnsetzen der Restzahlen von 5 0, 1, 2 3, 4 1n die
Funktion b? + b — 4 lecht ergibt Denn es ward

b= 0, 1 2, 3 4,

B4b-d4=—4, —2 T2 8 16
Das glexche gilt fur die Funktion 4% - 5 — 8, wormit die Bebauptung 2
bewesen 15t Nach diesem Exkurs gehe ich zu dem emtachen Beispel
A = 3581 zuruck  Es kann nach dem truher Bemerkten 3581 = u? + v*
sewn, wenn % = 10%, und v eme Zahl der Gruppe 9 41, 59, 91 1st,
fur die %* auf 00 und v? auf 81 endigt Da alle Quadratzahlen des End-
komplexes 81 als Z, ene gerade Zahl haben so muB ! eme ungerade
Z, haben, d h % muB der Rethe (2& 1) 10 angehoren u = 10
ergibt sofort, v® == 3481 alsov = 59, womt eune Zerlegung 4 — u* + v?
gefunden st v =9, »® =81 gbt u?=3500, v =41, v? = 1681,
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%' =1900, also beide keme ratonale Losung, wahrend v=91,
? = 8281 den Wert von A schon ubersteigt Es blesbt also noch die
Moghchkeit emer Losung mit den Quadrat-Endkomplexen 56
und 25 zu untersuchen Da die Z, der Quadrate anf 25 mmer
gerade 15t, S0 muB die Z, der Quadrate auf 56 ungerade sem d h
es hommt aus der zu »6 gehongen), Vierergruppe 16 34, 66, 84
nur das muttlere Paar n Betracht

Es wird 66% = 4356 bereits groBer als 4, wahrend 34° = 1156
e v hefert mt emem Endkomplex 425 der nach der Feststellung (2)
unmoglich 15t 3581 hat nur eme Zerlegung A = u? - v® es st also
Primzahl

1 d4=7592+40 | u=59

2 4 = 5081 v=410

Von der zu 56 gehongen Gruppe 16, 34 66, 84 kommt jetat
nur das auBere Paar n Betracht da das muttlere fur die mogliche
Quadratzahl auf 25 eine ungerade Z, heferte AuBerdem 15t 84? = 7056
grofer als A so daB nur noch 16 = 256 m Frage kommt das emne
unmoghche Komplexendung 925 ergibt 5081 wird = 59* 4 40%
eme weitere Zerlegung 4 = u? + 2 1st als unmoghch nachgewiesen
womit 5081 als Pnmzahl festgestellt ist

3 4=16369 Der Komplex 69 kann durch die Zusammensetzung
der beden Quadratendungen 69 00 oder 44 und 25
entstehen, wie denn allgemein die Tatsache zu Recht besteht dal
jede Zahl 4 deren zweisteliger Endkomplex ewne mégliche Quadrat-
endaiffer 1st, auf zwer Arten in die Summe von zwe: Quadratendkom-
plexen zerlegbar 15t Nach dem Vorigen bemerken wir sofort daB be
der Zerlegung 44 -+ 25 wegen der geraden Z; von 25 die
Z, von 44 ungerade sem muB d h die dem Endkomplex 44
zugeordnete Vierergruppe (12, 38, 62, 88) kann nur mit dem auGeren
Paar (12, 88) n Frage kommen Man erkennt be: 4 = 16 369 sofort
die eme Zerlegung 12769 - 3600 = A = 113? + 60° Dre zweite
Moghchkest st zu untersuchen fur v =12 88 112 v* = 144, 7744,
12544 Diesen Werten »? entsprechen Werte 4 — v® 16225, 7625,
3825, die keme Quadrate snd AuBer 4 = 16369 = 143% + 60!
15t keme Zerlegung A = u* + o* moglich, d h 16369 15t Primazhl

Ich wahle noch emn Beispiel emer Zahl 4 die keme mogliche Qua-
dratendaiffer hat A4 = 5477 Die Endziffer 7 der Zahl .{ kann zu-
stande kommen, durch die Addiion zweier Quadrate ? und of die
auf 6 und 1 endigen Man hat es also Jetst mit emer weit groBeren
Rethe von Moglichkeiten als vorher zu tun, so daB die Bestmmung
der Zerlegungseigenschaft der Zahl A sehr erschwert erschemt

Diesern Ubelstand helfen wir durch einen mathematischen Kunst
gnéf ab
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1 Es git die Identitat 24 = (w+9)*+ (v —ou)¢ sobald

A =ut 215t Oder umgekebrt Ist gefunden 24 =2 +3° so
XL\ [x—

wed 4= (=) + (73

2 Bilde 1ch aus 4 = 5477 24 =10954 50 zeigt sich, daB 2.4
nur auf esme Art n die Summe von zwe Quadratendkompiexen zerlegt
werden kann, da 54 nur durch die Addiion 20+ - 25 zustande
kommen kann

Dieses Ergebms gilt ganz allgememn tur jede Zahl A der vorhun
festgesetzten Beschaffenheit Wir mussen, um die vorhin angewandte
Ausscheidungsmethode wieder gut benutzen zu konnen allerdings mit
der doppelten Zahl 2 4 arberten, haben dafur aber statt zwe: Gruppen
von Moglichkeiten nur noch eme zu untersuchen

Esist 24 = 10954 Ich bilde die Vierergruppe (23 27 73 77)
1233 = 15 129 15t schon groBer als 24 Es wird 232 = 529 24 — 23*
=10425  (Z, =4 1st unmoghch) 272 =720 24 — 272 = 10225
das kemne Quadratzahl 1st, da 10201 = 104% wird  77% = 5929 Lefert
2A — 77% = 5025, das kewme Quadratzahl wird da 70% = 4900,
75% = 5625 1st

Endlich kommt fur # =73, #* = 5329, 24 — u? == 5625 = 75 = v~

Es wird 24 = 10954 = 75* -+ 73%, also nach der allgemeinen
Formel .,

A =iz = (B30 4 (25 B) < gm oy 1

Da nun diese eme Zerlegung A = u* 4 v? ewstert, 50 15t 5477 als
Primzahl erkannt

2 A=09473 24 =18946 D Endung 46 kann nur durch
die Addition der beden Endkomplexe 21 25 von Quadraten
entstehen 21 entspricht der 41 Gruppe, also die Rethe 11 39,
61 89, 111, 139 = 19321 15t grofer als 24 Die Quadrate v
werden 121, 1521 3721, 7921, 12321, die Reste 24 — v* werden
also 18825 17425, 15 225, 11 025, 6625

18825 und 17425 scheden sofort aus, da de Z, =4 4, =8
me Quadratzahlen entsprechen konnen 15 225 15t kewe Quadratzahl,
da 125 = 15625 st Es wird 11025 = 105? wahrend 6625 kemne
Quadratzahl 1st Also kommt 24 = 89% 4+ 105%, A =97+ 87
Da dies die emzg moghche Zerlegung A = u? + v¥ 1st, so wird
A = 9473 = 97* 4 8 Pnmzahl

Dre hier an Beispielen durchgefuhrte Art der Untersuchung zeigt,
dnB die uber den sich fur die Zahlen

A =4n+1 verhaltmsmaBig rasch ausfuhren laBt, sobe.ld man die

Methoden der moghchen
und rasch entscheiden kann, ob eme Zahl A — v oder 2 A — v? Qua-
dratzahl semn kann oder micht Daber konnen wir uns ganz auf das
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stutzen, was wir uber die Struktur der Quadratzahlen bereits ausgefuhrt
‘haben
Beim schnfthchen Rechnen wird eine Quadrattabelle gute Dienste

lessten Fur den bedeutet die mcht
2u kleiner Zahlen emnen Hohepunkt der Leistung, da Ged,mhrms Kom
bination und Uberlegung usammen

wirken mussen, um emn Resultat 7u erzielen Das wird slch spater her
der Beschmb\mg cines groBeren Beispuels zeigen
der

soll die Zerlegung
der m Vartrng gegebenen sechsstelligen Zahlen 1 Primzahlen aus-
gefuhrt werden, wober sich weitere Hilfsmittel emstellen werden

1164009

Die Anwendung des EwlerGaufischen Satzes uber e Zerlegung
4 = ! + ? kann 1n vielen Fallen dazu dienen die Art der Primteiler
von A zu erkennen Sobald eme Zetlegung 4 = u? + 1* gefunden 1st
steht fest, daB 4 nur Pnmteiler der Form 47 + 1 haben kann Dabes
1st vorausgesetzt, daB A —u* v eme egentliche oder primalsve
Zerlegung 1st was darauf hinauskommt, daB % und v ohne gememnsamen
Teiler sind  Diese Festsetzung deckt sich mit der fruher getroffenen
daB A kemen quadratischen Teuer haben soll Ber der Losung von
Aufgaben kann das Verfahren der Quadratsummen ein guter Wegwesser
sein zum raschen Finden emmer Zerlegungsmethode Werden rasch zwe:
verschiedene Losungen getunden, 4 =u!+0® und A =z -yt
5o buetet sich die Aufgabe dar eme Verbindung zwischen d.\esen berden
additiven D: und der —pqm
finden Drese Verbndung wird, wie spater ausgefuhst werd.en soll
1n sehr emfacher Weise durch den Zahlkorper der magmaren Emhert
k(y’:?) = k{s) hergestellt In den mesten Fallen wird die Zerlegung

A=p g durch die Darstellung A = w! — o* gewonnen

1 Ber der U der emer Darstell
4=~ oder A +v?=u’ tntt die Beurtellung, ob eme Zahl
Quadratzahl semn kann oder micht, wieder m den Vhttelpunkt der Be
trachtung so daB wir auch weiterhm die Ausfuhrungen uber die Struktur
der Quadratzahlen werden sehr gut gebrauchen konnen

2 Es sa C die der 1m allgememen srrationalen Quadratwurzel aus
der zu untersuchenden Zahl . zunachst gelegene ganze Zahl Ist
A=p g so hann ich setzen p=C+d, g=C—¢ i=p ¢
=C?*+(@d—¢9C—de Fur de Darstellung 4 = u? —v? kommt
dana

?+( 4

dve
2

v=

Man erkennt sofort, daB die Darstellung
amwwm )
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um so schneller gewonnen wird, Je klemner v = 45
wenger die beiden Pmiaktoren p und g von der Zahl C ~y4 ab-
weichen Nehme ich den entgegengesetzten Fall daB $ groB gegen C,
p=n C alsog kem gegen C, g = C so muB man die Quadrat-
ufferenzformel A = u? — u? fur viele Werte %, v durchrechnen Das
zeigt am besten die Betrachtung des Grenzfalls da 1 Primzahl ist
A=p 1—A 1, wo die Darstellung wird
441 11—
4:u’—v*=(~1—} -4
Ber der U der der D A=w—2
baw w = A + v* hat man bis v
wienge Arbeit 1st, ber der man Rechenfehlern ausgesetat ist
War werden sagen Ist 4 = p-g und sind $ und ¢ wenig vonemn-
ander verschieden, so daB 237 klem gegen Covy¥ 1st, so st die
Drfferenzformel 4 = — v* mt groBem Erfolg anzuwenden Ist da-
gegen ewer der Faktoren p ¢ groB gegen /A der andere hlein gegen Y4,
so macht die Darstellung d = u? — o* sehr viel Arbext, und es lohnt
sich, den klemen Faktor ¢ durch Probieren zu finden, was nach unseren
fruheren uber lexcht
ausfuhrbar 15t
Im allgememen kommt es darauf an, die von den beiden Grenz-
fallen Methoden m
mut emem Mymmum von Arbert Erfolg zu haben
1 A=71201 Die Telermethode gibt sofort A =13 5477
Die Darstellung 4 = * — 2 ergibt
5477 + 13\? 5477 —1
4=y

— ! 7u gehen, was emne sehr lang-

2745% — 2732%

und erimdm eme muhselige Arbert

Im allgemewmen hat man so vorzugehen, daB man zunachst bis
zu ewner gewissen Grenze 5 die Tenlerm:ﬂwde anwendet, also cie zu

Zahl 4 auf die durch alle Prmzahlen unter-
sucht, die unterhalb $ hegen Dann bestmmt man die Grenze fur v
und sucht dre Darstellung #? — v* auf Man hat dann emen Uberblick
uber die durchzutuhrende Arbeit, die man sich moghchst zweckmabig
emnchten wird
2 A = 814733 ergibt

4 =903® — 26" = (903 + 26) (903 — 26) = 929- 877
Ber t der der Q
sind derartige Aufgaben sehr rasch losbar Das laBt sich quantitatv
so susammenfassen Es set A — $-¢, und es ser auf alle Prmteller
#1 b, . pa untersucht, die unterhalb w hegen, d h 4 hat kewen
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Teuler (auBer dem selbstverstandiichen Teiler 4), der Klermer als w 1st,
dana git folgendes

und damut 15t ene Grenge fur o 1n der Darstellung 4 = u® —v* d b
= A+ v gegeben

Bespel Zu untersuchen 1st 1 = 267977

Ser w die Grenze, bis zu der 4 auf Terlbarket durekt untersucht
st 5o wird Jedentalls ¢ >,
B

LI Sl PIC NN
P=7<% T <73

Fubrt man die Tedbarketsuntersuchung dirckt durch fur alle
Primsahlen, die Klemer als 100 sind so erhalt man als Grenze fur v
n der Darstellung w? = A + v

ion — 100

v<® o<

alx

2680199 < 4200
S0 daB eme muhselige Rechenarbert ber der Untersuchung der Mog-
Lichkett von ## = A — v* zu lersten bletbt

Geht man ber der Teilbarhertsuntersuchung bis =200 5o kommt
v < M2 G0 v <570

PREETET
Da A etwa =520% 1st, so wird die Rechnung jetzt mcht mehr sehr
umstindhch

A 15t eme Zahl der Form 4 n + 1, man wird also zusehen ob eine
Darstellung der Form A = %% -+ y? gefunden werden kann Exstert
eme solche, so genugt es, 4 nur auf Pnmzahlen der Form 4# 41 zu
untersuchen Vian kann die Grenze fur w bequem hoher setzen, da die
Primzablen der Form 4 n + 4 etwa cie Hallte aller Pumzahlen aus-
‘machen, also die Tedbarkeitsuntersuchuog ungefahr auf die Halfte an
Arbext herabgesetzt wird Nach den fruheren Ausfubrungen ist es zweck
maBig, zu bilden 2 4 = 535 954, das nur durch Addition der Quadrat-
endungen 25 und 29 zustande kommen kann Da die Endung

29 nur bei vier Zahlen m emem Intervall von 100 vorkommen kann
namiich ber der 23-Gruppe (23, 27, 73, 77), 5o beginne ich die Unter-
suchung von 24 = 535 954 damit, daB ich die Quadrate der Zahlen
i der Umgebung U* ~2 4 bilde, wo die U der 23-Gruppe angehoren
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Da y2A < 733, so kommen zunachst 727, 723 i Betracht
Es wird 7272 = 528529, also 2 4 — 727* = 7425, das wegen z, = 4
kem Quadrat sem kann Dagegen hefert 723 = 522729 den Wert
24 - 723” =13 225 = 115? womt eme Zerlegung

24 =723 + 1157
oder
4o (2 ; us) + l"’:"s)‘:m’*sor’

gefunden 15t

In der Tat wird

498 = 175 561
92 446
267977 = A

und 4 enthalt demnach nur Prnmtaktoren der Form 4 + 1

Die Primzahlen der Form 4# + { unterhalb 200 sind §, 13,
17 29,37 4 53, 61 73 89 97 101, 109 (13 137, 149 157,
173 181, 193, 197

Die Untersuchung auf 5, 13, 17, 29, 37, 41 erledigt sich rasch
nach der Methode 1n Ted I Bei den folgenden Primzahlen wird mit
der Division von rechts gearbeitet, auBerdem werden zur Gewinnung
geeigneter Endaiffern gelegentlich Prmzahlen paarweise zu Produkten
verknupft, was wir in Teil I bex der Untersuchung von K®) = 2% 4 4
schon ausemnandergesetzt haben

Da §3 9= 477, so verbinde 1ch 53 mut 509, da 53 509 = 26977
wird Es kommt dann

267977
— 26977 =241 10°
241 000
Die Nintteidbarkeit von A durch die drei Primzablen 53, 241, 509
15t dadurch mit emem Schlage wobet folgende

smmer wieder benutzt wird
sind $,, pa, ps drer Prumzahlen und ¢, ¢, Faktoren, die durch
keme dieser Primzahlen $, p,, #, teibar sind so sagt die Darstellung
A=c ptesps ba
aus daB A durch keine der drer Primzahlen p,, p., #, teilbar 1t
Bessprel A = 267977 = 241 10° + 53 5|
Im Vertolg der Teilbarkertsbetrachtung wird 61 mit 157 und 257
verbunden  Es st

61157 = 9577 61-257 =15 677
267977 267977
—_9577 — 15677

=2584 10°=12° 10* 17 19, =2523 10°=10°-3-29*
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73 wird mit 149 und dieses gleich mut 173 verbunden Dann kommt

73 149 = 10877 149 173 = 25777
267977 267 977

— 10877 — 25777

=2574 102 =10%-3 857 =2422 10° = 10* 2 7 173

Damut 15t der Primfaktor 173 gefunden, und es wird
A = 267977 =173 (149 + 2 700) =173 1549

Es wird 1549 = 352 — 182 und due sofort erkennbare Unmoglich-
keit emner zweiten Darstellung p = 1549 = v* — v zeigt daB p = 1549
Pnimzahl 15t

Die Kombinationsmethode hat recht schnell zum Ziele gefuhrt

Um das Verfahren zu vervollstandigen, sollen eimge der 1m Vortrag
gelosten Aufgaben besprochen werden, die messt durch die Darstellung
A = u? — 2 erledigt werden konnen

1 1=164009 Es soll werden 4 ~ ! = 41 Es zeigt sich, daB
14 = 164009 nur durch zwei Gruppen von v* zur Summe A + v? e
Quadrat u? werden hann

1

2 009
16

-
Da alle auf 09 endigenden Quadrate, die der Vierergruppe (3, 47,
53, 97) angehoren, eme gerade Z; haben, somuBdasauf 00 endigende
u? eme gerade Z, haben, also v =20, 40,60,  sean Man wird aber
zweckmaBigerweise von geeigneten Werten fur u? und u ausgehen,
da dhese nur zu je vier im Intervall um 100 vorkommen Da yA > 404,
so sind moghche Werte von u 447 453, 497, 503,

Es wird 447° = 199809, 453 =205209,  497* = 247 009,
503 = 253009 Daraus folgt fur u? — 4 die Reihe

35800, 41200, 83000, 89000

Man erkennt sofort, daB kewne der wier Differenzen emn Quadrat
semn kann

Es 15t zwechmaBig, nach der ersten Reihe moglicher Werte von «
glech die zweite anzusetzen, da anderenfalls unter Umstanden viel
uberflussig gerechnet wird ber der emen Reihe, wahrend die andere
gleich anfangs zum Ziel fuhrt

Da die Quadrate auf - - - 25 emne gerade Z, haben, so muB die Z,
der Quadrate auf 16 cbenfalls gerade sew, d h von der Vierer-
gruppe (4 46, 54 96) kann nur das auBere Paar in Frage kommen

Jetzt wird man von A ausgehend, mit der Addition der »? be-
gunen, da n jedem Intervall von 400 nur zwer moghche Werte v vor-
kommen

Ruckle Praxs des Zablearechmens 5

009
+_®
09
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Es wird 164 009 + 16 (= 4%) = 164 025
164 009
+ 9216 = 96*
=173225
Man findet sofort 164 025 = 405? woraus folgt
1 = 405* — 47 = (405 + 4) (405 — 4) = 409 401

Die Zerlegung 164009 = 401 409 zeigt, daB 164009 auf zwer
Arten in der Form 4 = 2% +y® darstelibar sen muB Der End-
komplex 09 setzt sich zusammen aus

1 09 = 09 oder 2 09= 84
+ oo 3

Der gewresene Weg ist, da A 1n der Nahe von 4007 hegt, mit den
Quadraten (400 + 3)® = 403* und (400 — 3)% = 397 zu beginnen,
die Endkomplexe 09 aufweisen

Es wird 403° = 162 409 und

1 4=403%+40° 397* = 157 609
2 4 =397% + 80*

2 Basprel A =176399 seigt auf den ersten Buck die Dar-

stellung
1 =176400 — 1 =420 — 12 = 421 419

3 Baspil 4 =405721 =w?—1? Zu bestimmen 1st
u? = 405 721 ~ v*

Damit 405 721 + v* eme moghiche Quadratendung erhalt muB v*
entweder die Endung - 00 oder die Endung - 04 haben Da die Z,
der 1m zwerten Falle entstehenden moglichen Quadrate auf - 25
gerade st so wird die Z, des aut - 04 endigenden v? notwendig un-
gerade, und es kommt aus der zu ! = 04 gehorenden Vierergruppe
(2 48, 52, 98) nur das muttlere Paar 1n Betracht, das eme ungerade Zy
aufweist Man geht zweckmaBig von den v-Werten aus, von denen 1m
Intervall von je 100 nur zwer vorkommen konnen Die zunachst zu
untersuchenden Werte v sind 48, 52, 143, 152, 248 252 Das gilt
tur w? = A + v?
4=405721 405721 40571 405721 405721 40572t

2304 2704 21904 23104 61504 63504
408025 408425 427625 428825 467225 469225 = 685%

Die Entscheidung daruber ob 4 + v? Quadrat sen kann, laBt
sich sehr rasch treffen, wenn man die Eigenschaften der wf 25
endigenden Quadrate beachtet

Es wird #* — A + 252 = 685 woraus fur die Zerlegung von
4 folgt
1= u? — v? = 685% — 252 = (685 -+ 252) (685 — 252) = 937 433
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Da 937 und 433 Primzahlen der Form 45 + 1 sind, so muB es
awer Darstellungen d = x? + y* geben, die wir als Erganzung zu der
Zerlegung noch bestmmen wollen

Die Zusammensetzung von A4 = 405 721 = #* + y* hann auf zwer
Arten erfolgen, durch die Quadratzerlegungen von #* und y-

1 -2 2 9%
00 -2
2 2
Die erste Zerlegung findet man leicht, wenn man von den Zahlen x
der zu ¥*= 21 gehongen Vierergruppe (11 39, 61 89) ausgeht

die der 1 benachbart sind Es st y 4 <639 und man findet un
mittelbar als erste Zerlegung A = 6142 + 180°
373321
32400
405 7214
Da die zweite Zusammensetzung « 96
- 25 eme ungerade Z, namiich

21
die 7 1n 405 721 ergeben soll, so muB wegen der Geraden Z, der auf

25 endigenden Quadrate die Z, der aut 96 endigenden Quadrate
gerade sen d h es hommt von der zu - - 96 gehorenden Vierergruppe
(14 36, 64 86) nur das mittlere Paar m Frage

Da die zu J 4 nachsthegende Zahl 637 15t so fange ich mit der
nachsten moghchen Zahl x* der -- 96-Gruppe (14 36 64 86) an,
also mit 636 Es wird 6367 = 404496 A — 404 496 — 1225 = 352
womit die zweite Zerlegung 4 = 6367 — 3,? gefunden 1st

4 Bespel A4 =432814 Damit 4+ *=u en Quadrat
werden kann muB v? entweder die Endung 89 haben oder die Endung

25 Im ersten Falle entstehen Quadrae u? =4 —v? mit der
Eodung 00, deren Z, ungerade 1st, da die Z allerauf 89 endigen-
den v gerade wird Es wird also #=(2k+1) 10 Da u?>4
und A > 657, so tange 1ch mit ¥ =670 690 an

2 »? endigt auf 25 und lefert Werte von u? aut 36 mt
gerader Z,, so daB aus der zu 36 gehongen Vierergruppe (6, 44, 56, 94)
das auBere Paar in Betracht kommt Die Rechnung mut der Annahme 1
ergibt

670% = 448900 690 = 476100  710? = 504 100

-4 =28 — 432811 — 42811
A = 16089 = 43289 v = 71289 = 267*
Es kommt also
A = 740% — 267* = (740 + 267) (740 — 267) = 977 443
o
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5 Beisprel A 93 233 Man erkennt, daB v? auf 6 endigen
muB damit A + 77 = 43 werden kann Da die mogliche Quadratzahl #?
auf 9 endigt so kommen alle Zahlen #, die auf 3 und 7 endigen 1n Frage
Es ist A< 628! also kommen als nachste Werte fur u 633, 637
643, 647, 653, 657

Nach eimger Rechnung erhalt man

6572 = 431 649
—~4 =393 233
38416 — 196*

also kommt
4= 657 — 1967 = (657 + 196) (657 — 496) = 853 461

Da 853 und 461 Primzahlen der Form 47 + 1 sind, so muB 4
auf zwe: Arten 1n der Form A = x* - y? darstellbar sen  Nach den
fruheren Ausfuhrungen wird man die Zerlegung fur

24 =(x LWt (-9

ausfuhren
Die Zerlegung 2 A = 786466 = (x = — (¢~ )* kann nur
durch die der ~4und 25

zustande kommen Ene kleme Rechnung gibt dm bexden Zerlegungen
24 =829 +315° und 24 =729 + 505? woraus unmittelbar die
bexden Zerlegungen fur A folgen

1 A=572%+ 2573, 2 4=617"+ 112*

In der Tat st

572 = 327184
— 257 = 66049 +1
=4=39%2 —4=393233

Man gewannt den Eindruck, da8 die Produkte aus Prmzahlen der
Form 4# + 1 mut Hilfe der Quadratsummendarstellungen A = z* + y*
leichter zerlegbar scien als die ubngen Zahlen Ganz abgesehen davon,
daB Bezichungen zwischen den beiden Darstellungen 4 = 2 + y? und
A — u? — b bestehen, che wir n Teil III des Benchtes behandeln
wollen, reduztert die Auffindung emer Summendarstellung 4 = 2 + y*
den Bereich der zu untersuchenden Prmzahlen ungefahr auf die Halfte
dadurch daf alle Faktoren der Form 44 + 3 durch sie ausgeschieden
sind

Demgegenuber zeigt sich da8 be: der Darstellung durch die Qua-
dratdifferens A = u? — v® die Zahlen der Form 47+ 3 msofern
lewchter zu behandeln sind als die der Form 47 + 1, als die Rethe der
moghichen w-Werte (u? — A —v%) nur halb so dicht 15t wie ber den
Zablen der Form 4% -+ 1
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Diese Tatsache erkennt man zunachst empinsch wenn man zwer
Beisprele der berden verschiedenen Typen 4 = 47 — fund 4 = 47 + 3
nebenemander behandelt Nehmen wir zunachst unser letztes Beispiel
1= 393 233 heran, ~0 ergibt die Durchrechnung dal nach der Fest
stellung der auf - - 9 endigenden Quadratzahlen »* man die Quadrate
%2 > A so wahlen kann, daB # auf 3 oder 7 endigt Im ubrigen fuhrt
die Glechung A + v* = u? immer zu Werten von %! die zunachw
mcht unmoglich sind  Fur das folgende empfiehlt es sich die Zahlen 4
nach ihren Resten gegen 2° = 8 in Klassen zu bringen Da die 4 alle
ungerade sind, so kommen die vier Typen 85 41, 8% +3, 84 -5
87+ 7 in Betracht von deren 87 +1 und 8713 der Klasse
4n+1,8n+3 und 8+ 7 der Klasse 4% + 3 angehoren

Es soll werden A -+ 2 = u* Die Quadrate aller ungeraden Zahlen
haben die Form (2% + 1)} = 8n -+ 1

1 Ist 4 von der Form 87+ 1, so mub v? durch 8 teibar sem,
also v e Vielfaches von 4 sem damit A + v ein moghches %! ward
Im ubngen st % an keme emschrankende Bedingung gebunden
Ist A von der Form 87 + 5,50 muBv=2(2k L 1) =4k + 2 sen,
damuit 4 - v® = ? che Form 8 + 1 erhalt, auch hier 1st % an kewe
Bedingung gebunden

2 Ad=4n+13

2) A=8n-+3 Wahlt man emn gerades v so kann hem !
entstehen da 4 + v* die Form 47 + 3 erhalt Ein ungerades v gibt

A+ =@rr3)—8n F1=8(n+n)+4=212(ntn) 1)

die Bedingung, daB « durch 2, aber mcht durch 2* teilbar 15t Von der
2unachst moglichen Rethe gerader Zahlen fur w fallt die Halfte weg,
da u mcht von der Form 4 k sen dart

b) 1=8xn+7 Eswrd

A+ =8x474+8n +1=2m+n +1),

d b % mub durch 2? tedbar sem, und es fallt wieder die Haltte der
aunachst moglichen u-Werte aus Damit 15t gezeigt dad fur die Zahlen A
der Form 4% + 3 die aus der Quadratbedingung folgenden Werte
w'=A v, k=2n nur in halber Dichte n Betracht kommen
Zur Halfte werden sie durch Bedingungen ausgeschueden, die aus der
Struktur der Quadratzahlen oder genauer aus dem zweiten Erganzungs
satz der Theorie der quadratischen Reste folgen

Beispiel A — 462523 Man erkennt sofort, daB alle ?, die auf
4 endigen mogliche v? ergeben, v = —A + w?, dic den Werten von v?
die Endnffer 1 zuordnet Es wird u die Endaifer 2 oder 8 haben mussen
Zunachst 15t #? > 4 zu nehmen Da YA < 681 1t (6812 = 463 761),
o wird die u-Reihe
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% 682 688, 692 698,

W 465124 473 344 478 864 487 204
—A  — 462523 — 462 523 — 462523 — 462 523

v 2601 10821 16341 24681

=512

“ 702 708 712, 718

u 492 804 501 264 506 944 515 524
—4  — 462523 — 462 523 — 462 523 — 462 523

w3028 38741 44421 53001

Die Zerlegung findet sich rasch aus
4 = 682* — 51? = (682 + 51) (682 — 51) = 733 631
Betrachtet man die Rethe der Differenzen u? — A, die v? ergeben
sollen, so erkennt man, dabB die Zahlen u — 4 #' (688, 692, ) durch
die Z, der Differenz u? — A erkennen lassen, da8 4? — 1 mcht Quadrat-
zahl werden kann Z B 10821 16341 Das stmmt damit uberew,
daB A =8n+3 st
2 A=387103 Wieder muB u® auf 4 cndigen ® also auf 2
oder 8 Da y 1< 624 so hommt als zunachst mogliche u-Rethe
% 628, 632 638, 642, 648
u? 394 384 399 424 407 044 412164 419 904
—4  —1387103 387103 —387103 —387103 — 387103

vio= 7281 12321 19941 25 061 32801
* 652, 638, 662, 668,

u? 425 104 432964 438 244 446 224
—dA —387103 — 387_1»02 — 387103 — 387103
v = 38001 45 86t 51141 59121

In der Rethe fur v sind die moghichen Quadratzahlen ganz unter-
strchen, die unmoglichen Werte wind durch Unterstreichen der un-
moghchen Zy charaktensiert

Hier zeigt sich, daB die Werte « = 4 #' allen moghch sind, wahrend
dic Werte u =24 (2% + 1) unmoghch s Es entspncht dies voll-
standig dem Umstand, daB A = 387103 von der Form B + 7 ist,
wie es 1n der allgememen Betrachtung dargetan 15t Man wird diese
Unterscherdung fur das praktische Rechnen, zumal fur das Kopfrechnen,
etwas komplziert finden, und s se1 deswegen auf ein emnfaches Hilfs
muttel fur diesen Fall hingewsesen Tm ubrigen darf sich jemand, der
solche Aufgaben 1m Kopfe 16sen will vor emmer Anzahl von Knitenen
nicht furchten, die er jederzait zur leichten Verfugung hat, denn es
handelt sich um Aufgaben, die nur durch emgehende Uberlegung losbar
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sind  Ber unserer Fallunterscheidung kann man sich folgendermaBen
helfen

Man nummt die zunichst oberhalb 4 gelegenen, der Endaiffer nach
moghchen Werte von #* und sieht zu ob «? — 4 als Quadratzahl uber
haupt moghch 15t ob also die Z, hemen Widerspruch zeigt Ist das
zunachst uber A Legende % = w, ungeeignet so st die folgende Zahl
% = u, der u Rethe geeignet

Von dieser ersten brauchbaren Zahl 4 = «, aus wird die Rethe der
1 Betracht kommenden # so gefunden daB man u an der folgenden
durch 40 teilbaren Zahl spiegelt, d h die i bezug zur Zahiw = 10 &
symmetnsch zu % gelegene Zahl 7 mmmt Beisprel 632 | 640 | 648
650 ' 652 1 660 | 668 - -

Es war 1n unserem letzten Bewspiel, das die Zerlegung
A= 632* — 111? lefert, A = (632 --111) (632 — 111) = 743 521
die Zahl 632 em geeigneter Wert fur » Die Zahl w =10 % an der  zu
, spregeln‘ 1st, wird w =640 632 =640—8 Die Zahl 640 -8 =648
it dann wieder e moglcher  Wert Dre Fortsetzung des Prn-
2ips hiefert dann ohne alle Muhe die Rethe der zu untersuchenden
u-Werte u = 632, 648 652 668 672 688 692 708, , was an dem
letzten Beispiel leicht nachzuprufen 1st Das Verfahren beruht natur-
lich auf der Darstellung von w1n den Formen % = 4 #oderu = 4 % + 2

§ 7. Quadratsummenzerlegung 1n vier, drei oder zwes
Quadrate. Satz von Fermat-Lagrange.

Eine oft den gestellte Aufgabe
1stnoch zu besprechen Thr hegt zugrunde der auf Fermat zuruchgehende,
von Lagrange und dann von Gasf in den Disqusitiones Anthmeticae
bewesene Satz daB jede ganze rationale Zahl A 1 cie Summe von 4
oder wensger als 4 Quadraten zerlegbar 1st

Wir teilen die Zahlen A4 in Restklassen nach dem Modul 2* = 8
em, setzen also 4 =84 +7 wo 0=7<7 Wi

Zunachst betrachten wir die Zahlen der Form8 N + {und 8 N + 5

Enthalten Zahlen dieser Form keine Primzahlen der Form 4% + 3
oder solche nur mn emer geraden Potenz so sind diese Zahlen schon in
die Summe von 2 Quadratzahlen zerlegbar, auf emne oder mehrere
‘Weisen, Je nachdem die Zahl 4 =8N +1 oder 4 == 8N + § Pnm-
zahl oder das Produkt von Primzahlen der Form 47 + 115t Es zeigt
sich, daB in den Fallen, wo sie Faktoren der Form 4 » + 3 enthalt,
durch Verminderung von V um das Quadrat emer geraden Zahl smmer
eme Zahl 4’ = 1 — (24)* gewonnen werden kann, die 1n die Summe
von nur zwer Quadratzahlen zerlegt werden kann so daB die Zahlen
A =8N +1,8N+ 5 sicher n die Summe von 3 Quadraten zerlegt
werden konnen Gauf beweist im Abschmitt 5 semer Disquisitiones
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Anthmeticac mit Hilfe seiner Theone der quadratischen Formen, da8
Jede Zabl A = 8 M + 3 1 die Summe von drei ungeraden Quadraten
zerlegt werden kann Er gibt mit Hilfe dieses Satzes emnen sehr emn-
fachen Beweis emnes anderen Theorems von Fermat, das besagt, daB
Jede ganze rationale Zabl in die Summe von drei Trigonalzahlen zerleg-
bar st
M:%r(zﬁ» 1) L%VQ'+ 1) J—'?:(z +1)
Gilt namiich allgememn
A=8M 3=t +Q2y+ 1)+ 22+ 1)*

so folgt

M =(2x+1)' —1+ @y + 12— 1— (2212 —1

8M=2(x—1)-2x—2(y+1)2v+2(+1)-22,

2M =2+ ) +y@+0)+zi~1),
oder wie verlangt

M=txlrt )~y =Falz 1)

Ich setze die Betrachtung der Zahlen 4 = 8 N 7 fort

Zahlen der Form A =8N + 2 sind immer dann schon w die
Summe von zwei Quadraten zerlegbar wenn 4 V + 1 keme Faktoren
der Form 4% -+ 3 in ungerader Potenz enthalt Denn dann git auf
eme oder mehrere Weisen

AN +1=2 4y
woraus unmuttelbar folgt
A=8N 2=ty +(—-y?

Durch Subtraktion emes Quadrates B2 = (2#)? laBt sich immer
eme Zahl A’ — A — B gewmnen, die A’ =2 (4N’ — 1) wird, wo
4N’ + 1 keinen Faktor 4, -- 3 in ungerader Potenz enthalt Daraus
folgt A =8N +2=B"1ul+9® also die Zerlegung der Zahlen
der Form 8.V -+ 2 1 die Summe von drei Quadratzahlen Die Zahlen
A =8N +3 sind durch den Satz von Gawfl erledigt und zerfallen
n die Summe von drei Quadraten mit ungeraden Grundzahlen

Die Zahlen der Form A = 8 N + 4 lassen sich durch Abspaltung
des Faktors 2* auf die schon betrachteten Falle zuruckfubren Fur
de Zahlen der Form A =8N 46 glt s stets em Quadrat
y2=[2(2% + 1)]? derart, daB A’ = 4 — v =8 N’ + 2 schon 1n die
Summe von zwer Quadratzahlen zerlegbar wird, so daB auch hier gilt
A=BN+6=y +uto?

Fane Ausnahme bilden die Zahlen der Form 8 N - 7 Zunachst
st das Quadrat emer ungeraden Zahl abzusehen, das die Form
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(29 +1)? =8N — 1 hat Es bleibt eine Zahl der Form 4 =8N’ + 6
ubng, die 1n die Summe von drer Quadratzahlen zerlegbar 15t s0 daB
dte Zahlen der Form 8 N +- 7 vier Quadrate zu shrer Zerlegung erfordern

Basprel 4353 354 355 356 357 358 359
353 =172+ 8, 354 =42+ 132 413" 355 — 3 A1 45y,
356 = 2! 89 = 22 (8% + 5% = 16* + 10° 157 = 16* + 10% 4- 12,
B=14 49 L 9% 359 334 =32+ 18 314 g0

Diese D: labt eme erschemnen,
von uber die L solcher Auf-

gaben gemacht worden sind Ener Losungszeit von 1 Minute steht
cine solche von 15 Minuten ber emer ahnlichen Autgabe gegenuber

Ward die Aufgabe ohne zahlentheoretische Uberlegung angefaBt,
und meht man von emer Zahl A = 8 V — 7 em y* = 4 a)? zunachst
ab, 50 blerbt immer wieder ein 4’ = A — y?, das von der Form 8 N’ 4 7
und wieder vier Quadrate zur Zerlegung erfordert Man kommt mit
vier Quadraten mcht aus Eme besondere Schwiengkeit konnen die
Zahlen {=2* A’ machen

Zicht man von emer solchen Zahl zunachst das Quadrat emer
geraden Zahl ab so blewbt der unangenehme Charakter von 4 ge-
wahrt Zicht man dagegen das Quadrat emer ungeraden Zahl ab
y2=(2m+1)* das immer von der Form 8m 1 15t so bleibt als
Rest emme Zahl 4’ = 4 —y? = 8 M + 7, che allem schon vier Qua-
drate zur Darstellung erfordert Man kommt mit vier Quadraten
meht aus Daher bleibt fur den Rechner die Forderung

1 Bex Zahlen der Form A = 8 N + 7 1st zunachst eme wngerads
Quadratzall y* = (2 & — 1)* zu subtrahieren

2 In allen Fallen gerader Zahlen A it die hochstmogliche gerade
Potenz von 2 als Faktor abzuspalten

Ist

A=A = o
50 kann eme Zerlegung

24" =w vt w2
gefunden werden, woraus fur 4 folgt

=@ O W (2 a2
Ich glaube, daB diese Sonderfalle die Schwiengkeiten erilaren, die

bet emzelnen Aufgaben eme auffallend groBe Losungszent der Zahlen-
virtuosen verursacht haben Es 1st die Sache des denkenden Rechners

sich uber die schwiengen Sonderfalle m jeder Gruppe von Aufgaben
Kar zu werden Dann laBt sich fast immer Abhilfe schaffen
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Wir schlieBen mit dieser Betrachtung den Teil II des Berichtes,
der zwar micht alle 1m Vortrag behandelten Arten von Aufgaben be-
sprochen hat, aber ber der grundichen Behandlung solche Aufgaben
herangezogen hat die emerseits grundlegend fur viele andere sind und

bieten, formulierte Gesichts-
punkte zu geben die uberall thren vollstindigen Wert haben und be:
der Losung von Zahlenaufgaben die richtigen Methoden geben konnen

Der Teil III soll 1m ersten Teil die Prumfaktorenzerlegung wester
behandeln, u a den Zusammenhang zwischen den Darstellungen
A=u?—v? und A = 27+ * geben, auberdem soll er emige 1soliert
stehende Identitaten in naturgemafier Weise herlerten  In seinem zwerten
Teil soll er Beisprele von approximativen Rechnungen bringen, Wurzeln
belebiger Art bestimmen, und soll zeigen, smwicfern es moglich ist,

ohne Tafel




Dritter Abschnitt.

Ber der Betrachtung der Pnmzablzerlegung der ganzen Zahlen sina
noch eimige allgemeine Fragen zu erledigen, daneben sind noch emge
Fragen von besonderem Interesse zu behandeln

§1. i Pri und
Quadratsummenzerlegung.
Zerlegung von Zahlen besonderer Struktur.

Es 1st schon darauf hingewiesen worden, daB es von Wichtigkeit
1st, den zwischen den Dx
A = x* + y®* und 4 = ¥* — v* herzustellen  Es kommt der Fall mcht
selten vor daB fur eme Zahl A —4-g (p und ¢ Prmfaktoren der
Form 4+ 1) die aus dem Satz von Gauf folgenden beiden Dar-
stellungen 1 = x2 -+ y2 und A = u? - v? sebr lexcht gefunden werden
konnen Wie heien dann die Faktoren p und g7

Um Resultate zu finden, 1st es oft ew nutzbringender Weg, wenn
man bei der Betrachtung von besonderen Fallen ausgeht, d h 1n unserem
Falle Zahlen A bet denen der zwischen der
Darstellung 4 = 42 — v? und der oder den Darstellungen 4 = 1* + v*
besonders klar zutage tritt

Basprd 1 A= 40001

Man erkennt unmttelbar wegen 40 000 = 200%, daB A nur Pnm-
faktoren der Form 47 4~ 1 bat Van sieht dann weiter daB neben
der Darstellung 4 = 200% - 1? die zweite existiert

= (200 — 1)? + 207 = 199* + 207,

und weter sieht man da8 ganz entsprechend dieser letzten Identitat
die weitere bestehen mu8 4 = (200 ~ 1)? — 20° und damt st die
Zerlegung 4 = p g gefunden

2 A = 640001

a) 4 = 8007 + 1%, b) 4 =799°+40%, ) 4 =801 — 40*

‘Wir stellen die Frage nach den Bedwmgungen die eme Zahl A
erfullen muB, damt solche drei Zerlegungen nebenemander bestehen
konnen
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Ich setze cunachst

A =m 1
Dann mussen dic Identitaten bestehen
(m—1)* + b = m® + 1 und auBerdem (0 + 1)- — b2 = m? + |

Daraus folgt nach emner Memen Umrechnung 2 m = b
a=Y o i—apya,
wo b =25 gesetzt 15t

Ist die Zahl 4 von der Form 4 =
differenzenzerlegung

A=m+1=(m+1)2—2B)2=(mL25+1)(m—2b+1,
d b wenn alle GmDen durch b= 25 ausgedruckt werden
) R

B* + 1, so hat sie die Quadrat-

1=
oder m 3 wsgedr\mkt
A=43+1=(28 +26+1) 26 —2b+1)

Die hier gegebene Beziehung 1st unter dem Namen der Identsiat
von d’ Aursfewselle ;n der Zahlentheorie bekannt DaB wir sie micht zu-
fallig, sondern auf Grund emer Uberlegung tanden, die sich fast not-
wendigerweise aus dem Zusammenhang ergab, 15t jedenfalls emn Vorteil,
da solche Identitaten meist eme 1solierte Stellung emnnehmen und wie
vom Himmel gefallen aussehen

Es wird zweckmaBig sein, emn Beispiel durchzufuhren als weiches
wir A4 = 640001 wahlen

Es wird,

B

641 601 = 801*
und
A = 8017 — 40* = 841 761 = 29* 761
Aus der Darstellung von &' Aursfewsile erkennt man auch die Qua-
dratsummendarstellung der beiden Faktoren von A, denn es wird
202 L 2b+1=(b—1)2 -5 und 268 —2b 1= (b— 1)1+
A =040001 =4.20+1 b=20
A4 = 8017 — 40* = 841 761
841 =297 = 217+ 20° = (b + 1)* + &*
761 = 20% + 19 = b2 4+ (b —1)?
1 A =800% + 12 = (259 + 12
2 A =799+ 40% = (252 — 1)* + (28)*
Es kommt darauf an, zwischen den beiden Quadratsummenzer-
legungen von 4 und den beiden Zerlegungen = u? -+ v* und g = -+ v?
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der beiden Faktoren von 4 = p ¢ Beziehungen zu finden  Zu diesern
Zwecke stelle ich die vier Quadratsummenzerlegungen noch einmal zu
sammen

1A= 1, 23
@8 — 1) + (25)*
Des besseren Uberblickes wegen setze ich

A=p g A=U4W

G+t
-0+

=8+ T

Es wird dann
U=20, V=1 u=b
S=20'—1 T=2b | s=b

Man erkennt leicht die folgenden Bezmehungen

1 Zr T p b=t t)=s v
2 y:b‘:u-s,
3 5=V p_4—01

Man erkennt 1n unserem besonderen Beispiel den Zusammenhang !)
der Quadratsummenzerlegungen von Produkt und Faktoren Ins-
besondere lassen sich die Faktoren # und g, bzw ihre Komponenten
%, v, s, ¢ durch emfache diophantische Gleichungen aus den Kompo-
nenten W, V, S, T der beden Quadratsurmmenzerlegungen des Pro-
dukts herlexten, womit em neuer Weg zur Bestimmung der Pnmfaktoren
angedeutet erschemt AuBerdem gibt die spezelle Darstellung Ver-
anlassung, den 1n Frage stebenden Zusammenhang allgemein zu suchen
Im folgenden wird mmt 3 1n ubhcher Weise die imaginare Eimnheit
¥—1 bezeichnet
Es ward immer emme Zerlegung in nur zwe: Faktoren angenommen,
denn alle anderen Falle werden durch das Auffinden emer Zerlegung
A = p- g mmer ganz wesentlich veremfacht

Es handelt sich um emne Zerlegung A —p ¢ Wo p und 2 ent-
weder Primzahlen der Form 4% - 1 oder aber emer der Faktoren,
etwa g =g, 4, -+ en Produkt von Pnmzahlen der Form 4 -- 1
st In berden Fallen gelten Quadratsummenzerlogungen folgender Art

A=U~V?

Ber der folgenden Darstellung ward das Gebiet der rationalen
Zahlen nsofern erweitert, als wir Zerlegungen der Art

W ot = (8 ) (— 1),
3) Dieser Zusammenhaog 1st wohl zuerst von L Euler dargestellt worden
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d b durch Adjunktion der imagnaren Embeit s = =1 den Zahl-
bereich oder Korper der Zahlen & = z + #y heranzehen

Das gibt fur unsere Quadratsummenzerlegungen

A=U+sNU —sV) =S +1T)(S—
p=wri)w—11), g=(s+i1f(s—1)

Wir bilden die Produktgleichung
A=p g=(u+10)w—10) (s +10(s—11)

Der Umstand dal man die vier komplexen ganzen Faktoren
419 w—19,541f, s—11 1m mwefacher Werse m en Produkt
(P+1Q) (P — () zusammenfassen kann, 1st die Quelle des Satzes
von Gaup, wonach ene Zahl A —p g zwer Zerlegungen der Form
w? 4 v? hat, sobald 4 und g Primzahlen der Form 4% + 1 sind und
dementsprechend $ eine Zerlegung p = #® -+ v?, v = s + 2 zulassen

an wird zunachst zusammenfassen zu emem komplexen Faktor
die Werte

W+iv)(s+1f) =us—vtLifvs+ut)=P+1Q
Die beiden ubrigen der vier Faktoren, in die 4 = - ¢ zerlegt war,
alss 4 —1v und s — 34 sind zu den oben zu emem Produkt verewg-
ten % +1v und s+ +¢ konjugiert komplex, so daB ihr Produkt
(4 —1v)(s—34)=P—1Q, der zu P+ 1Q konjugiert komplexen
Zahl werden muB Es kommt dann

A=(u+19) 5 —s2) (s+ 10 (s—38) = (P+1Q) (P —3Q) = P* +-0¢,
wo die P und Q gegeben sind durch
P=us—ut, Q=vs+ut

Man kann die Zusammeniassung der vier kompleven Faktoren auch

1n tolgender Weise vornehmen

(g —sf)=S+sT
und zu diesem Produkt durch dic Umwandlung von -3 in —1
konjugrert komplex

% —19)(+1)=5S—1T
Die Zahl A ard dann

A= 41D -1 =5+ T*
womit die zweite Quadratsummendarstellang fur A gefunden 1st Im
emzelnen wird
S+sT=(u+sv)(s—st) =us+vetta(ws—ut)

so daB
S=wus+ut T=vs—ut

wird
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Die Darstellung von P, Q, S, T zeigt unmuttelbar, daB die bexden
Zerlegungen 4 = P* + Q! und 4 = $* + T* vonemander verschie-
den sind

Dre Nebenemanderstellung der beiden Systeme zeigt deutlich den
Zusammenhang von P, Q, S, T mt den Komponenten der Faktoren
b, g, also den w, v, s, ¢

Peus—vt vstut,
S=us+tuvt ves—ut
Daraus ergeben sich Gl fur die der
w, v, 5,1
§ PES .08 Durch Division folgt daraus
2 * PLs S—-P

VORI w o g=T

2+
273

Das Produkt ergibt

d h §*— P1=Q®— T oder P2t Q= S° + T2, ne es sem muf

Die emfachen diophantischen Gleichungen zweiten Grades fur
%,, s, ¢ lassen sich sehr lexcht anflosen, we che zn betrachtenden Bei-
spiele zeigen werden

Dre Methode der Faktorenbestimmung #, g aus den bexden Dar-
stellungen A = P* — 0%, 4 = §° + T kommt 1mmer dann in Frage,
wenn sich die Quadratsummendarstellungen leicht finden lassen oder
wenn eme Darstellung A = P? -- 0% von vornherein gegeben 1st

Beisprele 1 A =23701 Leicht gefunden wird

1 A=151%430%

2 A=135%+ 740

1 #ﬂu:n 13=u-s,

S_g=vt,

=52,
Man findet unmuttelbar
=13 s=11, v=2
bp=uwr 4 v? =173 =13% 4+ 2
g=st b =11 p 4t =137
2 4=96409 Man findet lecht
1 A =253% 4+ 180% P =253, Q=180
2 A=197*+240° | S=197, T =240
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Es findet sich ueraus ohne Mube
P
%Szzzs=u s, T;9=210=v s, w=15, v=14,

P—s T—g
=B =vy TE=

Also kommt die Zerlegung 4 = $-g, wober
p=t v =157 4 143 =421,
g=s+ =15+ 20 =229
3 A=2% 1 =65536% + 12 = 4294967297
Als zweite Quadratsummendarstellung wird gefunden
4 = 62264* + 20449*

In der Tat wird

622647 = 3876805696
+ 20449* 418161 601
=1 = 4294967297
Hier wird also
P=65536, Q=1
S=62264, T =20849
P4+S

=63900=u s, ¥=1022§=v»x

= 1636=0-t, T;9—10224=u-t

Bl
P-s
I
Aus # 5= 63900 und u-¢=10224 folgt w-s=2556-25 und

% ¢ =2556-4

%=12556, s=25, t=4,

also
1636 10225
4 409 = 25

Es kommt ber der Klemen Rechnung darauf an, eme Bestimmung
des groBten gememnschaftlchen Teilers zweier Zahlen geschickt durch-
zufubren und die klemen diophantischen Glexchungen in der nichtigen
Rethenfolge zu verwenden

Es folgt aus den gefundenen Werten der vier Komponenten
“ v, s, ¢

b =w? + v = 2556 + 409* = 6533136
+ 167281
= 6700417 =p
g=s'+ 13 =252 - 42 =641 sodaB A=29%41, das wir fruher
mit K bezeichneten, die tolgende Zerlegung in Faktoren hat
K® =2% +1=641 6700417
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Da wir 1n Teil T durch andere Uberlegungen den Faktor 641 von
K®) =292 4 | gefunden haben, so erschemt es angebracht von der
Zer!egung A=p g auszugehen und die nur durch zertraubende Rech

zweite Qu zu

Soiort gegeben 1st p = 644 = 257 + 42

Beim Aufsuchen der Zerlegung g — s + ## wird man nach den
fruheren Ausfuhrungen ausgehen von der Zahl 24, die nur n eimer

von Q werden kann

Es wird 2¢ = 13400834 Die moghchen Komponenten # = s +- ¢
und T =5 —¢ der Zerlegung 29 =(s +#®+ (s — )2 =2 (s* + &3
= W? + 7% werden diese zu den beiden Quadratendungen .- 09 und

25 gehorigen sem, d b die 3, 47,
53, 97) und die auf 5 endigenden Zahlen

Die Rechnung soll hier eimigermaBen emngehend durchgefuhrt wer-
den, da sie die Vethode der Zahlenrechnung i solchen Fallen aus
ewnandersetzt

Man wird als erste Komponente des Ansatzes 29 = #* +y? die
Rethe der v wahlen, die der Vierergruppe (3, 47, 53, 97) angehort
und 1m Intervall von 4 100 nur vier Reprasentanten hat Dann st em
geeigneter Ausgangswert von < festzusetzen, der wie folgt gewonnen
ward

Ich gehe von ewer runden Zahl L aus die in der Umgebung von
qu YE =Yg gewahlt wird L wird Bezugszahl fur die Berechnung

der Quadrate v! Man rechnet also wenn ¢,, ¢, e, ¢, die Vierergruppe
der z 1st mmer gleich paarwese aus (L & &) (L + e?, (L £ g
(L) Das brngt emen zweifachen Vortel 1 kommen die dop-
pelten Produkte gleich zu zwerfacher Verwendung, 2 1st die emseitige
ermudende Rechnung in emmer emzigen Richtung des Intervalls ver-
mieden, die 1n vielen Fallen sehr viel unnutze Werte ausrechnen muB

Es wird y2¢ }} =Yg~ 2500, denn es st V6700417 < 2600
Ieh wable also T— 2500 n Bezugszahl und bilde die Rethe L - ¢,
Ltes, Ltey, Lte, wode e, der Rete 3 47, 53, 97, 103, 147,
153,197,203,  entsprechen Die zusammengehongen Werte L - ¢;,
die gleichzeitig berechnet werden komnen werden unteremnander ge-
schnieben Dann kommt die Rethe

L = 2500
32503 o 47(2547 £ 53|2553 2507 2603 2647 2653 2697
| 2497 2453 2447 2403 2397 2353 2347 2103

Man rechnet die Differenz 2 ¢ — v fur die groBere des Zahlen
paares L 4 ¢, aus, und addiert zum Rest den Wert 2L ¢, = 5000,
Das ergibt die folgende Rechnung, wenn mt Z(*) durchgehends die
grobere Zahl des Paares L e, bezeichnet wrd

Ruckle, Prius des Zablearcchnens 6
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2¢' = 13400834  1340033¢ 13400834 13400834 13400834 13400834
A= 6265000 6487209 6517809 6744409 6775609 _ 7006609

2547 2553 2597 2603, 2647
7913625 7883025 - 6625225 6394225
4 15000 + 235000 — - 515000 + 735000

Bex der Rechnung wird man zunachst alle die Differenzen 2¢ — 22
auler Diskussion lassen ber denen die Z, zewgt, daB 2¢ — 2% mcht
Quadratzahl sem kann Das 1st ber unserer Rethe durch esnen wage-
rechten Stnch in den beiden Fallen angedeutet, wo emnmal Z, = 8,
das andere Mal Z, == 4 wird Beachtet man weiter, daB die Endhom-
plexe 225 Quadrate semn konnen von Zahlen der Endkomplexe 15,
35, 65, 85, die Endkomplexe 625 Quadrate sein honnen von
der Endkomplexe 25, 75 und die Endkomplexe 025 Quadrate sem
konnen von Zahlen der Endkomplexe 05, 45, 55, 95, so laBt sich die
Endscherdung daruber ob emme Differenz J — 24 — 2! Quadrat wer-
den kann oder mcht, 1n allen Fallen durch emne sehr emnfache GroBen-
abschatzung erbnngen

Beasprel  2q — z* = 7313625 Da 2700° = 7290000 1st, so
konnte 7313625 nur 2725% sein (wegen der Quadratendung 625) Es
wird aber 2725% = 2700% + 5 27000 + 625 > 7313625 7548625
konnte nur glech 2775% sem, das aber = (2800 — 25)% = 7 840 000
—5 28000 + 625 = 7700625 wird Die Weiterfuhrung der Rech-
nung bringt schieBlich den Wert z = L — 353

22 = (2500 — 333)% = 6250 000 — 5000 353 -+ 353" = 4 609 609
Dem entspricht die Differenz 4 = 2g — 22 = § 791 225 = 20652,
womit die Zerlegung gefunden st

24 = 2965* -+ 21472

oder
q=(296::2u7)’+(2965;2ﬁ)' 25561 -+ 4097
Es st also
KO =29 4 1= p g=64 6700417
p= M= 257 H=wick| w=25 v=4,

g=6700417 = 25562 + 4097 = §* + 13, | 5= 2556, =409
Nach unserem Formelsystem, das die Komponenten U, V, S, T
ut den %, v, s, ¢ verknupft, ergeben sich daraus die Quadratsummen-
zerlegungen von A= ¢
1 P= s—v-t 3900 — 1636 = 62264,
Q=v-s+u {=10224 + 10225 = 20449
S=u stv t=65536, T=v s—ut=1
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Damit sind die beiden Quadratsummenzerlegungen der K wieder
gefunden

War haben schon 1m Teil T davon gesprochen, daf fur die Unter-
suchung der ber der Kreistellung ausgezeichneten Zahlen K™ = 22" 1 ¢
noch viel zahlentheoretische Arbert zu lessten 1st  Es schemt kem aus-
sichtsloser Weg zu sein zunachst die Zahlen L = 221 — 22" 1.1
auf shre etwa die D Quadrat-
summenzerlegung usw zu untersuchen

war 1nsbesondere
644 =281 Lo L q =2 2" 1 usw

Ich betrachte den zweiten Faktor g = 6700417 der Zerlegung
von 241 =641 g

Es war q:6700417—“556’+409‘—-s‘v1‘

Die berden K s und ¢ zes
zu den Za):len IL® Es wird s = 2556—2‘(L<‘1-— 2) und ¢ =409
=25 [®—1

Es laBt sich die Fragestellung nicht abweisen, ob es besondere
Zablen gibt, ber denen es zwischen den Zerlegungen K = u? -+ 3* und
K = x* —y? besummte innere Gesetzmaligkeiten gbt Da 1n dieser
Ruchtung bisher kemne allgememnen zahlentheoretischen Gesetze und keine
Methoden gefunden sind so bleibt der empinschen sagen wic der
numensch expermentellen Arbeit noch viel Raum zur Betatigung, und
es erscheint die Ausbildung numenscher Methoden auf exakter Grund
lage mcht zwecklos

Die letzte Betrachtung fuhrt auf eme Rethe anderer Zahlen die
Primfaktoren bestimmter Struktur haben mussen Eine dieser Zahlen
15t uns schon be: den Teilbarkeitsbetrachtungen begegnet, namlich die
Zahl 1414 = 2t — a1 274

Leute mit emgem Interesse fur Zahlen wunschen zuweilen zu
wissen, ob z B die mit 11 Emern beschniebene Zahl 41111 141 111
eme Primzahl 15t oder wie ihre Faktoren aussehen

Ehe man zu rechnen anfangt wird man sich eme solche Zahl erst
ctwas naher ansehen Zunachst 1st die Zahl als Summe absteigender
Potenzen der Grundzahl 10 dargestellt, und wir wollen statt 10 die
allgememne Grundzahl g nehmen

Der Exponent p n 4= “"3:' ! so].l eme Pnmzahl sen da fur

E; m=p g sol gefunden

werden konnen, denn es 1t allgemein w~ § e dusch - 1
und durch # — 1 teilbar

Es bleiben also zu betrachten, wenn g die Grundzahl des Zablen
systems 1st, die Zahlen der Form

Tl g bttt gt
o
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Nach emem grundlegenden Satz aus der Theore der Kreiskarper
haon die Funktion

K@ =g 'wg *+- +gt+t
nur ganze rationale Faktoren der Form [ =2k $ -+ 1 haben, wo &
emne beliebige ganze rationale Zahlist Da diese Tatsache fur jede Grund-
zahl g gt 50 sind auch diese Zahlen der Form
107 7 — 107 24107 3 4 +10+1

d h die ym dekadischen Zahlensystem mit p Emnsen geschriebenen
Zablen nur durch Pnmzahlen der Form P =2k -1 teibar, wo-
mt die Zerlegungsuntersuchung solcher Zahlen sehr veremnfacht ist
Zu bemerken ist noch daB auBer den Faktoren der Form 2k -1
nach der Faktor # und zwar m der zweiten Potenz auftreten kann

Basprele
=337 (37=2"3 3+1),

=11111 =41.271 (M =2-4-5+1, 271=2-27.5+1),

Ot 11141 = 239 4649
(239=2 17 741, 4649=2-332-7+1),

11411111141 = 21649 - 513239

(21649 =2-984 11 +1, 513239 =2 23329 11 +1)
Die genaue Betrachtung der beden Faktoren

p= 21649 984 11— 1 2 3.4 1M+1,

g=7513239 =2 2332911 + 1 M 569- 11 +1
zeigt 1m Aufbau von p und ¢ das beidesmalige Auftreten des fur

-t

&
charaktenstischen Faktors 41
Es 15t zu vermuten, daB zwischen den Teilern von Zahlen so aus-
gezechneter Struktur, die besonders emnfach gebaute Funktionen der
Grundzabl g sind, Beziehungen bestchen, daB also wie huer fur den Anf-
bau der Faktoren von

© gt
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entstammen Es gibt auf diesem Gebet was bex der Muhe der numeri-
schen Arbeit verstandlich 1st, vor allem wemg Matenal das man zum
Auffinden allgememner Gesetze verwenden konnte AuBerdem steht zu
vermuten daB die Beweise tur so gefundene Gesetze groBe Schwieng-
heiten machen werden, wie man dies 1n der Zahlentheorte ber dem Nach-
weis expenmentell gefundener Tatsachen gewohnt 1t

Ber unserer Zahl KUD — 11 14411141 = 21649 - 513239 fnm
auberdem die
Faktoren muit denen der K\» — 1111111 =239 4649 auf Die Be
~timmung der Zerlegung von K" 1st nach den gemachten Bemerkungen
micht mehr schwieng, doch soll huer die s emzelne gehende Rechnung
mcht durchgefuhrt werden

§ 2. Die Lasung emner mt

Wurzeln.

Eine derartige Aufgabe ber der numensche Rechnung mit mathe-
matischer Uberlegung gut verknupft 1st, 1st 1m Vortrag vom 18 Apnl
mcht gestellt worden Ich greife deswegen auf eme Auigabe zuruck,
die ich 1n enem Vortrag am 28 November 1913 1m Physikahschen Verem
zu Frankfurt a M gelost habe und die in die psychologische Literatur?)
ubergegangen 15t

Die Glechung lautet

— 649 2% — 111 009 = + 58328361 = O

Die Vorzeichenrethe der Gheder der Gleichung (+ — — ) weist
zwer Zeichenwechsel und eme Zeichenfolge auf also hat die Gleichung
swer positive und eme negative Warzel

Setze 1ch versuchsweise v =649, so wird der Wert der hnken
Sette negatiy Der Wert x = 700 macht die hnke Seite positiv, so daB
eme Wurzel zwischen 700 und 649 anzunehmen 1t

Die drex Wurzeln seten 4, v, w dann mussen nach den Grundlehren
der Algebra die Bemchungen bestehen

uLvtw= 4649
v tvwtw 111009,
% v 0= —58328361
Das Produht [J=#% v-w der Wurzeln laBt sich in emfacher

Wese 1n Faktoren zerlegen
1 Die Quersumme zeigt die Teilbarkeit durch 9, und es kommt

O=%-v-w=—9-6480929

%) Vgl A Messsr Paychologie
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2 Die (7~ 11- 13) Probe zeigt
6 | 48 | 929
— 6 —474
474 45=5 7 13
die Tedbarkeit durch 7 und 13 Um 6480929 durch 91 =7 13 zu
dividieren  benutzen wir emen naheliegenden Kunstgnif, indem wir

den Bruch $*%9% myt 41 erweitern und rechnen

6480929 11 _ 71290219 71290219 _ 1 { }

ot T 1001 1000 TR g = 11219
700

Der her benutzte Kunstgnif steht in enger Bemehung zu der
Bildung von Ausdrucken, dte wir i Teil I Tellerfunktionen genannt
haben und die wir m Form ber der Losung
nicht aufgehender Divisionsaufgaben spater noch zu benutzen haben
werden Hier ber der Losung der Gleichung kommt es darauf an den
Faktor 71 219 des Produktes I7=u.v.w weiter zu zerlegen

Man erkennt unmuttelbar die Quadratdifferenz

71219 = 72900 — 1681 = 270% — 417 = 341 229
50 daB die Zerlegung des Produktes I7 wird
O=u v w=3-3 7 13 229-311

Da nach der Abschatzung der GroBen emnc der Wurzeln als nahe
unterhalb 700 gelegen bestimmt war namlich 1m Intervall (649 — 700)
50 15t diese Wurzel =3 229 = 687 zu setzen, also u = 687

Man wird diese Annahme rechtfertigen konnen emnmal dadurch
daB man die hnke Seite der Gleichung erst fur ¥ = 649 und dann fur
© = 700 und das andere Mal
indem man fur den Endkomplex 87 der angenommenen Wurzel emne
klemne Endnfiemd\mmg durchfuhrt

Es wn

87% = 658 soa 872 =7569 | 569 649 = 609% — 40% = 369 481
— 481
) 111009 87 =-- 783
(= 6t
Es wird, wie die kleme Naherungsrechnung zeigt, die Differens
durch 10* teilbar, wormt die Richtigkeit der Annahme des Cndkom
plexes 87 fur die Wurzel % 1n hohem Grade wabrscheinhich wird.
Die macht sich so
1 % =649 6494 — 111009 649 + 58328 361
[ = —72040 000 = —13 712 000
+58328 361
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2 =700

3

343000000 — 141009 700
— 518010

24990000 83 318000
+ 38328361 — 77107
F 83318000 - 5600000 = F ()

—7 11 101000
— 77 707 000

Daraus folgt
F(®) —F () =20300000 % — %=700— 649 =51
Ber linearer Interpolation folgt 1 roher Annaherung hieraus fur die
Lage der Warzel
137

=649 ~ 51 5% =649+34 4

Also legt  etwas oberhalb 683 womut umsere Annahme u — 687
gestutzt wird
Es wird u = 687 und demnach

vow=—3 7 13 311=—273 31 = —84903

Da #+v+w=0649 so wird v+ w =649 — 687 = —38, und es
ergibt sih sofort fur v, w die quadratische Glewhung
/84903

— 361"

v = —19 + y8° 264,
y=-19292 | ym=v=+423 yp=w=—31
Die dres Wurzeln der kubischen Gleichung werden also
u=1687 v=+273, v=—311

Tn der Tat baut sich die kubische Gleichung nichtig aus diesen drex
Waurzelwerten auf denn es wird

1 w+v+w=0649, so daB der Koethument von x* richtg
= —649 wird

2w v w=—58328361, also das absolure Gled richtg
= +58328 361

3 wvtv wAwew=ulrw) =687 (—38 — 273 311
= —26106 — 84903 = —111 009 also der Koeffizient von z nichtig
glexch —111 000, womnt alle Koeffizienten der Gleichung dntten Grades
nichtig aus den dres Wurzeln bestimmt sind  Damut 1st die Richtigkeit
der Losung vollstandig nachgewiesen

Die Bestmmaung der Wurzeln der kubischen Gleichung zeigt, we
man durch nchtige Uberlegung auch be: groBen Zahlen mit sehr wemg
annahernder Rechnung auskommt und wie die Kenntmus der Teilbar-
kextseigenschaften der Zahlen fordernd auf die Rechnung emwirkt

Vvi—38y — 84903 =0 v=—19+
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§ 3. Einiges iber approximatives Rechnen.
Einfache Rechnung mit der Zahl =,

In der und 10 der 15t man be
strebt, komplzierte Funktionen bzw Zahlen durch moglchst emfache
darzustellen Man versucht, die komphaerten GroBen durch solche
anzunahern, die sich 1n ewnfacher Weise aus ganzen rationalen Funk-
tionen oder aus rationalen Zahlen aufbauen

Dre D: der und der Zahlen durch
Potenzreihen, die Theore der Kettenbruche z B sind Folgen dieser
Bestrebungen

Be: der numenischen Rechnung mut rationalen und transzendenten
Zahlen 1st deren D: durch rationale mit
Kemen Korrektionsghedern von erheblichem Vorteil

Das git besonders fur solche transzendente Zahlen die in den
numensch auszuwertenden Formeln immer wieder vorhommen Man
ward sofort an die Zahlen ¢ und 7 denken

Will man z B Kreis, Kugel Zyhnderberechnungen mut emiger
Genawgkeit 1 Kopfe, aber ohne Anwendung von Loganthmen, aus-
rechnen so 15t emme Darstellung # = & + & von groBem Vorteil, wenn @
ewe rationale Zahl, mit der sich leiht rechnen laBt und ¢ emne kieme
Korrektion 1st, so daf in der Form 7 = a (1 & #) + emn gegen 1 hlewer
Bruch st

Ich gebe aus von dem Naherungswert % des Archumedes fur die
Zahl © Esuti=3%=l;,nndzs|st %> em zu groBer Wert,
s0 dafl die anzubringende Korrektion 3 negativ ausfallt Dann kommt.

=35 = 3442857 |- -

7=3,4415031---
,001 264
Es 1st 47 = 12,5664, und der Korrektionswert & 1st mit sehr guter
Annaherung 8 = | T Multiphatert man %2 mat (1 — 000004) = 09996
so kommt

so daB unsere der D der Rechnung
mt dem sehr guten Naherungswert 3,1416 fur = entspricht

Aufgaben mut der Konstanten =, die sonst schwieng erscheinen,
werden dadurch dem Koprechner zuganglich

Basprele

1 Der Radws emes Kreises ist 7 = 773 m, zu bestmmen 1t die
Kressflache
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Es wird
J=n-t = rgm=(2 1) 507520,

3 597 529 = 1792587
1

— 0.4%g
[ =1877197qm
Die Rechnung mut funfstelligen Loganthmen ergibt
logw = 049745 log7 = 288818

] =1877600qm

2. Der Radis ener Kugel 1st 7 = 397 m, zu bestmmen 1st die
Oberflache und der Inhalt der Kugel Es ward

10=41r, 2 V=%1r’,

oder fur die Rechnung besser geeignet V= + d%, wenn & =27 der
Kugeldurchmesser 1st  Es kommt

1 0=472=x.8*

794* = 630436
1891 308
~ 90062
x 1981370
—0,4%5 =& — 793
0 =1980577 gm
2 V=3 @
2% = 500 566 184
L » = 83427607

= 250 283 094 ¥ = 262096353 cbm
11 918 242
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Die Rechnung mit funistelligen Loganthmen ergibt
1 logd = 289982

2 logd = 289982
V = 262 160 000 cbm
0.77815

7,92141

049715

8,41856
Es braucht mcht besonders nachgewiesen zu werden daB dieses
1m Kopfe gut die Genawg-
keit L Wichtig 1st, daB die

Methode mut der gleichen L auch auf die U
gaben anwendbar 1st, da die Divison mut 7 =z — & glech emnfach
15t wie die Es wird allgemein
A 4

R £ (14 8) = 75 401 - 0,00004)

Bessprel  Der Inhalt cines Kreises 1st J =2 159046 qm  Wie
groB 15t der Radius?
Es wird
é =7 ~2159016(1 + 0,00004) = 687234
i
== 98137
= ] = 686959
+0 00004 275
= 687234

Da 829% = 687 241, so wird 7 mt groBer Genawgkeit

Die Rechnung mit funfstelligen Loganthmen ergibt
log] = 633425
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2 Der Inhalt ener Kugel st V = 2373 449 cbm  wie groB ist der
Durchmesser?
Es wird

Eswia &6y L =2(r -2 1)
373 449
107 884
265 569
24 =4531110
~+ 0 00004 1313

Es 1st 165% = 4492125, also kommt
4= j165% — a0 757
S0 daB nach der Naherungsformel
VB ¥d=d4+2;

JA'
1n erster Naherung sich d bestimmen laBt
4= 165 + 32100 — 165 + 707 =165 +0,5 = 1655

Der Durchmesser 4 wu'd also d = 165,5 m
Mit funfstelligen Lnganlhmen ergibt sich

Bei der Durchfuhrung der Zahlenrechnung habe ich von emer
Naherungsformel Gebrauch gemacht, auf die wir schon truher hin-
gewiesen haben die naturlich sm binomschen Lehrsatz wuczelt und
1n threr angenaherten Form oft mut Vorteil ber Zahlenrechnungen an-
gewandt werden kann Fur Quadrat und Kubiwurzeln lautet die
Formel m ihrer emfachsun Form

1 y42+d 2i—t
2}’A:+4=A+W_
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Man erkennt die naherungsweise Richtigkerr der beiden Formeln,
wenn man die Glechungen 1 die zweite bzw n die dntte Potenz
erhebt Dann kommt
d\2 @
(4~ 2) =t rar Bt
also 15t
PR
A+57> Y4+ 4,
und man kann, wenn groBere Genawgkeit verlangt wird, leicht e
weiteres Korrektionselied anfugen, was wir im einzelnen micht weiter
ausfuhren wollen Es hommt ber Anwendung dieser Formeln darauf
an dse dem Radikanden R nahelicgende Bezugszahl B = A* zu finden
was emge Rechnung erfordert, wahrend die Beshmmung der Aten
Waurzel aus
o
yaF =3
emne leichte Arbert ist

§4 w=Yaitd.
Allgememn beruht die naherungsweise Bestimmung der #-Wurzel
auf der bsnomsschen Entwicklung, dse fur e | <1 gultsg 1st

: s

(14efrmtsloeprn

oy HE G

At

-2
23w

R T 1

und auf der entsprechenden fur negatives

L vom
- =1— ="

=12

i o T

Ist zu bestmmen JR wo R = A® - d 1st, so kommt dann emnfach
. - R —
VR=VF T a=d -1t fa=t0+ar

s A )

d 1 &
sAtipm T ge et
und die entsprechende Formel fur negatives d

[y — d -1
== — s - e
Diese Formeln sind 1n mancher Richtung m geeiguete Form ge-
bracht worden, um zur genaherten schacllen Bestunmang von Warzeln
brauchbar zu sein Das st mcht mmer mt der ntigen Kntrk geschehen,



54 w=VATTd 93

wie die 1m Jahre 1913 von Pans aus mit grober Rehlame bekannt ge
machten neuen Rechenmethoden von Professor Quinton zeigen, der
emn Verfabren angibt das in cinem engbegrenzten Bereich Giltigkert
hat und 1m allgemeinen zu groBen Rechenfehlern fubrt Die mut der
zur Losung 1m Kopf von Quinion benotigten Zeit angegebenen Bei-
sprele?) lassen die Quintonsche Victhode zn da sie 1m geegneten Bereich
ausgewablt simd

Bessprele fur die Wurzelbestmmung mit den aus der binomschen
Rethe flieBenden Naherungsformeln

1 YB0165 = ya3® + 658

2 YB619572820 = o7 + 32232572 (es 1t 97 = 8587340257)
32132 572 3223257
=97+ o~ T Gz «zasms

- _v__ 653_
434‘3 P R i

= 97,07

3 Y0004578216740596 = Y175 1 353834650 = 17 +

(5 |7"
_ 353834659
=Yt S meammie
27218051
=17 Gremm e — 0000008
Ber den hohen macht die der

Bezugszahl B = A* viel Arbeit, und die loganthmische Abschatzung
fuhrt schneller und muheloser zum Ziel wie die erganzende Bestimmung
der Wurzel im letzten Beispiel zeigen wird

Es st der Radikand R eme 16stelige Zahl und da der
1og 99 = 1,99 56415t, 50 kommt mt mmges Annaherung log R = 15,9958
also fur den log der Wurzel

logw =33

was gerade der log 17 1st Also ist 17 der gesuchte Naherungswert der
13 Waurzel aus R

Ich gehe mit emer kurzen Betrachtung auf das von Quintos an-
gewandte, aber nirgends kiar ausewnandergesetzte Verfahren emn, weil
es ein Musterbesspiel dafur 1st, wie man Formeln zur Abkurzung von
Rechenprozessen nscht aufstellen soll In emer mcht veroffentichten
Arbeit aus dem Jahre 1913 habe ich gezeigt, welcher mathematische
Gedanke dem Quintonschen Verfahren zugrunde Legt und mwnefern die
Methode 1m 15t gab mur dazu
die Artbert von Reme Merle 1 Mabeft 4913 der Pamser Zeitschnft
..La Nature * die mir der Verfasser im Jum 1913 frenndlichst zuschickte
Merle beschreibt 1n senem Aufsatz Leistungen von R Quinion im Be-
stimmen von Wurzeln, und zwar auch solcher, die mcht aufgehen, er

log R =1,23045,

1) Vgl die Zetschnit La Nature Mat 1913 Aufsatz von Remé Merle
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gibt die Zeiten fur die Losungen an und sagt, daB der Kreis von Sach-

vor dem die Dy stattfand, von der glanzenden
Methode sehr emgenommen war Die Grundlage der Qusnionschen
Methode gibt auch R Merle mcht Ich muBte aus den kurzen Angaben
und den angegebenen Beispielen mur Quintons Gedankengang aufbauen
und fand bald, daB es sich um ewe sehr einfache Sache handelt, dic
bedauerhicherweise nur 1n emem beschrankten Bereich hre rchtige

Gultigket hat

Es wird angebracht semn, den Qunlonschen Gedanken fur emen
behebigen g=2n—r1 und
semn an dem gut Fall ¢ = 3 zu erlavtern

Wir gehen aus von den beiden Binomialentwicklungen
2
4 VAT T d= AV!+~=A{1+ ’_'(7‘,)+-- }

="+;.4-‘--—

Y a
2 VA =d=a— s -

Um die Behandlung der Formeln moghchst kurz zu gestalten
schretbe 1ch

| R=dadg—gt -

JR=4—gi—&—

Quinton geht darauf aus, das erste Zusatzghed g, 1n zwer Kompo-
nenten g, = G + g der Art zu zerlegen, daB es sich mut G sebr leicht
rechnen laBt, wahrend g nach Moglichkert das zweite Zusataghed —g,
hompensiert Eme solche Forderung laBt sich naturhich i emem ge-
wissen Berexch, d h fur die Umgebung emes gewissen Quotienten

=1 erfullen

AuBerhalb dmes Bereiches dessen Grenzen offenbar durch die
bestmmt sind, wird die
Quinton sche Rer_henmzt.hode falsch Man kann etwa so verfabren

1 Fur den Nenner gA!! von g setze ich gA? *=D+3,
wo D eme Zahl 1st, mt der sebr emnfach dividiert werden kann, also
etwa D=~% 10° Dann kommt, wenn wir der Einfachhert halber nur
den Fall d>0, also a

Vaisa=

Man erkennt, daB zum Zwecke der angestrebten Kompensation
mit g, das Zusatzghed <0 also ¢ A?-'=D — 4 sen mul
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Dann erfolgt als Bedingung der Kompensation des ersten Korrek-
tionsghedes & 2. mt dem Glied —g, der Bunomialentwcklung
4

woraus folgt

-2 e, 2

=T @A e

Hier kann fur gA?"! sem Wert D — d gesetzt werden dann kommt

3y
(D—a}vgzqija[x—ﬁ) R

234
(1=
Aus dieser Formel ist zu schlieen Der Berech des Quotienten
i=% . innerhalb dessen in dem oben ausewandergesetsten Sinne

Kompensation ber der Bestimmung von = Y47~ d stattfindet, 1st
als Funktion von ¢ und den beiden Komponenten D und d des ersten
Gliedes g; der Binomualreihe gegeben

Man erhalt, wie zu erwarten, fur die verschiedenen Waurzelexponen-
ten g auch Der nach
kommt es auf die geeignete Zerlegung qA¢ * = D + & an, die auller
von ¢ noch sehr bestimmt von A abhangt Man erhalt je nach dem Wert
von 4 verschiedene Rechenvorschnften im Falle des gleichen Exponen-
ten ¢ Von emem emherthchen Verfahren das den Namen Methode
verdient, kann demnach mcht die Rede sen Das Verfahren ward fur
den emnfachsten Fall g = 3 weiter ausemandergesetzt und auf semen
Gultigkentsbereich untersucht

Die Binomualformel ward dann

H d 1
VEFd=At3m—5 ot
Ich behandele e Zahlenbeispiel
1 A =800 d = 10000000
s o, .
rxoo‘-,—moooooo=yszz-1o'=8m¢]‘;n__.. -
Es wird 3 800 = 1920000, und es drangt sich die Zerlegung
3 A® = 2000000 - 80000 auf so daB
D=2 10, &= 80000

ward

Quinton mmmt an, daB die besprochene Kompensation 1 emem
groBen Bereich stattfindet, und rechnet, ohne sich um die Abgrenzung
des Gultigkestsbereiches zu kummern, m folgender Weise

R—As pd, JR=J&Fd=1+ z‘w,
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1 364000000 = }512000000 = 52+ 10° — 800 + 26 =

PO
2 Y572834529

800 +

60,834 10°
3

= 800 + 30,42

826,0,

830,42

sich um eme klemne Rechnung handelt, beshmmen wir den
mtonschen Methode durch die Aufstellung
emer klemen Tafel, deren Einchtung ohne weiteres verstandhich

GMﬁgkaluberuch der

semn wird
P
Radikand V% | Febtey | RE0KRDE | VR Febi
Logarun | Fe Logaru  Fehler
R Qumion | “pn | R
[
518 10°| 8030 | 80312 | —01z| 584 10° | 8360 83588 1012
520 100 | 8040 | 80314 | —014| 536 10' | 70 a3682 ‘-.—um
522 10% | 8050 8052 | —020
524 108 | 8060 | 8062 ‘,ngo 588 s0v | 8380 | 83778 | 4022
526 100 | s070 | so72 | —o20| 390 10% | 8390 | 83872 | —028
528 10f | 8080 | 8082 | 00| 505 sor | w00 | 868 | ~032
104 5095 | 030|504 108 | 8410 M6z | 1038
8103 0.0 56 s00 | 8420 | s | +ois
8113 | —030| 508 10* | 8430 ' 84250 +050
8123 | -030| 600 10¢ |l 8440 84342 | 058
8153 | 030
8143 | —030| 602 100 | 84v0 | 84436 | +064
8153 | o030 604 10t | 8460 | 84530 | +070
8163 , —030] 606 10% | 8470 84626 | +076
8173 | —030| 608 10° | 8480 | 84717 | +083
8183 | —n30| 610 10° | 8490 | 84808 | +092
8193 | —030f 613 40¢ | 8500 ! 84902 | +098
8203 | —030| 614 100 | 8510 | 84994 +106
8213 | —030| 66 10% | 8520 85086 | +114
?z;i "‘u’ig 618 10° | 8530 85178 l-.-ln
- 620 10* | 8540 | 852 130
82425 | o025 > & 5270 |+
‘ 82524 | —024 | 622 10% | 8550 | 85368 [ +132
624 m" 860 | Bsese | 140
626 10° | 8570 | 85544 | +136
| :::‘:z 90| 628 10 | sss0 | 85634 | <166
Sty | _oifes0 10t s90 w5724 | 176
82912 | —012] 632 10° | 8600 85816 | +184
‘ 850,10 | —010 | 634 10° | 8610 ‘ 85908 | —192
83108 008|636 10t | 8620 | 85998 | +202
83203 | —003| 638 10¢ | 8630 | 86088 | +212
85298 | +002 | 640 10' | 8640 | 86176 | +2.24
83397 | +003| 642 10' | 8650 | 86268 | +232
582 10% | 8350 | 83492 | 1003|644 10% | 8660 | 86358 | +242
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Zum Verglech der Tafel mit der allgememen Entwicklung gehen
wir auf die Gultigkeitsformel der Kompensation zuruck, die fur den
allgemenen Exponenten ¢ entwickelt worden ist und wie folgt lautete

3
)

d 2 3
A ﬁd..('“

Fur unseren Fall st ¢ —3 4 — 800 0 -S0000, D=2 to*

4 LS (2o} s

27100

5 092 =0,145

d=800° 0115 =512 0115 10* = 35888 10°

d b nach unserer allgemeinen Betrachtung muB der Bereich, inner-
halb dessen das Quintonsche Verfahren brauchbar 1st 1 der Umgebung
von R = §00° - 5888 10% also m der Nahe von R =570 10°
liegen, was die Tafel bestatigt ——

Von emer der Methode
kann mcht die Rede sem, we die ausgerechnete Tafel zeigt Selbst ber
sehr genngen Anspruchen an die Genawgkeit ist mit dem Verfahren
mchts anzufangen Dazu kommt, daB mit dem Radikanden R die
Naherungsmethoden wechseln, von emer mathematischen Methode also
mcht die Rede sem kann

In der Umgebung von R = 700° +d wird man folgendes Ver
fahren anwenden wie es Quinton nach den von René Merle gemachten
Angaben auch tut Es ward

3 700* = 1470000 =15 10° — 30000

also
D=15 10% & =130000

Ich fuge eme wartere kieme Tafel bes um anschaulich zu machen,
was Quinion 1n diesem Bereich zu leisten vermag

Fur R =900%+d hommt 3 900?= 2430000 =25 10% — 70000

D =25 10' 4=170000
Fur R=600° + d hommt 3 600? = 1080000 = 1100000 — 20000
D11 10° 8= 20000 usw

Fur R = 900+ 4 wird das Rechenverfahten Qusnions auch recht
einfach

Bessprel
V753108 = 1729 105 1 2410 = 000 + 2% -6

Die loganthmische Rechnung ergibt

0 =753 - 10F =909 76
Ruckls Frams der Zebearschacns I .
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Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick uber die Lust\mgs(alug
ket der Quinionschen Methode 1m Gebiet R = 900" -

Radikaad

Rl

Togarth- | Teber

I3 Quanton ! F I

Radiand | i3 | rei
Jiler
R | Qutan 18T
I
“H o108 9088 | 004 52 ‘ 012
743 100 | 9056 | 90574 | 014
745 100 | 906+ | 9068t | w14

767 10° || 9072 | 90734 -0 t4
749 10% | 9080 | 90816 | -016
751 10° 9088 | 90898 018
9096 | 90976 016
9104 | 91058 015
9112 | 91136 016
—~018
9128 | 91298 018
9136 | 91378 ‘—O 18
9144 | 91458 | —018
9152 | 91538 | —018
9160 91618 —018
9168 | 91696 016
9176 | 91776 | -016
9184 | 918 54 014
9192 | 91932 |-o012
9200 | 92012 |—012
9208 | 92092 {012
9216 | 92170 —010

o224 | 922 ~>08
9232 | 92325 | 005
9240 —004

924
9248 | 924 825 | —0025
9256 | 92560 | 000

92638 | +002
9272 92715 |+o0s
9280 92794 006
9288 92870 | t010
5206 | 92948 | 012
9304 | 93025 [+015

93102 |~01>
9320 | 93180 '+020
9328 93234 |+026
9336 93332 [+02>
9344 | 93410 | ro30
0352 | 03484 |+036
9360 | 935,60 |+040

Wie i Falle R = 800° ~d

821 100 | 9368 | 93638 | +042

23 100 | 0376 93713 | 047

825 10 ‘ 9384 ‘ 937 88 +052

827 10° 9392 | 938 64 056

529 108 | 9400 | 93940 | +060

831 10% 9408 | 94016 | 4064
i

2

8
i

8

835 100 | o424 ' 94168 | o7z
337 100 | 9432 94240 | +o%0
839 10% | 9440 94318 | 082
$41 100 | 9448 94390 | <090
843 10° 0456 | 94468  +092
843 108 | o464 | o440 | 1100
847 10 | 9472 94615 +105
849 108

H
2
3
8
x
3

899 0% | 9680 | 96514 | +286

stellen wir auch hier den Kompen-

sationsbereich nach der allgemeinen Formel fest Es ist

2
AI:,—‘ 3

.A('*za)
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In unserem Falle R =900° +4d 1t g=3 A =000 D=25 105,
8= 70000
Dann kommt
d=63 0944 10 = 59472 10°

Der Bereich der Kompensation hat also semen Mittelpunkt ber
R =900+ 59472 10* oder R = 788472 10°, was mut der Tafel
recht gut uberemstmmt Im ubrigen gilt fur diese Tafel das gleiche
wie fur die vonge und allgemein st zu sagen

1 Rechenmethoden die keme allgememe Gultigkeit haben,
konnen mcht allgemeine Verwendung finden

2 Immer 15t ber der Bekanntgabe soicher Verfahren der Bereich
der Gultigkeit der 1m Fall aus der
Genawgkeit zu bestimmen 1st, ehe man antangt nach emem solchen
Verfahren zu rechnen

Die beden naher betrachteten Gruppen R = 800° ~d und
R =900° + d zeigen, wie das Quinfomsche Verfahren zu handhaben
st Es erschemt angebracht, noch kurz aut den Exponenten g =5

, um zu sehen, wie dort das Prnap der Kompensation in

Anwendung zu bringen st

Der Nenner N =gq At ' des ersten Gledes g, der Binomual-
entwicklung wird hier

N=54¢
Irh betrachte zunachst die Gruppe R = 6005 +d Hier kommt
N =3 36 10° =648 10%
Ich setze N =D — 3 wo
200
D =16,6667 10 ===-10',
also d =1,8667 10 wird

66,6667
—64,8000 = 4 = 18667 10*

Dann kommt cie emfache Rechnung nach Qusnton

= Y600F 4108 = 600 + 4 S = 600 + 0,015 -4
a0, THRFO0E
3

Bessprel
w = Y8033 107 = Y600 + 257 10% = 600 + 257 0,015,
= 600 + 3,855 = 603 86
Loganthmisch kommt & =003,91 dlso findet m diesem Fall
gute Uberemnstimmung statt
.
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Der Kompensationswert wird
d=%.1,8667-10° 600 0944 =528649 10
In ahnhcher Weise wird man un Bereich R =900 +d 10% fur
den Nenner 5 900 von g, setzen
§ 900° =3 6561 108 =32805 10° = 33333 10° — 528 10°

10°

D= -10°, 3=)528-10°

Im Kompensationsbereich kann Quindon dann in folgender Wesse
rechnen

d 1o

sd
900!4»:110"—9004-‘0, =900+ 25

o0
Bespel = {61826 100 — ywr 900° + 2777 10
Quinton  w =900 + 2777 3 = 908334
Logarsthmasch 61826 10% = 908 31

wir den K @ fur diesen Bereich, so

kommt
d=5.2833 109 000 - - 0,99984 = 23775 10
Es wird
Y500 F 4 = V(59,040 + 2377.5) 101 = y54426,5 10®
1 Quinton
w =900 +
2 Loganthmisch
614265 10% = 907.433
Es exgibt sich, wie zu erwarten war in diesem Falle vollstandige
Uberemnstimmung zwischen den bexden Werten Es 1st nicht maglch
che Gute des Verfahrens in all den enzelnen Fallen in Tabellen zu er
proben  Jedenfalls genugt es micht den Anforderungen allgemeiner
Verwendbarkeit und 1st darum mit der notigen Reserve aufzunehmen
Darum bleibt die Frage, wie derartige Rechaungen schnell und nchtig
1 Kopt ausgefuhrt werden konnen Man labt alle Kunsteleien bei-

seite und geht auf die Binomsalformel zuruck
Es war

—-1_ &
VA'+3:A+M. 1_,27]ﬁ+“

B8 3 900 + 323775 = %07,1325

In vielen Fallen wird man ber der nchtigen Bestimmung der Glieder
£ und g, die geforderte Genawgkeit erzelen Wir wollen nun micht
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£ mit bequemer Rechnung auswerten und daon g, mit dem Fehler
von g, kompensieren wie es Qusnton macht Es ergab sich em Verfahren,
das nur 1n engem Bercich gultig 15t und 1m allgemeinen zu bedenklichen
Fehlern fuhren kann  Wir bestimmen g, emigermaBien genau und leiten
£ aus g, ab was durch eine leichte Rechnung immer moglich 1st

Es st wie man sofort aus der Formel erkennt,

s gt
B=— 58 5,

sehr leicht st

= Y512 10+ 84 107 =300+ H ot g
Bex der Division durch 3 8007 = 1 920 000 setzen wir
1920000 =2 10° (1 — 4%)
und schreiben’n hinreichender Annaherung
=512 10+ 84 10° = 800 + 42 (1 + 004) — g,
Es wird g, = 42 (1 4 004), also

o= — 42(1 + 0.08) - g = — g 1764(1 + 0,08)

= g 190512 = — 0252 a3
w = 800 + 43 68 — 2381 = 841,299
Die loganthmische Rechnung ergibt
w = {596 10° = 84153
Der Fehler 1st 4 = —023, also keme schlechte Genamgket
Qmm erhalt w = 8420 also emen um 047 7u grolen Wert

2 }757 108 = 729 10"+ 28+ 10
Es wird
w=000+2% g,

28 108 28 100
25 10— 70000 = 82 = 90 + Sy —z gy — &
=900+ 11 2(1 T 2,8) — g

=900 + 11,2(1 + 0,028) —

2 >
2 m.g‘
+0§|36 1
=900 + TP — e 1323

900 + 11 514 — 0147 = 911,367
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Loganthmisch ergibt sich

Y757 100 = 911 38
Der Fehler 1st 4 = 4001, also eme sehr gute Uberemsummung
Quinton erhalt

w =900+ 112 =911,2
also

18

3 Y62773 tov =1
Es hommt
[
w = Y900 + 3724 - 109 = 900 +
tur 5 6561 = 32805 setze 1ch

5724 10"
Sesei 108~ &

53— s="Lu — 16
Dann kommt
4= 216 = 11172(1 + 1 6Y) = 1135
-6t
Es kommt also
288
w =900 4 1135 — 5 13y 9“”_.‘9::5—1

=91135 — 029 =911 06
Loganthmisch kommt
w = 911,06

Die Genawgkeit 15t sehr gut

Der geschickte Rechner wird das Verfahren der Binomialentwick-
Iung noch sehr erheblich konvergenter gestalten kénnen durch geeignete
Wahl der Bezugszahl 4 Je klemer der Quotient 4 = 4 ward, desto
besser konvergiert die Rethe, so dab die Berucksichtigung der bexden
ersten Glieder g, und g, schon sehr gute Werte von w = Y47 + d
Lefert

Wir rechnen die paar Beispiele noch mut anderen Bezugszahlen
durch

1 Y757 10° Wir setzen A4 =010 4’=7535/1 10

d=3429-
Dann kommt 342910t
20 100 a9 w00 3430 e .
$17 Sgier 3w 100 aedey A28
954470
199410
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Die Division durch 91 fubren war durch Erweiterung des Bruches
out 11 aus und erhalten

f=— =—0002

2,09484
1001
Also kommt @ = 914 36, also eme sehr gute Ubercnstimmung mit
dem loganthmischen Wert w = 911 38  Erschwerend 1st ber dieser
scharferen Erfassung der Rechnung vor allem die schwienge Division
mit den micht immer emnfach zu handhabenden Nennern Noch eine
Bemerkung se1 angefugt uber das Bestmmen der geeigneten Bezugs
cahl A was ber mcht allzu cinfachen Aufgaben der korm w = YR

micht immer Jeicht 1st
Hier leistet wie in vielen Fallen, dic loganthmische Abschatzung
gute Dienste

Besprel Ich zehe das 3 Bespel heran w = 62773 100
Esst lgR=4, +10=14

62 773 hegt etwas uber 62 500, dessen Loganthmus aus 625 =
leicht bestimmbar it Also hommt logR >14  woals Desymalen
der sofort zu bestimmende Loganthmus von 6 25 = 1% 2u nehmen xt
Eswird log 6 25 =2 — 1 20412 =0 79588 Alsokommt log R > 14 79588,
was schatzungsweise 1n die Gleichung log R = 14 80 uberfuhrt werden
kann

Dann kommt logw = 4 log R = 2,96, womit aber sofort die
1n die Augen springende Bezugszahl 4 — 900 erkanat 1st, worauf die
Rechoung mn der angegebenen Weise weitergefuhrt ward

Man wird zugeben, daB gerade 1m Falle groBer Exponenten g dieses
Vertahren allein schnell und sicher uber die auszufuhrende Darstellung
R =49+ d Auskunft gibt

In allen Fallen kommt es darauf an die zweckmaBigste Methode
rasch herauszutinden, und es 1st eme Hauptarbert bex den 1m Kopfe
durchgefuhrten Zahlenrechnungen daB man m sehr kurzer Zeit die
nchige d b die zweckmaBigste Metbode herausfndet und dann folge
nchtig nach hr handelt Das gerade st der Toil der Rechenarbert,
der micht nach vorgeschniebenen Schemen gelent werden kann und ger
deswegen etwas an sich hat das mt Recht als Kunst bezeichnet wer
den darf

Ich brauche nicht Ixsonders aussufuhren da ber dieser selektiven
latigkest di Lrfahrung dic we gut durchdachten truhcren Rechen
leistungen folgt emen wesentlichen Teil zum Ertolg hefert Diese Ex
tahrung und thre & dung ohne Zertverlust
charaktensiert den wirklichen Rechner, der 1m Gegemau 21 den Schen
rechnern steht die Ballas!
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Man erkennt wohl, daB solcher Ballast in vielen Fallen hemmend auf
die rasche und sichere Inangnifoahme emer Aufgabe wirken kann,
da jede auswendiggelernte Zabl sich vordrangt und die objektive Ent-
scherdung uber die anzuwendende leistungsfahige Methode stort Wer
sich gewisses Gedachtmsmatenial mcht durch Arbeit, sondern durch
gekunstelte Methoden angeeignet hat, sucht senen Schatz an Kennt
missen immer wieder an den Mann zu bringen und steht der Durchfuhrung
ener Aufgabe mcht vorurteilsfre: gegenuber Es kommt auch ber dem
wirklichen Rechner oft genug vor daf thm bet emer Losung zwes gute
Vethoden zur Verfugung stehen die er beide gern durchfuhren mochte
und es haben die Versuchsarbeiten der Psvchologen emnwandires ergeben,
daB 1n solchen Fallen die Losung verzogert wird da die folgenchtige
Durchschreitung des zweckmaBigsten Weges gestort wird

Es erschernt angebracht, emges uber die Ausrechnung von Divisions
autgaben zu sagen Wir teilen diese Aufgaben swechmalBig in zwe:
Klassen je nachdem die Aufgabe aufgeht oder em Naherungsresultat
zu bestimmen 15t

Wir haben schon Gelegenheit gehabt emiges uber aufgehende
Divisionsaufgaben zu sagen bet den Telbarheitsbetrachtungen wo wir
daranf hinwiesen, daB die Frage nach der Teubarket d h nach dem
restlosen Aufgehen der Division, dadurch zu entschexden 1st daB man
die Division von rechts beginnt und dem jeweiligen Rest alle Bedingungen
auferlegt, die aus der Struktur des Terlers folgen In vielen Fallen wird
eme geschickte Endatfferbetrachtung sehr schnell zum Ziel fuhren wo
fur emn klemes Beisprel durchgefuhrt werden soll

1 997331 127 Durch Addition emes Vielfachen von 127 soll
versucht werden emne Zahl B aus 997331 herzustellen, der man unmuttel-
bar ansieht welches Vielfache von 127 sie 1st Ich erginze 997331 zu
ewner Zahl die den Faktor 1000 enthalt Es muB dann ewe Zahl 127 &
addiert werden, deren letzte drex Ziffern 669 sind Da 1372 = 18769,
s0 1st 1 127 147 = 1378 — 108 = 18669 = b emne geeignete Zahl
gefunden Dann kommt 997331 + 18669 = 1016000 = 8000 - 127,
und die Dwision 15t besimmt zu

973 = (1016000 — 18669) 127= 8000 — 147 = 7853

Als mcht gar so emnfaches Besspiel soll die vorher besprochene Zahl
L00 = 1088 _ 70D - 44444 111411 durch thren klewneren Teiler
21649 dividiert werden Wir suchen zunachst emen Faktor, der mut
21 649 multiphziert 1n moghchst vielen Stellen des Endkomplexes mut
dem Drvidenden L& uberewnstmmt  Es hat 39 49 = 1911 den End
komplex 11 Weiter findet man durch eme klene Uberlegung, da8
man 649 mit 239 multiphzieren muB, damt die dren letzten Stellen des
Produktes 111 werden Es wird 239 21649 = 5174111
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pA = 111 11111
—239 21649 5174111
LY —1 p 11105 437 000
Der Rest R 1st auBer durch 10° durch 3? teilbar und es kommt
R=1% 10" 411331
Be: der Untersuchung von 441331 1st zu beachten, daB 49 mit 19
1st, darmt der Endk le 1 ‘wie man
soien ‘bemerkt, wenn man fur 49 schreibt 50 — 1 Es wird 19 21649
genau glech 411331
Wir hatten von LY abgezogen
1 239 21649
2 Aus dem Rest R = L) —- 339 2164y zogen wir die Faktoren
39, 102 und 19 heraus, bis wir aut den Tetler 21 649 kamen Es wird also
LOD = 44 111 114 114 = 24649 (239 -~ 1000 27 19) = 21649 543239
womit die truhere Zerlegung wiedergefunden st
Man erkennt daB man bei dieser Art zu rechnen frer von den
Fehlern wird die durch die Eintomgkeit der Rechnung entstehen
also frer von Ermudungsfehlern
Man hat fortwahrend daruber nachzudenken wie die Rechnung
moghchst emnfach zu gestalten 1st, man arbertet mut reizvollen Kom-
binationen die Interesse und Aufmerhsamkeit wachhalten zum SchluB
baut man den gesuchten Faktor auf, indem man die Teiloverationen
zusammentalt
Es legt nahe, ber den D aut dre als
bezeichneten Ausdrucke ¢(g) = g* -+ d zuruckzugehen cie ben der
Multiphikation gute Veremfachungen bewirkten Dabe: leisten uns die
fur eme Reibe von m Tel I Tdentr-
taten gute Dienste Ist durch ewen Divisor zu teilen, der Faktor eme
Teilerfunktion £(g) 1st, so erscheint es angebracht den die Division dar
stellenden Bruch mit den komplementaren Faktoren zu erweitern um
eme leiht durchfuhrbare Division zu erhalten
Es ser die Teilung % auszufubren wo p Pnmteiler ciner Funk

tion £(g) =10° =d =p ¢ » it Dann schrebt man
_B{i FaLl }

107 = o

Diese Rechnung 1st ohne Vuhe durchtuhrbar

Bewspele
5861 5861 73 42 53 1
U = e = aser =273t — o) ="§-D7gzg
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il 7841
, I8 3 _ 2613667 _ 3 7841 41 3 7841 41

Man wird ber den Teilerfunktionen ¢(g) = 10° - d micht stchen
bleiben sondern wird den Nenner N des Bruches durch Faktorenzusatz
1n ewne Form bnngen N= A +d wo A msofern eine Bezugszahl 1st,
als mit thr bequem dividiert werden hann

Bessprel

124757
353

Benutzt wird die Identitat 17 353 = 6001  Dann kommt
_ 126757 17 _ 2120869 _ 2120869
= oot ot

G
— 353,478 (1 — 353,478
— 0059
53,419
3 g $6M9 366149 3 e61a9 4 _ 7193788
=74 T Tamy o oo | 3
T 17000
—TI( "m)4466935(1—0001647) 466935
=45 6166
3 |97569 197569 239 197569 239 9 _ 197509 2151
107~ 1

Diese Art Divisionen auszufuhren transformuert den der Division
aquivalenten Bruch in emne Form, dall der Nenner V= . d wird
wo 4 eme Zahl ist, mit der leicht dividiert werden kann, wahrend d
emn gegen A klemer ganzzahhger Wert 15t 50 daB man ber der Ent-
wcklung
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L d
mit g des ersten =5 de

Genausgkeit erzielt Diese Methode gewinnt thre ganze Bedeutung erst,
wenn ber der Ausrechnung von Funktionen der Divisor N eme laufende
Rethe von Werten anmmmt etwa

N=d~d A+@d+1) d+@r2)

Dann kann die Beshmmung des Hauptwertes N, = T e'mmal aus-
gefubrt und der Wert n emer Rethe hingeschneben werden so daB
an den Emnzelwerten N, nur noch die Korrektionen Z % anzubringen
wnd aus deren Gang man auBerdem ein Urtell uber die Richtigkeit
der Rechnung gewinnt Waeder macht micht dse Zahlenrechnung die
groBte Arbeit vielmehr kommt es daraut an wie gut man die Trans-
formation des Bruches bewerhsteligt Immer ist die Hauptsache daB
man durch planmaiges Denken dic Rechnung so emnchtet daB sie
moglichst wenig mechanische Arbeit ubnig 1Bt Auch ber st es die
als wichtig postulierte Kenntrus der Eigenschaften der ganzen Zahlen
und ihrer Struktur die die Mittel an die Hand gibt, rasch brauchbare
Tmformungen zu finden

Hat man ane Formel aus-
zuwerten, also den Verlaut einer Funktion zahlenmalig darzustellen
5o soll man mcht eme Zahl schreiben, bis man die Funktion auf thre
Esgenschaften genau studiert hat Erst dann ist man in der Lage die
Rechnung 1n ewer Weise anzulegen daB man mut cinem Mimmum an
‘mechansscher Arbert auskommt

Man weist mit Recht immer auf die Mitberechnung von Differenzen-
tafeln lin die erkennen lassen ob die Funktionswerte sich dem durch
e Formel ausgedrucktem Gesetz anpassen was im posttiven Fall die
R.chugkm der Rechnung erkennen laBt, und 1m negativen Fall durch
e T ze1gt wo emn gemacht worden sst, der
sich dann leicht auffinden laBt

Be: der Losung von Zahlenaufgaben 1st immer darauf zu achten
durch welche Besonderheiten der Aufgabe der Losung beshmmte Be
dingungen auferlegt werden Dadurch kann i vielen Fallen die Rech-
nung sehr abgelourzt werden, was wir an manchen Beispielen gesehen
haben 2 B an der Bebandiung der kubischen Gleuchurg, ber der die
Losung trotz grofier fast ohne exg Zahlen-
rechnung gefunden wurde

Dre Division mut Hilfe der Reshenentwicklung fur g = ;7 hat
den weiteren Vorteil, dall sie den Quotienten g = Z aus dem Naherungs-
wert g =% schnttweise approxmiert 5o da8 man die vorgeschriebene
Genawgkeit bequem emnhalten kann ohne eme unnotige Ziffer zu
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schresben Da sie den Hauptwert gy — % ohne groBe Rechnung sofort
gibt, 50 sind groBie Fehler be: diesem Verfahren ausgeschlossen

In Tetl I habe 1ch auf die Analyse emer auswendiggelernten Ziffern-
rethe hingewiesen die zeigen soll 1 welcher Weise man beim Lernen
emer langen Rethe verfahren soll wenn man gute Lernzeiten erzielen
will Ich nehme als Beispiel eme Rethe von 102 Ziffern due 1ch beu
Versuchen 1m Gottinger Psychologischen Institut mm Oktober 1920
gelernt habe wobei die Hilfen und Kombinationen direkt nach der
Reproduktion der Rethe zu Protokoll gegeben wurden

Das Beispiel wird von O Kroh in semner mehrfach erwahnten Schntt
gebracht Die Reihe, die mit Rucksicht auf meine Gewohnheit 1n sechs-
stelligen Kompleen zu lernen 1n 17 Zahlen geghedert 1st,
lautet

798588 154077 124731 551538 983 863 809 496

225967 018841 246920 822719 522507 367861

103274 481693 343049 506523 455369

Die Lemzeit fur die fehlerlose Reproduktion dieser 102 Zaffern
war 1 Minute 40 Sekunden Nach den Mittellungen von Professor Kroh
habe ich folgende Hilfen sofort zu Protokoll gegeben

1 Komplex 798388 Gememsamer Faktor der beiden Komplew-
halften 1st 7, die zweite Gruppe 588 st = 2% 3 72

2 Komplex 154077 154 =2 77 Wir werden das nach unseren
fruberen Ausfuhrungen noch erganzen, indem wir bemerken, daB der
unmittelbar zutage tretende Faktor 2001 auf die Primtetler 23 und 29
deutet Es laBt sich damut soglexch eine Verbindung mut dem raumlich
unterhalb 154077 stehenden Komplex 918841 anknupfen, dessen
zweiter dreistelliger Unterkomplex 844 = 29? st

3 Komplex 124734 124=2° 3 734 =17-43

Der 4 Komplex 551538 wird der GroBemordnung semner Teile
wegen zur zweiten Halfte (588) des ersten Komplexes in Bezmehung
gebracht Die Differenz beider Telkomplexe 1st die charaktenstiche
Prnimzahl 13 also wird die sechsstellige Zahl 554 538 durch 43 teibar
=13 42426

5 Komplex Beide Komplexhalften sind Pnmzahlen [hre Differenz
1st 120 983 war zudem vorher in ewer anderen Zusammensetzung
(es war Faktor emer m PN Zahl)
vorgekommen und noch 1 Ennne

6 809 schhieBt sich als Primzahl glescher GroBenordnung unmattel-
bar an 863 an Die Differenz 863 — 809 = 54 = 2 3% 809 = 28% + 5°
496 =4 124 =2% 31 wird zum 3 Komplex in Bezchung gebracht

7 Der zwischen den beiden fallt auf
Das ungefahre Wertverhaltms 1 4 wird registniert 225 = 45° Zudem
tritt 967 zu 983 n Bezehung beide sind zu 1000 benachbart Falt
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man 983 als 1000 — 4 auf so kann man 967 als 1000 — 2 d ansehen
Dab emerseits 983 ungefahr gleich 967 000 15t andererseits der Loga-
nthmus von 9 67 ungefahr glech 0,083 werden muB, klingt daber an

8 918 blerbt um 49 hinter 967 zuruck also um 7%, das als Teiler
von 588 auftrat Der charahtenstische Teler 17 von 018 trat
731 =17 43 bereits auf 841 = 20° haben wn sihon zu den durch
2001 alvo auch dwch die Primzahlen 23 und 29 teibaren Komplex
154077 n Bezmehung gesetzt Die Dufferenz 918 — 841 = 77 der besden
Unterkomplexe zeigt, daB 918 841 die Faktoren 7 und 11 hat

9 Den Komplex halt die Bezehung 20 46 =920 zusammen
246 hat den charaktenstischen Prmteler 41

10 822 =2 3 137 st Vielfaches der Primzahl 137 due als Teiler
von 40% + 1 besonderes Interesse besitzt Die Differenz der beiden
Telkompleve 822 — 719 = 103 tntt als erste Halfte im 13 Komplex
103274 auf Beide Komplexc 822 und 719 erschemen der GroBen-
ordnung nach als ahnhch (Grofe und benachbarte Hundertzffer

der Klew und ebentalls benach-

bart so daB ein leichter Ubergang von 822 aut 719 moglhch 1st

11 Der Sechserkomplex 522 507 ennnert an den wierten 551 538
Im Vergleich zu dem vorangehenden 10 Komplex 822 749 1st 522 um
300 klewer als 822 Differenz der Komplexe 522 — 507 =15 522
hat den charaktenstischen Pnmteiler 29, wahrend 507 durch 13? ted
bar st

12 367861 367 st bekanm als Primzahl und ziffernmaBig als
physikalische Konstante & = .1+ in der Gastheone ist = 00367 Von
861 15t 367 um fast 500, genau um 494 verschieden, das den Faktor 13
enthalt 861 enthalt auBer dem Teiler 7 wieder den Faktor 41

13 103274 Die Pnmzabl 103 trat als Differenz der beiden Kom-
plexhalften (822 — 719 = 103) >chon ber (10) auf AuBerdem 1t
7a=2 137=} 822

14 481 =13 37 Die Differenz beider Komplevhaliten wira
693 — 481 =212 =121 3

15 343 =7° 49=7 1343049 = 7001 7* 7OO4 = 76* + 35°
1st Primzabl

16 506523 wird zu (9) 522507 und (4) 551 538 in Bezehung
gebracht Die Dufferenz der berden Teilkomplexe 523 — 506 wird glexch
der Pnimzahl 17 Die jeweiligen Differenzen der Teikomplexe ber (4),
(9) und (46) sind 13, 15, 17, bilden also den Teil emer anthmetischen
Rethe 23 steckt als Faktor im Komplex 506

17 455 hat die Primteiler 7 und 43 369 15t von annahernd gleicher
GroBenordnung und = 3* 441, womit 41 zum dnttenmal als charakte-
mistischer Primfaktor avftritt 369 ennnert an und verbimdet sich mt 367
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Ich fuge die Analyse emnes klemen Karreeversuches mit 25 Ziffern
an, der cbenfalls ber den Gottilger Versuchen 1m Herbst 1920 gelernt
und 1n O Krohs Schnft veroffentlicht wird Das Karree von

57 240
34901
68187
25397
41636

Die Lernzest war 72 Sekunden

1 Komplex 240% = 57600 Das Quadrat der dre: letzten Ziffern
(als dresstellige Zahl betrachtet) begmnt mit den beiden ersten Zifern
funfstelhgen Komplexes

2 Komplex 3

3 Komplex 68 11 17

4 Komplex 2t 19? + 6! = Primzabl

5 Komplex 41 =>*-L4% 636=2% 3 53

Dabe: kommt zum BewuBtsemn, daB auch der 4 Komplex 25 397
infolge der Quadratsummenzerlegung 397 = 19% +- 6* den Wert 6% = 36
enthalt

Diese kurze Analyse der beiden Versuche kann mn Verbmdung
mit den allgememen Bemerkungen m Teil 1 emen Einblick geben n
die Methoden die das Auffassen und Behalten langer Ziffernresben n
autfallend kurzer Zeit ermoghchen

Wesentlich sind es die Darstellungen m = u? + v3 und m = 22 — y?
due all von der g des
Eigenschaten der ganzen Zahlen darstellen und deswegen Hilfen geben,
die mathematisch logisch begrundet sind  Hilfsmuttel, die dem Wesen
der Zahl fremd sind, treten me auf, ebensowemg solche Hilfen und ren
auBerliche Kombinationen, die an zufalligen auBerlichen Ahnhchkerten
der Komplexe haften (etwa 347 743 liest sith vorwarts und ruchwarts
als dieselbe Zahl)

Von hier aus erkennt man, wie sehr zielbewuBte Rechenarbeit das
Gedachtms 1m Zahlengebiet ausbildet, indem sie den Berexch aus dem
Hilten und Kombinationen gezogen werden, gleichzeitig erweitert und
festigt

17 53

§ 5. Logarithmisches Rechnen ohne Tafel.
Verwendung logarithmischer Methoden ohne Logarthmentafel.
Voraussetzung fur loganthmisches Rechnen 1m Kopf ist ewerseits
die Kenntms emner Anzahl Loganthmen ganzer Zahlen, besonders der
der Pnimzahlen aus denen die der zusammengesetzten Zahlen durch
Addition hergestellt werden konnen, andererseits kommt es ganz wesent-
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lich darauf an, brauchbare Interpolationsmethoden zu finden Zahlen
deren Loganthmen bekanat sind, spielen die Rolle von Bezugszahlen
und sollen deswegen mut 4 bezeichnet werden Dann 1st die gegebene
Darstellung einer beliebigen Zahl

lte=Z—1(1£0) wo e=+(Z—4), abo 0=
st
log Z —log A ~ log {1 — 9)
wo zunachst 4 >0 angenommen wird Da d emn hlemer echter Bruch
ist so kann die loganthmsche Rethe fur log (1 + d) angesetzt werden

deren erste bexden Ghieder be: geeigneter Wahl von 4 den erforderhchen
Genamgkertsgrad garantieren  Es kommt dann

'
gt += o-% -2

4 ¥
og(t— 9= —a—% %

Die zu bestmmende Differenz o = log Z — log 4 1st damt als
Funktion des Quotienten 8 = - gegeben, wobe: noch zu beachten 1st
daB die Rethe den L von 146
gibt

Zur praktischen Rechnung brauchen wir dekadische Loganthmen
also 15t auch log (1 +-8) = J 1 diesem System darzustellen was em-
fach durch Multiphhation mut dem Modul M — 0,43429 = log e der
Briggischen Loganthmen geschieht Wi erkennen auf den crsten Blick
daB dueser fortwahrend gebrauchte Faktor ¥ fur Multiphikation und
Duvision emne sehr gunstige Struktur hat

Da es sich ber 4 immer um relatv hleme Korrektionswerte handelt
50 schreiben wir fur M den viersteligen Wert

M=oms=0u(1+ L)

50 daB durchgehends mit 0 43 gerechnet werden kann unter Anbringung
emer 1 prozentigen Korrektion Es wrd also

logZ = logd + M(3—%) —10g 4 + 0,43 [T

Beisprel 1 Zu bestimmen st der log 379
Ich setze 379 =375 + 4, also

379=1375 (14 &) =375 (1 %2),

A =375 log 1=257403 +
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Es wird
= "0 0106t
001061 04 — 000456 log 1
F 19000005
14 = 000461
Be der Rechnung kommt es darauf an daB man sich daran ge
wohnt, den funfstellg Werten abzuteilen

Wir wollen den so gefundenen Wert von log 379 auf anderem Wege
ableiten um emne Kontrollmethode 7u haben Dabe: bedienen war uns
folgender Uberlegang

Es ser zu besummen der Loganthmus emer Pnmzahl p

Ich multiphziere diese mit emner Primzabl p, die so gewahlt ist,
daB $ $ eme Zahl P wird, deren Logarithmus leicht bestummt werden
Lann, wahrend der Loganthmus der homplementaren Primzabl 3 auch
bekannt sein muB Dann kommt

pp=P, logp=IlogP —logp

Da n unserem Beispiel 19 79 = 1501 1st, so emphehit es sich $ = 19
zu wahlen Dann kommt 19 379 = 7201

log 7201 = log 7200 + 135 (log 73 — log 72)

=385733 + ' 5 599 [ =6

3,85739

n genaver Uberemstimmung mit dem vorher ermuttelten Wert und
mt dem der Loganthmentafel, ohne die man aber auch die Kontroll-
rechnung muB ausfuhren honnen Immer kommt es daranf an, Produkte
pP=P= 4+ hnden deren Loganthmus ohne weiteren Zeit-
verlust aus dem von A folgt, und 1mmer sprelt die Kenntmis von Prim-
faktorenzerlegungen emne wichtige Rolle

2 Zu bestmmen 1st log 5437 Es wrd

5437 = 5440 (1 — 2)

Es st
log 5440 = log (32 170) = 1,50545
+ 223085
273560
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3 = —0,00055
7.>_°; — 000055
1-u{-s-% — ) —-000002365
== EL
log 5437 = 3 73560
—24 = 3 73536
Konirollrechnung 5437 73 = 396901
3969 = 63*
log 63 = 179934
2log 63 = 3 59868
+ s
+ asem0 = 0000025 log 396901 = 2,59869
043 —log73 186332
= 0,00001075 =173537
=+1
Der mut der Rethe hy Wert 1st 1 { mit
L Be1 der von Iog 3969

1st der Wert 2 log 63 genommen worden wober die 5 Dezimale nicht
genau wurde
Bestimmung des Numerus zu emem gegebenen Logarithmenwert,
Es st
logz =log 1+ M{6—%+ )
Zu bestmmen 15t der Wert & = & , woraus ¢ = 0 4 folgt
In etwas anderer Form schreibt sich die Gleichung wie folgt
L] lcl Z— Iog A 4
oft -3)= -4

Ich bestimme den ersten Nmnmgswm

Dann wird der bessere Wert
4 3 4 3

d=ﬁ(1+; )Zu.—u(’*?“o'm]

Man erkennt aus dieser D daB fur alle

mdment)dunWert——~001 nbod_umbmuhbmnst.dune

stmmung der Korrektion ¢ auf die Kleme Rechnung 1% o5 oder !
‘inanskommt
Ruckle Prous dev Zablearectnsas 8

u
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2 sc0, r<t—1(1—%)
/=A@-0), loglrloglTlog(1—t))—IogA+M(—of% - )

womit die Formel fur die Berechnung des Loganthmus gegeben ist
Dre Umkebrung ergibt

logZ = log 4 — M [ I=tog 4 — o1+ 2)],

14 logd logZ
Sl ol = AR Lo
Dann kommt als erster Naherungswert von 8
$—_ 4 _ 104
T e 43

Dann folgt, wenn m der Verbindung 1+ 4 fur § der erste Naherungs-
wert gesetzt wird

s s (1 —001— 13,

also kommt
b= j =04 (1001 — 1 0)
==i-"°3°—"(|—0,01 -3 )

Bessprel  Gegeben 1st als Loganthmus der Wert 3 73536
Es 1st
log54 — 173239
log 55 = 1 74036
also zeigt eme rohe Interpolation
297
Z=54—1 70 544
Die Interpolation zeigt daB der Numerus zu 373536 m der
Umgebuog von A = 5440 legt Ich setze 4 =2Z(1+3) =
Es wird
log 4 — log (32 170) = 1,50515 = 3,73560_
2,23045
3 73560
Es hommt dann
= 1og 5440 — log% = 0,00024,
8= "% =0,0006

130 56
e= e

’“u""‘ (t — 001 — 0,003) =
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Z=—A—c=5437, womit anfs meve die Richtigkeit unseres
fruher berechneten Wertes log5437 = 3,73536 nachgewesen ist

Ber exuger Ubung lassen sich diese Interpolationsrechnungen be-
quem und sehr schnell 1m Kopte ausfubren

Besprel 1 Zu bestimmen st log 58409

Fs st 4 =58400, e=9

8= =0,00015¢
Es wird 58400 =73 800

log 800 = 2,90309 0,00015 \ 4 log 58 409 = 4,76641

0,00006,6 = +7 (n 'Jbzmnsumm\mg mat der Tafel)

2 Gegeben der Loganthmus 4,76648 gesucht der Numerus
Es wrd

Ao58000 + 25 1000 =38
Es 1st log A = 4,76641
Als erste Anniherung kommt
3. 100 408,38
é= = = 58400 = =9
Genauer wird daraus
e;”“i‘%"‘%t — 0,01 - 0,003) = 9,5 —¢[e=9,
Z =4 e= 58409, wie es nach dem vongen Beispiel sem muB
Zum Schlu soll emes der mt em!acher Multiphkation mit
t=748 sprel ohne
Tabelle gerechnet werden als Probe auf die in d.le.!cm Fall erreichbare
Genawgkest
Bessprl Umkehrung von Beisprel 2 der Aufgaben mit der +-Multi-
plkation Das Volumen emer Kugel st V= 262096353 cbm Wie
groB 1st der Kugelrads? Wir beshmmen der emfachen Rechnung
wegen den Kugeldurchmesser 4 aus der Gleichung

L4 sy
a's =V, ako d=}°"
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Es wird logV =8 |  Zunachst hommt log26 = 1,41497
26 2096353 = 26 (1 + 0 008063) &= 0008063
3
- "7 —0,000325
b= 0007748
d=5-043 0003313
1% = 0,000033
4 3%
logV= 841497
+ 33
81832
077815

Es erschemnt angebracht, zur Beshmmung von log V' von 4 = 262
auszugehen und zu setzen

V=262 10%+ 96353 =262 10°(1 L 9),

wo
»

& = 0,000368, = 0,0000000677

2
4 = 0,000368

Ferner st log 262 = log131 + log2
log 131 = 2,44727
log 2 = 0,30103

Tog 4

el

Es st

log 79 = 1,80763

1og80 = 1 40309

A 546
4=790+10-2% =790 + 10-04 =794 m

Also wird der Radius der Kugel in Uberemnshmmung mut der fruheren
Aufgabe 7 =397 m
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Ber der Loganthmenrechnung ohne Tafel kommt es besonders
darauf an geeignete Kombinatonen ber der Darstellung der Zahlen
in den Formen Z = 4(1 =+ 8) zu finden AuBerdem kommt man mit
ewnem geringen Vorrat von fest emgepragten Loganithmen aus

§ 6. Die Gleichung 2 —x"=0.

Numerische Behandlung der Glechung 2z — * =0

Bei der numenschen Behandlung von Funktionen lassen sich
manche Vortetle fur die Rechnung durch gute Anordnung der Rechnung
und durch feme Kontrollmethoden gewinnen

Allgemein bekannt 1st es, daB man die rechnenschen Operationen
an emer Rethe von Beispiclen parallel vormmmt Zunachst werden auf
diese Weise die Operationen schneller ausgefuhrt 1ls ber der sukzessiven
vollstandigen Durchfuhrung der einzelnen Besspiele Dann lassen sicls
aus Grunden der Stetighert tast ohne besondere Arbert Prutungen der
Rechnung vornehmen denn jeder Fehler tntt als Unstetigkent auf ver-
letzt das Differenzgesctz das dem denkenden Rechner m jedem 1 all m
Fleisch und Blut ubergeht Diese Gesichtspunkte wollen wir an dem
oben gegebenen Beispiel emer emntachen transzendenten Gleichung auf-
suchen, die auBerdem emn Prufstein dafur semn soll, was mit logarithmischer
Rechnung ohne Benutzung der Tafel erreicht werden kann

Ich schreibe die Gleichung zunichst in loganthmischer Form

logz = zlog x

die sofort die Differentialformel Lefert

o= (ogx+ 2t ph)dx, 52 —z(23025810% + 1),
wo 2 30258 der naturhche Loganthmus von 10 15t

Nutzhcher als diese Differenzformel ist fur die numensche Losung
der Gleichung zunachst die Aufstellung emner Hilfstafel die fur ewen
micht zu Klemen Bereich die Funktion logz — #log z enthalt nebst einer
Dtﬂemmntaigl die emerseits die Rechnung pruft und andererseits bei

von x eme gute
l-hlfe st
Ich gebe emme solche Tafel fur den Bereich z, =5 00 bis # = 5,60 mt
dem Intervall0 01 Die Tafel (S 118) kL

Die Gleichung z — #* — 0 soll gelost werden mit Hilfe der Loga-
nthmentafel tur vier Zablenpaare (z,, z,) bei denen sich eme empfind-
liche Prufungsmethode fur die Rechnung ergibt Dann soll die Rech-
nung fur ein weiteres (s, 2) ohne L nach
der obne Tatel aus-
getubrt werden Das Ergebms kann durch die Kontrollmethode auf
seine Ruchtigkert lecht gepruit werden.
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v | logr=slogs | DereRs . logz = »1ogs | D‘“:"“
I

‘ 111558
500 3 494850 ‘ . 527 3 803944 ‘ 1156
20t 3,506138 1346 528 3 B15508 .
502 sstzsie ! s 529 saome
503 3,528887 11365 530 3 838663 i 19t
s04 3,540252 | s 531 3850254 ! 11598
305 3551620 | - 532 >a61852 | oo
5.06 3563004 | . 5,33 5873455 | o
s07 3574391 | - 5.34 3,385069 | v as
508 3585789 | 11406 535 1896694 [ e
509 3597195 : 142 536 3 )08324 1o
510 3 608607 ; w4z 537 3919960 .
st e 538 3931607 Hew
212 3631462 | s 539 3943259 | 11es
513 3642900 ( aso 540 3954928 s
314 3654350 ) 1436 5,41 3 960586 ’ 11689
515 E o 542 3978275 [
516 semars | " 543 I
547 688748 | :: :: saa 4.001659 | o8
8 3 700224 ' 11493 34 +osase 11710
519 3711717 : 14499 546 4,025074 l s
520 3723216 547 4036789
s somme | :’ 5:“ 548 4048525 | :: ;::
52 3746243 i .::z: 549 4 060250 .
523 3757765 ' 1529 <50 4,071997 ' 275
5,24 3769294 s 5.51 4083748 ‘ 1a7ss
525 3,780835 ] 55t 5.52 4 095503 11766
526 3792386 5.53 4107269
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1 Basprel

2 = 5717 5 =5973

Der Gang der Rechnung wird ohne ausfuhrliche Erklirung ver
standiich sen  Die Interpolationen werden mittels der Hilfstafel aus-

gefuhrt, die werden 1m Kopf t und die
Ergebmsse. hingeschrieben
7= 5717 2= 3973
log z, = [0 757168] log 3 = [0 776193]
%= 94 % = 53,2459
log % = 0 718452 log % = 0719820
718452 52204 719820 52459
2757073 3,776104
95 _ %
Interpolation -2 — 082 e —077
% = 220482 X =5245977
Anthmetisches Mittel
b = 5220482

Bestimmung von logz = x log % . soll der tran-
szendente Mittelwert genannt werden Er wird mit dem geometnischen
Mittelwert 2, = yz, z, verglchen, dessen Loganthmus als anthmeti-
scher Mittelwert von log z, und log z, sofort bestmmt st Es wird

log 7, = 3,766681
Die Vittelwerte z und =, sind sehr benachbarte Werte, und es ist
1<z,
2 Bessprel
2 = 6709 2. = 6965
log 7, = 3 826658 = 3,842021
% = 52890 5,3036
0,723423_>28% 072457153036
3826518 3.84283¢
97 _ 862
Tisga — 034 Tiso1 =074
5 289634 Yo = 5303674

3,826659
~—5 29665 |

289634 0,723426  x;log x,

5303674 0724577
842022

Tlog? - log®  3,834781



120 Dntter Abschuitt
2 Geometrisches Mittel

5=Yn-n logsg

3 Bessprel
2, = 8089 8345
log 2, = 3,907895 3921426
=535 =537
1 Interpolation :::‘3’; =096,
T = 53596, *
% log % = 729132 53596 log %,
= 3,907856 =13,921 257
2 Interpolation “% =033 % =0,59,
= 5359633 % — 5371259,
2 log % — 0729134 5359633  x 92!
= 3.907891
- Mittelwerte
2 5 =V5-5
log 2, = 3,914661 ,

% =540
1 Interpolation
11032 11542
1166 — 094 1658 — 099
% = 53994 % = 5,409
% log % %, log %, = 0,733189 54 099
= 3.954229 = 3,966479
2 Interpolation
o =053
399453
# log %, = 3,954289

Misttelwerte
F="ER 5404673, logz, = logYa -5, = 3960381,
vlog = 10g z — 3,960380
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121
Die nahe U der berden 3 und 2, fordert
dazu heraus, die beden Werte allgemein mitemander zu vergleichen,
was Jetzt ausgefuhrt werden soll
%, und %, seien die beiden Losungen der Gleichungen
-2, =0 und zH—z=0

Es se1 gesetzt
H=a—0, w=a+d
so daB

klem gegen 1 1st, eme Voraussetzung, die wegen der 1m folgenden be-
nutzten Rethenentwicklungen erforderhich 1st
Es wird also

logz, = Ing:,; e (-~d)lus(-f-*):(-+ﬂb:(n+d)
Dann bilde ich die Differenz

& _log(

[

9 + (a + 3) log(a + 3)

— aloga

z
. (1= 2)ogta—a+ (1 -2) ogta 8

5 aloga

Zn untersuchen haben wir die Differenz
A= (1= 2)10ga— )+ (1 + 2)togla + &) — 21oga

Ich setze noch & =, wo ¢ i gegen 1 klemmer Wert st Dann kommt

ber Keinen Umformungen

4=(1 —¢){loga+log(1 — &)} + (1 &) {loga + log(1 + &)} — 2loga

— —cloga+ (1 — &) log(1 — #) + eloga + (1 + ¢) log (1 + )

—t—n(-e-g S8
2 3 4
- @ o

tta (=F+5-F4e)

et 2

4
Also kommt, wenn wir mit den Ghedern 6 Grades abbrechen

s
5

A_"*‘T:*;o"*' -0
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Es wird, wenn wir noch mit dem abgetrennten Faktor . wieder
multiphzeren
logh, —logz =2 {4+ 5+ LAt |>0
Man erkennt, daB das geometnsche Mittel z = Jz, -7 groBer,
und zwar nur sehr wemg groBer ist als das transzendente Muttel Z,
dessen

atn

logs = 770 Jog Tt M _zlogz

1St

Drese Tatsache bildet emn sehr gutes Knterium dafur, ob die Rech-
nung fur em Glechungspaar ¥ — 2 =0 und x> — 32, = 0 nchtig
durchgefuhrt 15t

Die Kombination von Losungen zur Gewinnung von Kntenum
st e 1 der Theome der Glechungen oft mit Erfolg angewandter
Kunstgnff

Ich darf an die Satze uber die Nullstellen der Besselschen Funk
tionen, an das O n die n der
Theorie der Dhfferentialglexchungen ennnern

‘Wir konnen unser Knterum noch 1 Form emer Potenzgleichung
schretben, 1ndem war setzen

ats
G
und man wird auf die etwas allgemeinere Ungleichung schlieBen

‘M < (e d mm)EeRTAr B

Zum SchluB werden zwer Losungen der Gleichung z — #*
ohne Loganthmentafel bestmmt, und thre Richtigkeit an dem Mittel
wertskniterum erprobt

1 7 =6197, logz, = 3792181

2 2,=6453, logz, = 3809762

Die Loganthmen log z, und log z, sind mit Hilfe der Logarithmen
von 6200 und 6450 unter Anwendung der loganthmischen Reihe be-
stmmt

it
Die Rechnung geht m folgender Weise
10g 6197 = log 6200 + log (1 —

Das Korrektionsghed

tog (1 — g25) =tog 1~ &)

gibt
logt — ) — -~
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Es wird

(-3 =

Dieser naturliche Loganthmus st mit dem Modul M = 0,43420 zu
multiphzieren damit wir emen Brggischen Loganthmenvwert erhalten
Fur M = 043429 setzen wir wie fruher M = 043 (1 +0,01) und
schlagen den 1prozentigen Zuschlag gleich zum Wert

1 —8) < 0000484117
484

- o00REE
Dann wird
log(1 — 8) = — 0000211
so daB
log 6197 = log 6200 — 0 000211 = 3 792181
wird

Ahnhich geht die Rechnung fur log6453 Den log 6450 fmden wir
aus den Loganthmen der Faktoren 43, 5, 3 zu log 6450 = 3 809560
Dann 1st zu beshmmen

l(1+d)=l(|+ﬁ)=d-—§7 =3 =+ 0 000465 |
_r_ 108

»

IR
+1% 465
0,000469542
%043 = 0,000202
log 6453 = 3,809762
Nach Bestmmung dieser beiden Loganthmen geht die Rechnung
wie fruber weiter unter Benutzung der Hilfstafel zur Interpolation
Es kommt, wenn wieder %, und %, die rohen Naherungswerte nach
der Tafel sind,

% =525, %y =527
1 Interpolation
10336 58180
Trss = 098 e 30




%= 5.2750
log®, = log 5 25(1 + ‘%’) log %, = 0,722222

= log 5,25 = 0 720459 %, - log %, = 3,792153
+o,so:§s_1+onzqz H_oom z, log %, = 3,809721

2 Interpolation

—~31+0)
+19 z,—zl~52398+“55
=5.2598 — 0,24
0,0018837_ 043
o008t 10852598 = ° 7”969 = 5 250824

=5 = 5,2750 + 1 = 5,2750 + 0,000035 = 5,275035

Eine lechte Rechnung stellt die Loganthmen von z, und z, aus
denen von , und %, her Es kommt als Zuschlag m Finheiten der
sechsten Stelle ber z, der Wert 2 ber Z der Wert 3, so daB wir haben

log vy = 0,720971,  log x, = 0722225

Die wettere Rechnung geht dann wie friiher vor sich, und var er
halten

nlogn

1259824 - 0720974 Zlog 2
792181

5,275035 - 0,722225

3,809762

Prajung durch die Msttchwerte

1 5, = 5,275035
% = 5.250824
d=oots5212
4 = 0007606
%= 5.2674%0

log % = 0,721599
log z = ¥ log % = 3,800972
2 184 11984 _ 3,800072

Bex der Bildung von # haben wir die Differenz emn klew wemg ver-
groBert, so da8 z eme halbe Emheit der sechsten Stelle zu groB ist

Das Ergebms bestatigt vollauf die Richtigkert unserer Rechnung
ohne Loganthmentafel



2 Besprd
7 = 7261 2,= 7517
Berechnung der Logarithmen

log 7, = 3,876045
u=53
i 25%0 =022

T s
o =53322

0,726906
Zp =10 *(53300 + 22)
% log % = 3 876008

i= s —06s
64120
% =5 319265
7 Tog 7 = 3,8609¢ wlog 1, =3 876047
Msttehwerte
1w ="T0 5519265 + 0006483 = 5325748,
%log v = 3,868521
2 logz, L"; lo 3,868521
Dre € der 7 und z, labt die

der Rechnung erkennen

Die 1 emgen Beispielen behandelte Gleichung z — v = 0 zeigt,
wie man be: der Behandlung solcher Zahlenautgaben verfahrt Man
stellt das Differenzengesetz auf, dann bildet man 1 dem erforderlichen
Umfang Hilfstafeln die i den beigefugten Differenstafeln emerseits

die fur die der T
Iiefern und anderersents die Zahlenwerte der Hilfstafeln auf thre Richtig-
keit prufen
Wachtig st die
Unser Beispiel zeigt, 1n Seloner Richtung diese 7u suchen ist
Man bidet zwes moghchst emfache Funktionen f,(%, %) und
fa(#. %) zweier Losungen der gegebenen Glechung z — Q(z) = 0
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/(&% ) wnd fy(% ) sind s0 zu wablen, daB sie auf Grund der
u losenden Glewchung z — Q(x) = 0 ame charaktenstische ewnfache
Bedingung 7u erfullen haben In unserem Beispiel bestand diese 1
dem Zusammentallen zweier emnfacher Vittelwerte der Losungen z
und %, AuBerdem hat dieses Beispiel gezeigt daB das Loganthmen-
rechnen ohne Tafel ganz gut durchiuhrbar st Macht es auf der emen
Seite etwas mehr Muhe, so wird auf der anderen Seite eine mechamsche
Rechnung 10 eine mathematisch interessante verwandelt, die Schnitt
fur Schnitt durch kleme geschickte Erfindungen thren Weg ebnen muB,
also sicher eme gute Rechenmethode st



