Elementare Geometrie I"Jbungen 10

Projektive Abbildungen von Geraden

1) Es seien g U {oo} und ¢’ U {oo} zwei Geraden Es seien A, B, C' drei
verschiedene Punkte auf g U {oco}. und es seien A’, B',C" drei verschiedene
Punkte auf ¢’ U {oo}. Dann gibt es genau eine projektive Transformation
T:gU{o0o} — ¢ U{x},sodass T(A) = A", T(B)=B,T(C)=C"

Man konstruiere fiir einen weiteren Punkt D € gU{oco} den Punkt 7'(D)
auf den beiden gegebenen Arbeitsbléttern. (Auf dem zweiten Arbeitsblatt
ist der Punkt C' = oo! )

2) Es seien T1,T5 : RU {00} — R U {o0} zwei Mdbiustransformationen,
die durch die folgenden Formeln gegeben sind:

a1xr + b1
1T + dl ’

wobei a1d1 75 Clbl und a2d2 75 Cgbg.
Man beweise, dass T o 17 wieder eine Mobiustransformation ist, fiir die
folgende Formel gilt:
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wobei P = aqaq + bgCl, q = (Igbl + bgdl, T = CoQ1 + dgCl, S = Czbl + del-

3) Mit id bezeichnen wir die Mobiustransformation, so dass id(x) =

x. Es sel T(z) = Zﬁfs eine Mébiustransformation.  Wir definieren die
Mobiustransformation
dr —b
U= —
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Man beweise, dass U o T = id und dass T o U = id.

4) Eine Abbildung f : g U{oo} — ¢ U {oo} heisst eine projektive Ab-
bildung, wenn sie das Doppelverhaltnis von Punkten erhalt. Wir betrachten
den Fall, wo g = ¢'.

Wir konstruieren eine Abbildung f wie folgt. Wir wéhlen eine Gerade
h und zwei Punkte P und @) die weder auf g noch auf h liegen. Es sei



A € gU {oo}. Wir verbinden P mit A. Es sei S der Schnittpunkt der
Geraden PA mit h. Wir verbinden S mit (). Es sei A" der Schnittpunkt der
Geraden S mit g. Wir definieren f(A) = A’

Wieso ist die Abbildung f projektiv? Konstruieren Sie einen Fixpunkt
von f. Finden Sie eine Punkt A, so dass S = oo und konstruieren Sie A’.
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